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Sur une inégalité de Sobolev logarithmique pour une
diffusion unidimensionnelle

Mireille CAPITAINE

Résumé

Par une méthode élémentaire de calcul stochastique, nous établissons, dans
cet article, une inégalité de Sobolev logarithmique pour une fonction cylin-
drique d’une diffusion unidimensionnelle, solution d’une équation différentielle
stochastique. L’idée est de considérer cette diffusion comme une fonctionnelle du
mouvement Brownien intervenant dans I’équation différentielle et de lui appli-
quer I’inégalité de Sobolev logarithmique connue pour le mouvement Brownien
sur IR. Pour cela, nous déterminons dans un premier temps, une expression
“adéquate” de la dérivée au sens de Malliavin des marginales de la diffusion.

1 Introduction et notations

E. P.Hsu [8] d’une part, et S. Aida et D. Elworthy [1] d’autre part, ont démon-
tré des inégalités de Sobolev logarithmiques pour le mouvement Brownien sur une
variété Riemannienne; le premier a utilisé un procédé d’itération et, pour ce faire, le
procédé de couplage de Kendall; les seconds ont plongé isométriquement la variété
dans un espace euclidien IR? et ont appliqué I’inégalité de Sobolev logarithmique pour
le mouvement Brownien sur R?. F.Y Wang [9] a étendu le résultat de E. P. Hsu &
certaines diffusions sur les variétés. Dans cet article, nous obtenons une inégalité de
Sobolev logarithmique pour une diffusion sur IR, par une méthode élémentaire de
calcul stochastique, ne faisant pas appel a la géométrie différentielle.

Soit Co ([0, 1]; IR) I’espace des fonctions continues sur [0,1], & valeurs dans IR s’an-
nulant en zéro, et soit B la tribu Borélienne de (Co ([0,1];R), ||||.,) ot || - ||co désigne
la norme de la convergence uniforme sur [0, 1]; nous notons P la mesure de Wiener
définie sur B et w = {wy,t € [0,1]} le mouvement Brownien canonique sur I’espace
de Wiener (Co ([0,1];R), B, P). Soit X = {X;,t € [0,1]}, le processus de diffusion
solution de ’équation différentielle stochastique

dX, = 0 (X)) dw, + b(X,)dt, Xo =z, X, € R,

ou z appartient 4 R, 0 : R — R et b: R — IR sont lipschitziennes, respectivement
de classe C? et C!, o ne s’annulant pas sur IR. Nous regardons chaque X; comme une
fonction de w et appliquons 'inégalité de Sobolev logarithmique pour le mouvement
Brownien sur IR ( notre approche rejoint celle de S. Aida et D. Elworthy [1] sur ce
point). Cette méthode fait apparaitre la dérivée au sens de Malliavin de X;; aussi,
dans un premier temps, nous déterminons une expression de cette dérivée, se prétant
a la majoration désirée.



2 Inégalité de Sobolev logarithmique pour la loi de
X

Dans ce paragraphe, nous établissons 1’inégalité de Sobolev logarithmique pour la
loi d’une coordonnée de la diffusion X. Cette inégalité résulte déja des méthodes de
semigroupes (opérateur I';) développées par D. Bakry et M. Emery (cf. [3]). Notre
approche probabiliste s’appuie déja sur l'inégalité de Sobolev logarithmique du mou-
vement Brownien.

Proposition 1 Soit t dans [0,1]. Notons L, le générateur infinitésimal de X, défini
par Lg(z) = 1o%(z)g"(z) + b(z)g/(z), pour toute fonction g : IR — IR de classe C.
Soit ¢ > 0. Si -L%bl‘l > —c, alors, pour toute fonction f : IR — IR de classe C' dont
la dérivée est bornée,

et () 47 (Y]

Démonstration Appliquons I'inégalité de Sobolev logarithmique pour le mouvement
Brownien sur IR, en considérant X; comme une fonction de w. Il vient

E[f* (X:)log f* (X.)] - E[f* (X0)] log E [f* (Xy)] <

B[ (X log £ (X0)] — B[ (X)) log B [£2 (X)] <28 [ [ (" (X)) D, X)? ]

ou D.X, désigne la dérivée au sens de Malliavin de X;. D, X; vérifie une équation
différentielle stochastique (cf [7]), et il est immédiat en dimension 1 d’obtenir la forme
explicite:

t ty, 1
DX = o(X)exp|[ o (X)dB,+ [ (¥(X) - 507 (X)) s
st r<t
= 0str>t.

Nous allons déterminer une autre expression de D X, faisant intervenir le générateur

L.

Lemme 1 Si0<r <t, alors
DX, = o (X) exp [— / t L";—I""(xs)ds] .
Démonstration du lemme 1 Définissons, pour tout u dans [0, 1],
M, = exp [— [ o (x.)aB, - /0 ‘ (b’ (X,) - %a'z (Xs)) ds] ,

u I N
A, = exp [—/0 g(X,) ds] .

Par la formule d’It6, nous obtenons, pour tous 0 < r < ¢,



Ao (XM, = Ao (X)M, —[L";b' (X,) Ay (X,) M,ds
+/ Ay’ (X,) M, [0 (X,) dB, +b(X,) ds]
- / Ao (X)) M, [a'(X dB, + (b'(X ) - %aﬂ (X,)) ds]
+§ " Ao (X,) Myo™ (X,) ds + - /A,a X,) Myo? (X,)ds

Il s’ensuit que, pour tous 0 < r < ¢,

) exp [ / ,)dB, + ] (b’ )— 15m (X,)) ds]

= o (X)exp {— [t (X,)ds] ,

ce qui termine la démonstration du lemme 1.

La proposition 1 se déduit aisément du lemme 1. En effet, nous avons

E[f*(X)]|log E [f* (X,)]
28 [ Ji ' (F (X)) DX dr]
= 2F [(f' (X:))? o? (Xt)/ot exp [—2/: @-(X,) ds} dr]

2ct __

E [f*(X,)log f* (X))

IA

€

LB[(F (X)) o (X)),

ce qui correspond au résultat annoncé.

Remarque Il est en fait inutile de supposer ¢ non nul pour obtenir la proposition 1.
En effet, par le lemme de Gronwall, nous obtenons de la méme fagon, sous la condition
(Lo — ¥'0) o > —co?, la majoration:

<

a2 (Xy).

1 2 et —1
<
/0 (DX dr < S

Il nous a semblé néanmoins intéressant de donner la forme explicite de D, X;.

3 Extension a toute loi marginale de X

La théorie des semigroupes ne semble pas permettre la généralisation de I'inéga-
lité de Sobolev logarithmique 3 toute fonction cylindrique du processus de diffusion.



Dans ce paragraphe, nous obtenons cette extension, en gardant pour.points de départ
I'inégalité de Sobolev logarithmique pour le mouvement Brownien et le lemme 1.

Proposition 2 Soient 0 < t; < --- < t, <1, ¢ >0 et K(c) = 4(F+1)e*. Si
IL;Q'—"—) < ¢, alors, pour toute fonction f : IR® — IR de classe C' dont les dérivées
partielles sont bornées,

E [f* (Xuy- s Xea) 108 £* (Xers -, Xi)| =B [ (Xegs o, Xe,)| 1B E [£ (X, ., Xe)]

K (c) z min(t;, t;) E[U(Xt‘)a(XtJ) gf (X, - Xt")%(xt,,...,x,")]

1,j=1

Démonstration Elle suit le méme principe que celle de la proposition 1. Appliquons
de méme l’inégalité de Sobolev logarithmique connue pour le mouvement Brownien
sur IR, en considérant chaque X;, comme une fonction de w. Nous obtenons ainsi

E[f* (X » Xen) 108 f2 (X -, Xeo) |~ E [ (Xurs -, Xi,)| 10g B [ £ (Xsys -, Ko

<2F

1 n af 9
/0 (Z‘:%(th"--aXt,.)DrXﬁ) dr} X

Utilisant 1’expression de D, X;, fournie par le lemme 1, il s’agit donc de majorer:

/0 (Z (Xiry- -+ Xon) 0 (Xs,) exp [— / - L";—b” (X,) ds] 1[0,]9,.](r))2 dr}

=1

qui s’écrit encore (en posant to = 0)

Z/t'"‘ { fa Koy os Xun) @ (th) exp [_ /rtj La;—bld(Xs) ds] }2‘1’] .

Pour ce faire, nous nous inspirons de la démonstration du lemme 4.3 de [8]. Soit  dans
{1,...,n} et r dans [t;_1,%]. Remarquons que nous pouvons écrire (avec la convention
b i1 =0sii=n)
J=t1+1

E th,...,Xt")U (th)exp [_ [t] Eg__g_lll_g(x,)ds]

]—‘l

{Z - (Xiys - th)a(Xt,-)}exp{—/r M(X)ds]
+ i {exP[_/t’M(x)ds] _exp[ /”“M(x)ds]}

j=i+l r

{Z th,...,th)O'(th)}.

k=j
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Il vient
Z th,...,th)U (th)exp I:_/t_r Lo —bo (X,) ds]
J_, r o

<exp th,...,Xt")O'(th)

+§":

j=itl

ti Lo — bo ti-1 Lo —bo
exp [—/r p (X,)ds] — exp [—/r (Xs) ds]

g

Z th,...,X,")cr(th).

k—J

De P’égalité

ts — K ti .
exp [—/J Lo ba(Xs)ds] — exp [—/J 1Laaba(X,)ds]

g

Lo —-Vbo o—-bo
== exp[ / (X.)d ] p (X,) ds,

nous pouvons déduire

¢ -V t- -
exp[ /]LU o ds]—exp[ /JILG bo (Xa)ds]

plIlS

2 (th---,Xt,.)O'(th) exp [—/;

]"1

< cef (t —tj-1),

t; Lo — bo

(X.) ds]

Za th, Xt")O'(th)

J=t

et 3 (t —tioa)

j=itl

Z (th yoees Xta) 0 (X, )|

k—J

Définissons une fonction g sur [0,%,) en posant g(t,) = 0 et, pour tout j dans {1,...,n}
et tout v dans [t;_1,%;],

Z (th th) U(th) .

k—J

g(v) =

Remarquons alors que:

Zé—f— Xty s X1n) 0 (Xep)

= /:" g(v)dv.
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Nous avons ainsi:

2

i Lo —bo

(th, - Xen) o (Xy,) exp [_ / (X, )ds]

2
2e% jz:;aa—ii-(Xt,,...,X:,.)O'(th) + 2c%e?* {/:n g(u)dv}z_
<262Czn:a—f(X, Xt)a(Xt.)2
S 26712 gy, Koo Xu) o (X,
2
+2c2e’ i i—a-i (Xtyy. -y X)) 0 (X))
=it k=

(en utilisant {f:"‘ g(v)dv} < fir{g(v)Y dv ).
Nous obtenons finalement la majoration:

sy Lo —

2
> g—é(x,l,...,xt,,)a(xt,)exp [—/ (X, )ds]

2
S 2€2c

n 3f
ga—%(xh,...,xt")a(xt])

2

n
CZCZCZ (tj - tj 1

J=1

ga_f (Xeis -5 Xeo) 0 (Xe,)

Nous en déduisons:

E/t._. {h (Xeyy- o, i) o (Xy,) exp [_/r’ 2227 (x,)d ]}2(1,.

i=1
2

Zj (X,,,...,th)a(x,,)

]"l

< 262°Z(t —ti1)

i=1

2
+2c262°z (t; —tj-1)

J=1

kX—: (th Xtu) U(th)
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2

Zn:gg;(th-'-ath)U(XtJ) .

j=t

< 2(62 + 1)82C2(t,‘ — t,'_l)

=1

Remarquant que

2
n

D (ti—tin)

i=1

i ;‘%L(th"'?Xt")a (th)

j=t 2

o of of

= E mll’l(t,', tJ)O' (Xt.-) g (th) a—z' (th goos ,Xt") BT (th, ey Xt"),
1,5=1 t J

nous obtenons la majoration attendue. La proposition est établie. Nous n’avons pas

cherché a optimiser la constante dans ’inégalité de la proposition 2.

4 Remarques et conclusion

Lorsque ’on considére une diffusion solution d’une équation différentielle stochas-
tique sur R?%, d > 2, une étude similaire permet de conclure lorsque les champs
commutent et sous la condition d’ellipticité. En dimension d > 2, notre méthode n’est
plus appropriée et il est naturel de considérer la diffusion comme vivant sur la variété
Riemannienne (le, (ao*)"l) .

Signalons pour finir que la technique développée dans ce travail permet d’étendre
de la méme fagon I'inégalité isopérimétrique de [4] a la loi d’une diffusion satisfai-
sant les hypothéses de la proposition 2. Ainsi qu'’il est établi en [4], cette inégalité
isopérimétrique renforce 1’inégalité de Sobolev logarithmique correspondante.
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