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Abstract : The paths of bilateral reflected simple random walks in dimension
d > 5 have a.s. infinitely many cut times.

L’étude des points et temps de coupure du mouvement brownien en di-
verses dimensions est ancienne ([2]) et de récents travaux de Burdzy ([1]) et
Lawler ([4]) ont provoqué un regain d’intérêt pour ces questions. Dans son
livre ([3]), Lawler s’intéresse aux marches aléatoires simples. S’il apparaît que
la récurrence empêche l’existence de temps de coupure en dimension un et
deux, la situation est moins claire en dimension trois et quatre ([5]), et il

est plus simple de considérer des marches bilatères, c’est-à-dire indexées par
l’ensemble des entiers relatifs. Dans ce cadre, Lawler montre que, presque sû-
rement, il n’existe pas de temps de coupure en dimension d ~ 4, et qu’il y en
a une infinité si d > 5. C’est ce résultat que nous nous proposons d’établir
pour la marche aléatoire bilatère réfléchie sur un hyperplan. La ligne générale
de la démonstration de Lawler nous servira de guide; cependant la réflexion
va introduire un certain nombre de difficultés spécifiques.

Soit (Xn, n E Z) une suite de variables aléatoires indépendantes, identi-
quement distribuées dans Zd de loi définie par

P(Xn = e) = 1 2d
pour tout nEZ et tout e dans Zd vérifiant ~e~ = 1. On définit la marche
aléatoire simple bilatère issue de x E ?Ld en posant

So = x

Sn = Sn-i + Xn pour tout nEZ.

Pour tout y = (yi, ... , yd) E Zd, on note

yldl = (yl~ ... ~ 
~ = (yl, ~ .. ~ yd-1! _yd),
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La marche aléatoire simple bilatère réfléchie W’ associée à S = (Sn) est définie
par

Wn = pour tout n e Z.

Pour tout intervalle I d’entiers relatifs, on pose

. et 

et on dit que j e.Z est un temps de coupure de S, resp. W, si

~ +~] _ ~, resp. +~~ = 0.

Comme un temps de coupure de W est nécessairement un temps de cou-
pure de S, le résultat de Lawler entraîne immédiatement que si d  4, p.s., il
n’existe aucun temps de coupure de W. La réflexion provoquant des intersec-
tions supplémentaires, il n’est pas a priori évident, quand d > 5, que le nombre
de temps de coupure de W reste p.s infini. C’est ce que nous allons établir.

Théorème : Si d > 5, pour tout x e (?Ld)+ ;_ x N, le nombre de temps
de coupure de la marche aléatoire simple bilatère réfléchie issue de x est p.s.
infini.

lre étape : Choisissons x quelconque dans (7~d)+. Notons P~ la probabilité pour
laquelle So = x et posons

g(x) - W]o, +ao[= ~)
oo .

R = ~ ~ = 

i-0 j-0

D’après le théorème local de la limite centrale ([3~, p.14),
oo oo > >

= =  = 0)  oo.

On remarquera que si xd = yd alors g(x) = g(y).
Commençons par vérifier que g n’est pas identiquement nulle. D’après le ré-
sultat ci-dessus, il n’existe qu’un nombre fini de couples (k, t) dans I~
tels que W-k = W~, et 

.

oo oo

~ ~ = W~} ~ ~W~ - -i~ ~ ~}) >_ 1.
~~0 3=0
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D’autre part,

oo oo

i=W,~}n~W]-~~-i]nW]j~+~[=~})
i=0 j=o

o0

= ~ ~ ~ = W~ = - ce, Qj n W]0, +oo[= 0).
i=0 j=0

On en déduit qu’il existe yo tel que g (yo) > 0.
2e étape : On définit la suite bilatère des temps aléatoires suivants

To = 0

Tk = inf ~ j > Tk_1; i S~ = xd} pour tout k > 1 .

’ Tk - sup{j  Tk+1 ; i Sdj = xd} pour tout k  -l.

Pour n > 1 et i > 1, on note

~Ï~h] - OC, n ’l’~~= ~Î
Wi,n " {W ~T(2i-2)m T(2i-l)nJ n T2in] _ ~}

et gn(x) = P~(W ~T_n, 0] n W]U, Tn] = ~}.

La récurrence de la marche montre que  ~) = 1. Pour tout
k > 1 , posons

Wn = WTk+n - W~k + x n E Z.

Il est facile de vérifier que pour (Wn) et ont même loi, et par consé-
quent, pour tout n > 1 et pour tout i > 1,

- 9n(x)
_ 9{x).

On vérifie facilement aussi que les i > 1) sont indépendants pour P~.
3e étape : Nous sommes maintenant en mesure, en reprenant la démonstration
de Lawler, de prouver le résultat proposé lorsque la marche est issue d’un
point x E (7~d)+ vérifiant g(x) > 0. Notons X le nombre de temps de coupure
positifs de W] - ce, Pour tout k > 1, tout 1 et tout n > I,

m

> ~ > > k)
i=1
m m

> 1{Wi,n) > k) - > 1)
i=1 i=1
m m

> ~ k) - 
i=1 i=1
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. 
m

D’après l’étape précédente, E1(Wi,n) suit une loi binomiale de paramètres
t=i

m et avec > 0. Il en résulte que pour tout c > 0, il existe

m ~ 1 tel que pour tout ~ ~ 1,

m

~(E~~)~)~"~
t=i

m

D’autre part, = -F(~))~ et comme -

1=1
m

~(a?), on peut choisir n assez grand pour que ~) ~ 1 - 2~ et
t=i

on en déduit que
’ 

Un raisonnement analogue montrerait que la marche réfléchie possède aussi

une inanité de temps de coupure négatifs.
4e étape: Soit maintenant ~ quelconque dans (Z~)+. Notons A l’événement
’W admet une infinité de temps de coupure ". En sommant sur m ~ 0 et

sur l’ensemble des chemins possibles C de longueur m qui mènent de :r à un

premier point ~ vérifiant ~~ = ~, on a

= 

= -C~
- ¿pxm((S-m,...,So) =C)
- 1.
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