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LE THEOREME DE RAY-KNIGHT A TEMPS FIXE

Christophe Leuridan
Institut Fourier, UMR 5582 CNRS-Université de Grenoble I
BP 74, F-38402 St Martin d'Héres Cedex

Introduction

Lobjet de cet article est de décrire la loi du processus des temps locaux brow-
niens 2 instant fixe (théoréme 1) et A un instant “inverse” du temps de séjour dans
R, (théoréme 2). Une version moins précise du théoréme 1 a déja été obtenue indé-
pendamment par R. van der Hofstad, E den Hollander, W. Konig : voir [3], lemme 1. Ce
lemme 1, que les auteurs justifient de fagon proche mais incompléte, ne constitue pas
le but de I'article [3]. Il est semblable a notre théoréme 1, hormis le fait que certaines
lois ne sont pas compleétement explicitées. Le lecteur trouvera au paragraphe IV.3 plus
de précisions sur les liens et les différences entre les arguments et les résultats de [3]
et ceux du présent article.

Lun des avantages de notre présentation est que la méthode permet théori-
quement d’obtenir des théorémes de Ray-Knight pour tous les instants inverses d'une
fonctionnelle additive croissante du mouvement brownien. Mais en fait, les résultats
ne s’explicitent bien que dans quelques cas, comme celui du théoréme 2 (ou la fonc-
tionnelle additive est le temps de séjour dans R, ).

On considére donc un mouvement brownien B = (B;);cr,, dans R, issu de
0, et une version continue de ses temps locaux (Lf)fglt. Lorsque I'on se donne un
temps aléatoire T, les temps locaux L* définissent un processus indexé par la variable
d’espace x. En 1963, D. B. Ray [8] et E B. Knight [5] ont obtenu la loi du processus
(L*)*€R pour certains instants T comme :

- le temps d’atteinte d’'un point a par le mouvement brownien B:

o'azinf{IER+|B,=a};

- le temps d’atteinte d'une valeur r par le temps local en 0:

W =inf{teRy | =r};
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- un temps exponentiel indépendant de B.
Depuis, la loi du processus (L*)*€R a été décrite pour d’autres temps T, comme :
a,=inf{t€R+| sup LY > r},
xER4

par N. Eisenbaum [2]. On trouvera dans [10] quelques extensions, ainsi qu'un résumé
des principaux résultats obtenus a ce sujet.

Dans les deux premiers exemples ci-dessus (T = 0, ouT = T9), le proces-
sus (Lﬁ)xe" est markovien et la position B; est constante. Dans les deux exemples
suivants (T est un temps exponentiel indépendant de B ou T = «;,), le processus
(LX)*€R est markovien conditionnellement 2 B;.

La situation est plus complexe lorsque T est un temps fixe ¢, car le proces-
sus (L¥)*€R n’est pas markovien, méme aprés conditionnement par B,. La principale
obstruction empéchant le processus (L¥)*€R d’étre markovien est I'égalité :

/Lfdx=t.
R

En effet, cette égalité entraine par exemple :

B[ / " ) o (B, (LIY<¥)] =1 - /

X

L dy,
o0

ce qui montre que les processus (L} )’<* et (L})Y2* ne sont pas indépendants condi-
tionnellement a (B,, L}).

En 1981, E. Perkins [7] a démontré, au prix de longs calculs, que le processus
(L¥)*€R est une semi-martingale. Il a méme donné sa décomposition comme somme
d’une martingale (relativement 2 la filtration (£, ) ,er des excursions au dessous d’un
niveau donné) et d’'un processus a variation finie. Il conjecture enfin que le processus
( 5L ay, 14 x<B’})xeR est markovien (inhomogene) relativement 2 la filtra-

tion (&) xer-

En 1985, T. Jeulin donne dans [4] la décomposition de la semi-martingale
(L¥)*€R dans la filtration (£;)xcr, ot £; = 0'(5}, B, ilngs) , en utilisant la théorie

s<t

du grossissement de filtrations. La méthode qu'il a employée consiste 4 conditionner
par T = tlaloi de (L¥)*€R, o1 T est un temps exponentiel indépendant de B.

Il signale (page 260) que le calcul stochastique permet de montrer que le pro-
cessus | L}, f foo r dy) & est markovien conditionnellement a (B,, 1r<1f Bs) etd’ex-

x€ s<t

pliciter son générateur ; mais —€crit-il- “le résultat obtenu est assez compliqué et plu-

tot long a écrire”.

Lobjet de ce travail est de donner une description plus simple de la loi du pro-
cessus (L})xer, en conditionnant par rapport au 5-uplet (B, L1, v, v! ), ot V;
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et V/ désignent le temps passé a I'instant ¢ par le mouvement brownien B hors du
segment [0, B;], du c6té de B; et du coté de 0:

t
Vt=/ I{BS/B‘>1} ds=/1{y/3,>,)L¥ dy
0 R
t
Vi = / 1(p,/B<0} ds = /R 1{y/8,<0} L7 dy
0

La différence U, = t — V; — V| représente alors le temps passé a I'instant ¢
par le mouvement brownien B dans le segment [0, B;].

La description que nous donnons a l'intérét d’étre symétrique, c’est-a-dire de
faire apparaitre I'identité enloi :

—x\X€R
(B (£P=™") £ (B @) .
qui provient de I'identité en loi :
c
(B: — Br—S)ogssz = (Bs)ogsgz .

La méthode que nous employons est un peu plus simple que celles de E. Perkins et
T. Jeulin. Mais avant de la présenter, énongons les principaux résultats.

Notations et énoncés des résultats.
Suivant 'usage, on note pour § € Ry eta,r,r’ €R}:
@’  laloi d’'un carré de Bessel de dimension & issu de r

Q‘Z’r‘f la loi d’un pont de carré de Bessel de dimension 8, de longueur a et de
rar.

Les densités de certaines variables aléatoires vont jouer un grand réle dans la
suite. En appelant (X;) g, le processus canonique sur C.(R;, R, ), on note:

+00
f(r) la densité de la variable aléatoire / X,dz sous Q°,
()
qa(1,") la densité de la variable aléatoire X, sous Q?,

a
g&(r") la densité de la variable aléatoire / X, dz sous Q7 ,
0 -

a
ga(r,7,-) ladensité de la variable aléatoire / X, dz sous Qf,“, .
0
Les deux premiéres densités ont des expressions relativement simples (voir [9] au cha-
pitre XI)
f(rv) =78—1:§,-2-exp(—5) pour v>0
qa(r,¥) =3 exp ( - ';'a")lo (%") pour ' >0.
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Les deux autres n'ont pas d’expression simple. Cependant, on connait bien leurs
transformées de Laplace. Pour tout § € R, on a en effet:

+o00 9? 0: [°
[ on(- 2wl (-4 [ 2]
0 2 2 Jo
ré 1
= exp (——2— th(ae)) E(—a—e—)'
+00 02 92 a
[ ()il (-4 [ 5)
0 2 ’ 2 Jo
6a r+r ovrr Vrr
sh(6a) exp ( o (1-6a coth(ea))) Iy (sh(ea)) /Io ( p
On obtient les transformées de Fourier en remplagant 92—2 par iA et 6 par (1 +

isgn(A))+/|A| dans les formules ci-dessus. La formule d’inversion de Fourier montre
que l'on peut prendre les densités continues sur R, et de classe C! vis a vis du

parameétre r.

Nous pouvons maintenant énoncer :

THEOREME 1. — Laloi conjointe de B, et du processus (L?)*€R est décrite par
les propriétés suivantes :

o le5-uplet (B, LY, L0, V;, V!) admet comme densité surR x (R%)* :
(@ 0) = Ga(n ) (O (7 )ga (Tt = v =v);
e poura > 0, conditionnellement a (B,, L}, L9, V,, V!) = (a,1,”, v, V') :

* les processus (L{*%) >0, (L7 %) 250 et (Lf~*)o< <4 sont indépendants ;

a+z
markoviens de générateur :

2x—?i+ 4—ﬁ 0 xa'
0x2 y/ox “oy'

* les proce (L“‘”, +°°Lyd) t( N R 74 )
processus | L{*%, [ Y dy 250 et (L% [~ L dy 230 sont

* le processus (Lf-z, o C LY dy, z) est markovien de généra-
0<z<a
teur: - -

32 qua_z Blga_ 0 0 0
2x—+ (24+4x | —=(x, F)+—"2(x, T, ——X—t—;
Y ( x( — (x, )+ P (x, r y))) pye xay+az

e poura < 0, on a des formules semblables par symétrie.

On dispose d’un résultat similaire pour I'instant 7 ot1 le temps de séjour dans
R; du mouvement brownien B atteint la valeur s :

T;f=mf{teR+|/R+L¥dy2s}.
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THEOREME 2. — La loi conjointe de B+ et du processus (L%, )?€R+ est don-
née par les propriétés suivantes: ’

B 4
e letriplet (B 4,L ,* , Uy+) admet comme densité sur (R} )° :
(a,r,u) — ga(ru)f(rs — u);
B+
e conditionnellement a (BT‘+,LT+‘ , UT;,) = (a,ru):
* les processus (L;’;+ #)z>0 et (L7} *)z0 sont indépendants ;

+ )
* le processus (L:; N A r s dy) 150 O markovien de générateur :
02 2\ 0 0
2x-— + (4——) —_—X—

* le processus( i 74 dy) S est markovien inhomogéne ;
s 220
o (251 ) .-
* le processus LT? o Lidyz 0<z<a a pour générateur
22 91847 ) 2 @
2x—+ (2+4 ) ) — —x—+ —;
xaxz—{—( +4x (xy) Py xay+az

a—2z

* le processus (L:f) z>0 est un carré de Bessel de dimension 0.

Remarques.

o Dans I'énoncé du théoréme 1, on peut remplacer le processus

a—2z a
(Lf", / r dy,z) par (Lf, / L ay, z)
0 0<z<a z 0<z<a

a condition d’intervertir r et r’ dans I'expression de son générateur.

o Dans1’énoncé du théoréme 2, on peut conditionner par rapport a L2+ , ce qui
fournit une formulation proche de celle du théoréme 1.

Des théorémes 1 et 2, on déduit immédiatement :

COROLLAIRE 3. — Les processus

Bvo +00 B (B:AO)—2z
LY, / Ldy) Lo, / Li dy
(BrVO)+2z 20 - 220

B 44z +0o0
Ly / L dy
B

TS
-r;" +z

et

z2>0
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sont tous trois markoviens de générateur

2xi+ (4—ﬁ) —a——x—a—.
0x? y ) ox oy
Les trois processus ci-dessus sont tous des couples formés par le temps local
et sa primitive vis a vis de la variable d’espace. On peut se ramener & un processus
markovien unidimensionnel en faisant un changement de parameétre lié a la primitive
du temps local. En effet, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 4. —  Soit (X;, Y;) ;>0 une diffusion dans R? issue de (o, Yo) €
R* )2 et de générateur
+ 8

2x82+ 4 ¥\ 2 0
0x?

Poury €]0, yo[, notons T(y) I'unique valeur de z telle que Y, = y. Alors le processus
p défini par :
pr = (yoe™") "2 Xe(ype-r) pOUr £ >0

est markovien de générateur :
) 02 + 4 r\ o
or? r 2j)or’

Présentation de la méthode suivie.

Expliquons maintenant la méthode employée pour démontrer les théorémes
let2.

Etant donné un temps aléatoire 7, fini presque stirement, on note P" la loi du
mouvement brownien tué aI'instant T, c’est-a-dire du processus (Bu)os u<t- Cette loi
est une probabilité sur I'espace des trajectoires continues a durée de vie finie :

w=J c(o.1.R).

teRy

Aune trajectoire w € W, on associe sa durée de vie {(w) définie par T(w) = ¢
siw € C([0, #], R), et la famille de ses temps locaux a I'instant final Z(w) définie P"-
presque sirement par :

s 1 Z(w)
L(w) =1§{{;2—£f0 L {juw(u)-zlge) 4% -

On note L(P7) la loi de (By, (L?)*€R), qui n’est autre que la mesure image de PT
par la fonction £ : w — (w(Z(w)), L (w)). Cette loi définit une probabilité sur
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R x C.(R,R;) ou C.(R,R4) désigne I'ensemble des fonctions continues a support
compactde RdansR,.

Notre but est de décrire les lois L(P*) et [,(PTf) pourt,s € R}.Lesthéorémes
de Ray-Knight permettent d’obtenir facilement les lois £(P™), o T2 est le premier
instant o1 le temps local en g atteint la valeur r: -

T =inf{t € Ry|L? > r}.

Nous passons des lois £(P™") aux lois £(P*) et L(P™ ) en utilisant les identités sui-
vantes:

+00 too
(1) / P dt=/ (/ P dr) da
0 R \Jo
too +00 +oo
(2 / P ds= / ( / PTr dr) da.
0 0 0

Les identités (1) et (2) entrainent les identités analogues pour les mesures images par
L:

a) o‘m L(PY) dt = /R ( 0+°° c(pf?)dr) da

@) 0+°° Ly ds = /0 " ( o+°° £(P™) dr) da.

Chacune de ces identités représente deux désintégrations d'une méme mesure sur
R x CC(R X R+) :

— dans le membre de gauche, la mesure est désintégrée par rapport a la fonc-
tionnelle A, : (a,£) — [ £(z)u(dz), o u est la mesure de Lebesgue sur R
ousurR,;

— dans le membre de droite, la mesure est désintégrée par rapport a la fonction-
nelle (a,£) — (a,£(a)) deR x C;(R,Ry) dansR X Ry .

On passe donc des lois £(P™) aux lois £(P*) et L(P™) en intégrant les lois
L(P'7) par rapport 4 a et r et en désintégrant par rapport 2 la fonctionnelle A,,. Nous
sommes ainsi conduits a conditionner le processus (LZ, )?€R par son intégrale sur R
ou sur R, . Pour cela, il est commode de séparer les restrrictions des temps locaux aux
trois intervalles délimités par 0 et Bra = a pour obtenir trois processus indépendants
conditionnellement & Lf,’,r,.
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Pour expliciter les lois obtenues (carrés ou ponts de carrés de Bessel condi-
tionnés par leur intégrale), nous utilisons la théorie des h-processus de Doob.

La suite de notre travail s’organise de la fagon suivante :

— dans la premiére partie (“préliminaires”) nous démontrons les identités 1 et 2,
nous donnons une description de laloi £(P™) et nous démontrons la propo-
sition 4 (qui se prouve indépendamment du reste) ;

— dans la deuxiéme partie, nous démontrons en détail le théoréme 2 ;

— dans la troisiéme partie, nous donnons les grandes lignes de la démonstration
du théoréme 1, trés voisine de celle du théoréme 2, mais plus lourde a écrire ;

— enfin, dans la quatriéme partie, nous terminons par quelques remarques.

l. Préliminaires

1. Démonstration des identités (1) et (2).

Dans l'article [6], j’ai démontré I'identité (1) pour retrouver de fagon élémen-
taire une identité que P. Biane et M. Yor ont déduit de la théorie des excursions. Au
cours d'un exposé que j'ai donné a ce sujet aux Journées de Probabilités de 1995,
J. Azema m’a suggéré la généralisation suivante :

Soit 4 une mesure positive localement finie sur R... Considérons la fonction-
nelle additive L* et son “inverse” T+ définis par:

Lf:/qu(dx) pour ¢ € Ry
R
™ =inf{t € Ry | L} > s} pour s€ R, .

On définit une mesure o-finie M sur W en posant, pour toute fonctionnelle F-
mesurable positive sur W :

e =z [ " F(Buosug) a] .

Cette mesure M ainsi construite vérifie :

(3) M= /O+OOP’J; ds = /R (/0+00PT? dr) u(da) .

Les identités (1) et (2) sont les cas particuliers de I'identité (3) obtenus en pre-
nant la mesure de Lebesgue sur R et la mesure de Lebesgue sur R, comme mesure
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p. 11 suffit donc de montrer I'identité (3), qui est une conséquence de I'observation
suivante:

LEMME 5. — Presque stirement la mesure image de la mesure p(da) dr par
l'application (a,r) — T2 est égale a la mesure de Stieltjes dL} (qui est la mesure
image de la mesure ds par I'application s — T%).

Une fois le lemme connu, il suffit en effet d’écrire que pour toute fonctionnelle
F mesurable positive sur W, on a presque sirement :

+00 +oo
/ F(Bu)osusr) dL = / F((Bu)ogugr) ds
0 0

= [([7 F@guser) ar) utaa).

En passant aux espérances, on démontre l'identité (3).

Démonstration du lemme 5. — 11 suffit de constater que pour tout ¢ € Ry

+o00 +00
/ (/ ]l{‘r‘,‘St} dr) u(da) = / </ 1{’51';"} dr) u(da)
R 0 R 0
t
= /RLf u(da) = L} =/ Licrmyds
0

t
=/0 Liucnds.

2. Description de la loi E(ng ).

Par symétrie, on peut se contenter de décrire la loi .C(P;_? )poura € Ryetr>
0.0n abien str Bra = a presque strement. Il suffit donc de décrire la loi du processus
(Lza )*€R. En appliquant la propriété de Markov au premier instant d'atteinte de a par
le nrxouvement brownien B et en utilisant I'additivité des carrés de Bessel, on déduit,
des théoremes de Ray et Knight, la description suivante :

CoroLLAIRE (Ray-Knight). — Soienta € R, etr > 0. Les processus (L:f,',” )z>0
et (L% *)z>0 sont indépendants et markoviens, le premier étant homogéne mais pas
le second :

e le processus (L% *) ;> est un carré de Bessel de dimension O issuder ;
a - )z>

e le processus (L% *)o<z<a €st un carré de Bessel de dimension 2 issude r ;
a )0<z<

e le processus (L;},,‘z )z>0 est un carré de Bessel de dimension 0.
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3. Démonstration de la proposition 4.

Soit (X;, Y;)z>0 une diffusion sur (R )? de générateur Zx% + (4 - %) 52; -

x% etissue de (xo, ¥o) € (R3)2. On peut supposer que (X, Y;),> est la solution du
systeme différentiel stochastique :

2
{ dx, = 2X;dp, + (4 - %) dz
dy, = —X, dz

vérifiant (Xp, Yo) = (%o, yo), ol1 B est un mouvement brownien.

SoitZy = inf{z € Ry | ¥, = 0}.Pour0 < z < Zp,ona:

X, dXx, 1/X,dy, X, X2\ dz
d o 22z) 2o /2y 4- 2z .
(ﬁ) (ﬁ) z( /> VY. ”‘*( 2v,) VT,

Donc en notant Z(y) la valeur de z telle que Y, = y pour 0 < y < y, et en posant
= (yoe“’)“l/zX;(yoe-:) pourt > 0,ona:

T(vwe™) X2\ dz (voe™") X
p.=po+2W,+/o (4—E)———ou w, = / Y:dﬁz

Le processus W est un mouvement brownien puisque :

z=0

. Cwe™") _
(W, W), = / ﬁ dz=[-InY,2=500¢ ™) = ¢
1]

En effectuant les changements de variable y = Y, puis y = ype™*, on obtient :

yoe~* 2 d
R =/ i B y
Yo 2y ) —Xey)VY

[ p? yoe~* ds
- 4-= —5\)1/2
(] 2 XE(yoe“)(.VOB )

ce qui prouve la proposition.

Il. Démonstration du théoréeme 2

Dans cette partie, on prend la mesure de Lebesgue sur R, comme mesure p.
La mesure M correspondante est

+00 <+ 00
M= / PTsds—/ (/ PT‘r'dr) da,
0
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etla fonctionnelle A, est I'application (a,£) — fn+ £(y) dy deR x C.(R,R,) dans
R+ . L'éga.hté

+00 +
L(M) = i L(Py*) ds

n’est autre que la désintégration de la mesure £(M) sur R x C.(R,R;) par rapport
a la fonctionnelle A,,. Nous allons obtenir une autre expression de cette désintégra-
tion en décomposant pour a,r € R’ fixés la probabilité £(P™"). Comme By = a
presque srement, cela revient a conditionner le processus (Lf,,r.)"'ER par rapport a
son intégrale f0+°° Lf,,r, dy sur R;. On commence par le conditionner par le couple

(Ure, Vya), vuque Ups = [ L{,r, dyetVm = fa+°° L{.'. dy.

1. Conditionnement de (Lﬁ.',)‘GR par rapport au couple (Uya, Vze).

Par indépendance des processus (Lff") 2>0 et (L:,;." #)z>o0, il suffit de condi-
tionner séparément le premier par Uss et le second par V2. D'aprés les théorémes
de Ray-Knight, le processus (Lf,r,'z )z>0 est markovien inhomogene. Or la variable Urs
ne dépend que de la restriction de ce processus al'intervalle [0, a]. Donc aprés condi-
tionnement par rapport & Ur4, le processus (L;,,z) z>0 Teste un carré de Bessel de di-
mension 0 indépendant de (L;‘.;_ "o<z<a conditionnellement & Lg,;.

La loi du processus (Lﬁ,r,)"ER sachant que (Uye, Vra) = (u,v) est donc la loi
Qq,r,u,v définie comme suit. En notant £ = (£(z)).cr le processus canonique sur
C.(R,R,), saloi sous Qg,,.,» est donnée par les propriétés suivantes:

e les restrictions de £ aux intervalles ] — 0o, ] et [a, +00[ sont indépendantes ;

e lesrestrictions de £ aux intervalles | — 00, 0] et [0, a] sont indépendantes condi-
tionnellement 4 £(0) ;

e le processus (£(a + z))z>o est un carré de Bessel de dimension 0 issu der
conditionné a ce que son intégrale vaille v;

e le processus (£(a — z))o<z<a €st un carré de Bessel de dimension 2 issu de r
conditionné a ce que son intégrale vaille u;

e le processus (£(—z))z>o est un carré de Bessel de dimension 0.
Nous expliciterons les lois des carrés de Bessel conditionnés par leur intégrale

aux paragraphes IL.3 et I1.4. Mais voyons d’abord en quoi les lois Qg,r,,» sont utiles
pour notre probléme.
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2. Application  la description des lois LZ(PTJ+ )-

Comme les variables Uy et V;a sont indépendantes et de densité g,(7,-) et
f(r,-), le conditionnement ci-dessus fournit la désintégration suivante :

+00 p+00
£ = / / (60 ® Qurus)galr ) (1, v) dudv.

Intégrons cette formule par rapport a a et r. En admettant la mesurabilité de I'appli-
cation
(a, T u, V) — (6a ® Qa,r,u.u)[F]ga(rl u)f(r' v)'

pour toute fonctionnelle F mesurable positive sur R X C.(R,R.) on peut intervertir
les intégrales et écrire :

+00 p+00
L(M) = /0 L(P™)dadr

0
+00 p+00 p+00 p+00
= / / / (6a ® Qa,r,u,u)ga(f. u)f(r, V) dadrdudv.
0 0 0 0

Sous la loi Qq,r.,», les parametres u et v représentent les intégrales du processus ca-
nonique £ sur les intervalles [0, a] et [a, +00[. La quantité s = u + v représente donc
I'intégrale sur R, . Ecrivons :

+o00 +00 p400 p+oo
L(M) = fo (/o /0 | (62 ® Qarus—u)8a(r,u)f(r,s — u)dadr du) ds

(on peut intégrer par rapport a u sur I'intervalle [0, +oo| tout entier car f(r,v) = 0
pour v < 0).

Cette égalité constitue une désintégration par rapport a la fonctionnelle A, de

la mesure £(M), dont on connaissait la désintégration :
+00
L

L(M) = (P7) ds.

Par unicité essentielle de la désintégration, on a donc pour presque tout s € RY :

+ +00 p+00 p+o0
‘C(PT" ) = / / (6a ® Qa,r,u,s—u)ga(r, u)f(r,s - u) dadrdu.
0 0 0

En fait, I'égalité a lieu pour tout s € R} par continuité, ce que nous justifierons au
paragraphe IL.5.

Remarque. — Les égalités

+00 +
L(P7) ds = L(M)
0

Foo +00 p+00 pt+o00
= / (/ / (62 ® Qarus—u)8a(ru)f(r,s — u)dadr du) ds
0 0 0 0
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etle fait que A, = s presque stirement sous les lois lZ(PT:r ) et 6,® Qq,r,u,s—u MoONtrent
en particulier que :

/+oo/+°°/ ga(rwf(rs—u)dadrdu=1

pour (presque) tout SER?, c’est-a-dire que I'application (a, r, u) — ga(r, u)f(r,s —
u) est bien une densité de probabilité sur (R, )3. Cette propriété n'est en fait qu'une
conséquence de I'identité :

+00 + +00 +00 B
/ PTs ds =/ </ PTr dr) da.
0 0 0

Nous allons maintenant donner une version plus explicite des carrés de Bessel
conditionnés par leur intégrale qui interviennent dans la loi Q,,;,,,-

On note (X;) le processus canonique sur C([0, a], Ry ) ousurC.(R+, Ry ), (F7)
la filtration canonique, et Y. = [ X,, dw la primitive de X. nulle en 0.

Nous allons exhiber des versions réguliéres (et mémes continues) des lois
conditionnelles Q?[- | Y, = u] et Q%[ - | Yoo = v].

3. Description de laloi Q[ - | Y, = uJ.

Soient z € [0,a[, A € F, et B un borélien de R, . D’apreés la propriété de
Markov,on a:

QX[A;Y, € B] = Qf[A,Y Xz_,,wdwEB]
=Ur [ lB(Yz + J’)ga—z(xz’J') d}’]

Qf (14 8-2(Xzu—Y;)] du

]I-A hu(xz- Y, Z)] ga(r, u) du

ot hy(x,y,z) = 5“—’5(%)12 pourx,y,z € R,.

On peut donc prendre comme version réguliére des lois conditionnelles Q[ - |
= u] la famille de probabilités définies par:

QA| Ya=u] = QL4 hy(X,, Yz, z)] pour A € F,.

Il
w\:m

Sous la loi Q?, le processus (X;, Yz, z)o<:z<a €st markovien de générateur :

L—2x£+za LI
T T Ty T oz
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Donc, d’apres la théorie des h-processus (voir propasition 3.9 de [9]), sous laloi Q[ - |
Y, = u], le processus (X, Yz, 2)o<<q €st markovien de générateur :
ohy, o
o ax dx
2

= zxa—ax—2 + (2+4xalag;‘(x,u —y)) :—x +x-a-a; + aiz .
Sous laloi Q?[ - | Y, = u], le processus (X, [, : Xy dw, z)o< z<a €St donc markovien de
générateur :

h;'L(hy,) = L+ hg

2 218a- 2 2 . 0
2x— + (2+4 ) ) — —x— + —.
xax +( ta —z (x.7) ox xay+az

4. Descriptionde laloi Q¥ - | Yoo = 1.

Notons §p = inf{z € R4 | X; = 0}. D’aprés la propriété de Markov, on a pour
toutz > 0, A € F; et tout borélien Bde R}, :

+o00
Q[A;2<Tp; Yo € B] = Q° [A;z < Co;Y,+/ Xy pwdw € B]
0
=qQ [1,41{“;0} / 1p(Y: +y)f (X2 ) dy]
R
= /BQ‘;) [lAl{z<§o}f(Xz' v— Yz)] dv

= /B Q@ (14l oegy ho(X,, Y2)] f (1 v) dv

X,v—y

ol hy(x,y) = ff',’,, pourx,y € Ry xR}.

En choisissant convenablement la version réguliére des lois conditionnelles
par rapport a Y, on a donc pour tout v € R} :

QA2 <L | Yoo = 1] = Q1AL (5ege} ho( Xz, Y.)].
Or sous la loi Q,, le processus (X, Yz)0< 2<C, est markovien de générateur L =
2x-—z +x2. .. Donc sous la loi Q- | Yo = v, le processus (X;, Y;)o<z<z, €st

markovien de générateur
oh, 0

3% 32 —L+4x——-—(x,v—y)—

2x82+ x2 a+ 0
=2x— — 4+ x—.
ox? v—y/ ox oy

h;'L(h,") = L+ h)'4x

Donc sous laloi Q| Yoo = v],le processus (X f, % X, dw)o< z<g, est mar-

kovien de générateur 2x§£z+ (4 - ’—‘yz—) aax —xZ 3y - . Le processus (Xz, f Xw dw) >0
z
2 ?

est donc une diffusion issue de (7, v), de générateur 2x5;5 + (4 - %) 3z ~ Xay A

rétée lorsqu’elle atteint (0, 0).
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5. Justification des points manquants du I1.2.

Dans le paragraphe I1.2, nous avons admis la mesurabilité de I'application :

(@, 1,u,v) — (84 ® Qaruv)|Flga(r, u)f(r,v)

pour toute fonctionnelle mesurable positive F sur R x C.(R, R.), ainsi que la conti-
nuité de I'application :

+00 p+00 p+00
S / / (62 ® Qarus—u)ga(ru)f(r,s — u) dadrdu,
o Jo Jo

pour obtenir I'égalité pour tout s > 0:

+ +00 p+00 p+o00
P’ = / / / (62 ® Qarus-u)8a(ru)f(r,s — u) dadrdu.
0 0 0

En fait, pour obtenir cette égalité, il suffit de montrer I'égalité des lois fini-
dimensionnelles correspondantes. On fixe donc n points z,...,2,, une fonction
continue bornée , de R dans R4, et n + 1 fonctions bornées y;, ..., ¥, ¢ de Ry
dans R. On note F et G les fonctionnelles positives sur R x C.(R, Ry ) définies par:

G(a,£) = go(a)y1(£(21)) - - - Wwn(£(zn))
+00
F(a,£) = G(a,£)p (/o £(2) dz) .

Onaalors:
(62 ® Qarup)[F] = (62 ® Qaruv)[Clo(u+v)
_ = ¥o(a) Qaruv [Y1(£(21)) - - - Wn(€(2n))] @(u+ V),
en notant (£(z))er le processus canonique sur C.(R, Ry ). On vérifie que la quan-

tité Quruy [¢1(€(21)) - - - Wn(£(2n))] dépend continiiment de chacune des variables
a, 1, u, v, ainsi que la quantité g,(r, u) f (r, v).

Lapplication (a, 1, u, v) — (65 ® Qg ruv)|[Flga(r, u)f(r, v) est donc mesu-
rable ce qui permet d’appliquer le théoréme de Fubini-Tonnelli. On a ainsi :

" L {Glp(s) ds
+o00

= [ L(P7)[Fds = L(M)[F]

+00 p+00
= / L(P™")[F) da dr
0

+00 0+oo +o00 p+o00 )
= / / / (62 ® Quaruv)[Flga(r, u)f (r,v) da dr du dv
o Jo Jo Jo

= [ Ges0uuenicisatsuts(ss-u daar aufots)as.
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Comme cette égalité est vraie pour toute fonction @ continue bornée de R dansR.,
on a donc pour presque tout s € R}, :

+ +00 p+00 p+00
‘C(PTS )[G] = /0‘ /; o (5a ® Qa.r,u,s—u)[G]ga(r: u)f(r, §— u) dadrdu.

Il reste 2 montrer la continuité de chaque membre vis a vis de s pour obtenir
I'égalité pour tout s € R}, . Le membre de gauche est égal a:

E [wo(B)un(L) - wn(L)] -
11 suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée, compte tenu de ce que
TF — T} presque sirement quand s — sp.

Pour le membre de droite, on remarque que les fonctions
hs: (a,r,u) » gi(r,u)f(r,s—u)

convergent simplement vers la fonction hg, quand s — ;. Toutes ces fonctions étant
positives et d’intégrale 1, il y a également convergence dans L' ((R%)?). En effet,
comme la fonction hs — hg, est d’intégrale nulle, ona:

+00 p+00 p+00
e — Byl = 2/ / (hs, — hs)+(a, r,u) dadr du,
0 0 0

et on peut utiliser la domination (hy, — k)4 < hg,. On écrit alors :

+0o0 p+o00 p+00

/ / (62 ® Qarus—u)[Glhs(a, 1, u) dadrdu
0 o Jo
+00 r+00 p+00
- / / / (64 ® Quru,so—u)[Flhsy (a1, u) dadr du
o Jo Jo
+00 p+00 p+00
= / / / (64 ® Qarus—u)[G)(hs(a, 1, u) — hy(a, 1, u)) dadr du
o Jo Jo

+00 p+00 p+00
+ / / ((6a®Qa,r,u,S—u)[G]—(6a®Qa,r,u,so—u)[G]) h_c;o(a, T, u) dadrdu
0 0 0

et on termine en utilisant la continuité de I'application s — Qj,;4,s—u[G] et le théo-
réme de convergence dominée de Lebesgue.
lil. Démonstration du théoreme 1

Dans cette partie, on prend la mesure de Lebesgue sur R comme mesure y. La
mesure M correspondante M est:

+00 ) +00
M=/ P‘dt:/(/ prdr) da,
0 R 0 .
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et la fonctionnelle A, est 'application (a,£) — [; €(y) dy de R x C.(R,R,) dans
R,. Légalité :
+00
L(M) = L(P') dt
0

représente la désintégration de la mesure £(M) par rapport a la fonctionnelle A,,.
Nous allons obtenir une autre expression de cette désintégration en décrivant, pour
touta € R* et r € RY, les lois conditionnelles du processus (LZ)*€® par rapport
a son intégrale fn Li,r, dy. La premiére étape consiste a conditiorrmer le processus
(Lf,.r,)zGR par rapport au quadruplet (Lor , Ura, Vya, V;.rl)

1. Conditionnement du processus (Lﬁg)z‘ER par rapport au quadruplet
(L3a, Urgy Vrs, Via).

Par symétrie, on peut se contenter de décrire les lois conditionnelles pour a €
R?.. D’apres les théorémes de Ray-Knight, la variable L%, admet comme densité r’
qa(r, 1), et conditionnellement & La=71"

e les processus (L‘T’é" *)z20, (Lza")z30 €t (L7a *)o<z<a sont indépendants;
> > a ")o<z<

a+z

e les processus (LT,', )z>o0 €t (Lr—';z )z>0 sont des carrés de Bessel de dimension 0

respectivement issusde ret ' ;

e le processus (Lﬁ.’}' *)o<z<a est un pont de carré de Bessel de dimension 2, de
longueur a,etderar.

La loi du processus (L% )“® sachant que (L%, Use, V2, Vya) = (7', u,v,V')
est donc la loi Qg,r,r,u,u» SOUS laquelle le processus canonique £ = (£(z))zer sur
C.(R, R ) posséde les propriétés suivantes :

o les restrictions de £ aux intervalles | — oo, 0], [0, 4] et [a, +oo[ sont indépen-
dantes ;

e le processus (£(a + z)):>o0 est un carré de Bessel de dimension 0 issu de r
conditionné a ce que son intégrale vaille v;

o le processus (£(—2z));>o0 est un carré de Bessel de dimension 0 issu de r’
conditionné a ce que son intégrale vaille v/ ;

e le processus (£(a — z))o<z<a €5t un pont de carré de Bessel de dimension 2,
de longueur a, de r a ', conditionné a ce que son intégrale vaille u.

Les lois de carrés de Bessel de dimension 0 conditionnés par leur intégrale ont
été explicitées au paragraphe I1.4. Les lois des ponts de carrés de Bessel de dimension
2 conditionnés par leur intégrale s’explicitent par une méthode semblable a celle que
nous avons utilisée au paragraphe II.3.
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En notant X le processus canonique sur C([0, a],R) et Y = [ X; dz, ontrouve

que sous la loi QZ,,, le processus (X, Yz, z)o<z<a €st markovien de générateur :

2 - 0 0 0
2x_3_+ 2+4xalq#(x,,l) —_— 4 Xx— 4 —,
0x? Ga—z X

sous la loi conditionnelle er”,[ - | Yo = u), le processus (X, Yz, z)o<z<a €st marko-
vien de générateur :

22 alqa—z ’ alga—z 0 0 0
2x—+(2+4x<-————-—(x,r)+?——(x,r’,u——y) 3t +

ox? a—z a—2z ay

2. Application a la description des lois £(P").

Conditionnellement a L‘T’a =, les variables aléatoires Ura, Vo et VT, sont
indépendantes de densités g|, (r, ,-), f(r,-) et f(,"). Le conditionnement du pro-
cessus (L:,r. )?€R par rapport au quadruplet (L?,g, Ura, Voa, VT’,;) fournit la désintégra-
tion suivante:

£(PTI") = /( y (6a®Qarr uwv )dia) (T ) gy (n. ¥, W) f(rv) f (', V') @r' dudv dv' .
Ry
En intégrant cette formule par rapport a da dr surR x R, on obtient :

‘C(M) = (5a ® Qa,nr’,u,v,v’)‘]|a|(rn r')g|a| (r; TI: u)
Rx(R+)5

f(rnv)f(r,v')dadrdr'dudvdy .

Sous la loi Qg,r.,",uyv, I'intégrale sur R du processus canonique £ vaut u + v + v'.
Effectuons donc le changement de variables t = u+ v+ v/ dans'intégrale ci-dessus.
On obtient :

L(M) = / (5a ® Qa,r,r',t—u—v’,v,z/)Q|a|(r: r')g|a|(r, r t—v— V’)
Rx (Ry)5 |
f(rnv)f(r,v)dadrdr dtdvadv .

On peut garder R x (R )°> comme domaine d’intégration compte-tenu de ce que
8la(r, 7', u) = 0 pour u <0.

Par unicité essentielle de la désintégration de la mesure £(M) par rapport ala
fonctionnelle A, on a ainsi:

‘C(P') = / (611 ® Qa,r,r',t—v—u',v,v’)qla|(r, r')g|a|(r, r,t—v— UI)
Rx(R4)4

f(nv)f(rY,vV) dadrar avd/

pour presque tout ¢ € R} . On montre comme au paragraphe IL.5 que cette identité
est en fait vraie pour tout ¢ € R}, par continuité.
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IV. Remarques

1. Une généralisation possible de la méthode.

Dans les parties II et III, nous nous sommes servis des identités :

+00 +00 N
(1) / : P’dt=/(/ pr dr) da
0 R 0
+00 + +00 +00 a
(2) / P ds= / ( / P dr) da
0 0 0

pour décrire les lois L(P') et LZ(PT:r ). Il est tout a fait possible d’obtenir des résultats
proches de ceux de T. Jeulin [4], en décrivant plus généralement les lois £(P‘f) pour
une large classe de mesures p. 11 suffit pour cela d’appliquer la méme méthode avec
I'identité plus générale suggérée par J. Azema:

(3) /0+°° P ds = /R (/o+°° P dr) u(da)

Mais, dans cette généralité, les formules obtenues sont alors fort lourdes, peu
explicites, et perdent une partie de leur intérét.

On obtient des formules explicites dans le cas particulier ou 4 est une com-
binaison des mesures de Lebesgue sur R et sur R_. Les deux lois que nous avons
étudiées en sont les exemples les plus simples et les plus intéressants.

2. Lien entre les théorémes de Ray-Knight “a temps fixe” et a temps exponen-
tiel indépendant.

Une idée pour décrire les lois £(P*) consiste a partir de la loi L(PT) o1 T est
un temps exponentiel indépendant de B, donnée par le théoréme de Ray, et a condi-
tionner par T = fR L7 dx. T. Jeulin a utilisé cette méthode ainsi que la théorie du
grossissement de filtrations pour décomposer la semi-martingale (L¥)*€R.

11 est possible de retrouver le théoréme 1 en déduisant les lois £(P*) de la
loi £(PT): on commence par conditionner le couple formé de la variable Br et du
processus (LZ)?€R par le 6-uplet (Br, LT, LY, Ur, Vi, VJ), puis on conditionne par
T = Ur + Vr + Vr seulement.

Cette méthode a I'inconvénient de faire intervenir des lois moins “classiques”
que celles des carrés de Bessel. Mais en fait, elle n’est pas vraiment différente de celle
que nous avons menée au paragraphe II1.2. En effet, la formulation simple du théo-
réeme de Ray, due a Biane et Yor [1] se démontre a partir des deux théorémes de Ray et
Knight les plus connus, et d'une identité en loi trés voisine de I'identité (1) que nous
utilisons (voir a ce sujet [6]).
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3. Lien avec les travaux de R. van der Hofstad, F. den Hollander, W. K6nig.

Sous une formulation différente, mais équivalente a celle de notre théoréme 1,
le lemme 1 de [3] indique :

e ladensité du 5-uplet (B, L, L%, V,, V) ;

e Iindépendance des processus (L"), (L; %) 250 €t (L *)o< <8, sachant
que (B, LY, 10, V;, V!) = (a,1,”,v,V/) pour (a, 1,7, v, /) € R,5.

Enrevanche, R. van der Hofstad, F. den Hollander et W. K6nig se contentent de
décrire la loi conditionnelle de ces processus comme celle de carrés, ou de ponts de
carrés de Bessel conditionnés par leur intégrale. Ils n’ont pas explicité le générateur
des couples formés des temps locaux et de leur primitive sur les trois intervalles déli-
mités par 0 et B;, mais ils n’en avaient pas besoin pour obtenir les théorémes limites
qui étaient le but de leur article.

Pour justifier le lemme 1, ils ont fait les observations suivantes :

e l'application (a,r) — 7 de R x R} dans R, est injective et admet comme
inverse a gauche I'application ¢ — (B, Lf'). Elle est “presque” bijective au
sens ou pour tout £ > 0:

‘rf},, = t presque srement .
t

e On al’identité en loi suivante :
(%) P[t? € dt]dadr = P[B, € da; L* € dr] dt

IIs ont ensuite affirmé que la loi du processus (L¥)*€R sachant que (B;, L) =
(a, r) est égale ala loi du processus (Lia )*€R sachant que T¢ = t. Comme il n’y a pas
de notion intrinséque de conditionnement par des événements de mesure nulle, cette
affirmation nécessite une démonstration, et les arguments précédents ne suffisent
pas.

Néanmoins, I'identité (1) que nous avons utilisée, et qui se trouve déja dans
(6] permet de donner une justification rigoureuse, en exprimant de deux maniéres
différentes la désintégration de la mesure surR x C.(R,R;):

o+°°£(P’)dt= /R ( 0+°°.c(pf‘r’)dr) da

par rapport a la fonctionnelle :
(a,2) — (a,e(a),/e(z) dz) .
R

Signalons enfin que I'identité en loi (x) de R. van der Hofstad, F den Hollander
et W. Konig peut étre vue comme un corollaire de I'identité trajectorielle :

1l{racary dadr = l{afeda ;Lf'edr}dt'

que 'on démontre comme le lemme 5.
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