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QUAND L’INEGALITE LOG-SOBOLEV IMPLIQUE
L’INEGALITE DE TROU SPECTRAL

P.Mathieu.

LATP-CMI. Rue Joliot-curie.
F-13013 Marseille.
PMathieu@gyptis.univ-mrs.fr.

Résumé: Nous montrons que, sur une variété Riemannienne de volume fini,
'inégalité de Sobolev logarithmique implique I'inégalité de trou spectral.

Soit E un espace localement compact séparable. Soit u une mesure de Radon sur
E. Nous supposons que p est une probabilité et que son support est E. Soit (£, F)
une forme de Dirichlet symétrique sur (E,p) au sens de Fukushima 1980. Nous
supposerons que 1 € F (1 est la fonction constante égale & 1) et que &(u,1l) =0
pour tout u € F. On pose £(u) = &(u,u). Nous utilisons aussi la notation ||ul|,
pour la norme de la fonction u dans L, = Ly(E, ), 1 < p < 4+00. Pour une fonction
positive u € Lg, on notera

Ey(u) = /uzloguzdp —/uzdylog/u2d,u

Soient m € IRy et A > 0. Nous dirons que la forme de Dirichlet (€, F) satisfait
'inégalité log-Sobolev de constantes A et m si, pour toute fonction positive u € F,
ona

1) By(u) < 1(E(w) +m / udy)

On appelle "inégalité log-Sobolev tendue” I'inégalité (1) si m = 0. Il est connu que
l'inégalité (1) est équivalente & certaines propriétés de contraction du semi-groupe
Markovien associé & la forme de Dirichlet (€, F). Par exemple on a, pour tout ¢ > 0,
| Peully < e™ |lull2, ot ¢ = 1 +exp(4At) et m’ = (1/2—1/q)m/A. Remarquer que si
m =0 - i.e. si I'inégalité est tendue - alors m’ = 0 et P; est en fait une contraction
de L, dans L,. Nous.renvoyons & Bakry 1992 pour d’autres résultats.

Soit maintenant

= in £(u)
(2) A(2) = ue}',fidu=0 fuzd,u

le trou spectral du générateur de (£,F). Nous dirons que la forme de Dirichlet
satisfait I'inégalité de trou spectral si A(2)-> 0. -

D’apres les propositions 3.7 et 3.9 de Bakry 1992, (£, F) satisfait une inégalité log-
Sobolev tendue si et seulement si elle satisfait une inégalité log-Sobolev et I'inégalité
de trou spectral. Des estimées du trou spectral en fonction de constantes dans des
inégalités de Sobolev, log-Sobolev... ont également été obtenues par S.Aida 1997.
L’objet de cette note est de montrer que, sous certaines conditions d’ergodicité
plus faibles que l'inégalité de trou spectral, on conserve I'implication: "log-Sobolev”
implique ”log-Sobolev tendue”.

Pour cela nous introduisons la propriété suivante:
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(P) Pour toute suite de fonctions u, € F telles que [undy = 0, |[unlloo < 1 et
E(un) — 0, alors u, converge vers 0 en u mesure.

THEOREME
Si (€, F) satisfait la propriété (P) et une inégalité log-Sobolev, alers (£, F)
satisfait I'inégalité de trou spectral.

Avant de donner la preuve du théoréme, voici un exemple:

COROLLAIRE 1
Soit E une variété Riemannienne connexe compléte. On choisit pour ula
mesure de volume Riemannienne et nous supposerons donc que E est de
volume égal & 1. Soit £(u) = [, |du|?dy, la forme de Dirichlet associée &
l'opérateur de Laplace Beltrami sur E. F est I’espace de Sobolev H;. Alors
(€, F) satisfait la propriété (P). D’aprés le théoréme, cela implique que, si
(€, F) satisfait I'inégalité log-Sobolev alors elle satisfait aussi I'inégalité de
trou spectral.

Preuve

Nous recopions la preuve donnée dans Mathieu 1996-2. Soit K un sous-ensemble

compact connexe régulier de E. Il existe une constante C telle que, pour toute

fonction u € C°, on ait

®) ) [ (u- {'j(—’;{‘-’)ﬁfdu <& [latd

(En d’autres termes, nous avons une inégalité de Poincaré sur K. Nous donnons
une preuve de I'inégalité (3) en annexe).

Soit u,, une suite de fonctions de F telles que Jundu =0, ||Junlloo < 1et E(un) = 0.
Alors

=/ uid,u+/ uldy
K E-K

| /
+ dun|Pdp + / w2d
WE? T OHE) Ji [Pl [ end

K(E = K)* 1
: w(K)? +C#(K)

E(un) + u(E - K)
Donc

— K)?
limsup/uidyg'u(E K) + u(E - K)

H(K)?
Il suffit maintenant de choisir K assez gros pour montrer que up, converge vers 0
dans L, donc en p mesure.

Remarques
1-Pour une forme de Dirichlet symétrique (comme clest le cas ici), la propriété (P)
est équivalente & la propriété suivante:
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sup ||Pwu —/udp”l =0
llulleo <1

quand ¢ tend vers +oo.

2-La propriété (P) permet également d’obtenir des estimées pour les temps d’atteinte
pour le processus de Markov associé & (£,F): soit (X;,¢t > 0) le processus de
Markov associé & (£,F). Pour un ensemble mesurable 4, on note 74 = inf{t >
0 t.q. X: € A} le temps d’atteinte de A par X. Alors (P) a lieu si et seulement si
lim7—yo0 sup g u(A)Pyu[ra > T] = 0. ( P, désigne la loi du processus X quand la loi
de Xy est p). Voir Mathieu 1996-2 et 1996-3.

3-Tous les processus de Markov symétriques ergodiques ne satisfont pas (P). Par

exemple le processus d’exclusion simple symétrique en dimension 1 ne satisfait pas
(P). (Voir Mathieu 1996-2)

COROLLAIRE 2
Comme dans le corollaire 1, nous choisissons pour (€, F) la forme de Dirichlet
associée a 'opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété connexe complete
de volume 1. Soit n > 2. Supposons que (€, F) satisfait I'inégalité de Sobolev
de dimension n:

Il < F(E() +m [ udu)

oup=2n/(n-2).

Alors la variété E est compacte.
Preuve
L’inégalité de Sobolev implique I'inégalité de Sobolev faible et donc I'inégalité log-
Sobolev. (Voir Bakry 1992, chapitre 4). D’aprés le théoréme, on a donc une inégalité
de trou spectral. (£, F) satisfait donc une inégalité de Sobolev et I'inégalité de trou
spectral. D’aprés Bakry 1992, Lemme 4.1, cela implique que (&, F) satisfait en fait
I'inégalité de Sobolev tendue i.e. avec m = A.
D’apres la remarque 1 suivant le théoréme 5.4 de Bakry 1992, le diametre de E est
fini. Donc F est compacte.

Preuve du théoréme

Supposons l'inégalité (1) satisfaite ainsi que (P).

1- Reformulons (P): soit u, € F, une suite de fonctions telle que [undy = 0,
Juldy < 1 et E(un) = 0. Soit k > 0 et posons vp, = un AkV (k) et w, =
vp — [ vndp. Alors

k k / k

sk(un > 5) < / undp = —/ undp < 4/ p(un < 35)

2 2 up>k u, <& 2
n>3 nS3



33

car [u2dp < 1. Donc

k k k k
- > <) = i
/(k Un)dps 2 5 pu(vn n<5) = gpun < 3)
K ko K
> — -2 > >
2 8#(“n> 2) 2 Sﬂ(un.—k)

Sur ’ensemble out u, >k, on a v, = k, donc

3
[l 2 2 %) [ =) 2 Stan 2 07

Comme nous avons supposé que £(1,u) = 0 et comme v, est une contraction normale
de un, on a E(wn) = E(vn) < E(un). De plus ||wp|lee < 2k. La suite w, satisfait
donc les hypotheses de (P), donc w, converge vers 0 en u mesure et donc dans L;.
D’apres les inégalités ci-dessus, cela implique que p(up, > k) — 0. De méme on
montrerait que p(u, < —k) = 0. On a ainsi prouvé que u, converge vers 0 en u
mesure. Comme la suite u, est bornée dans L, elle converge en fait vers 0 dans L;.
Nous avons donc montré que (P) implique
(P’): pour toute suite de fonctions u, € F telles que [undy =0, [uldy < 1 et
E(un) — 0, alors u, converge vers 0 dans L;.
2- Nous allons aussi ré-écrire I'inégalité log-Sobolev sous une forme un peu différente.
Soient p <2 < p'et ¢ <0< ¢ tels que 1/p+1/q=1/p' +1/q = 1/2. L'inégalité
de Holder implique que " ” I

uilp ! Ullp
T8 full, = €8 Yl

En faisant tendre p’ vers 2 et en choisissant p = 1, on obtient

Juls _ Eaw)
) —2log L, S Tl
(1) et (4) impliquent que
Ll 1w
® 2log i < Az ™

pour toute fonction positive u € F.

3- Montrons que A(2) # 0. Il suffit de prouver que, pour toute suite u, € F telle
que [undp =0, [uldu < 1et E(un) = 0, 0n a [uldu — 0 Or d’aprés (P°), un,
converge vers 0 dans L;. D’aprés (5), u, converge donc vers 0 dans L.

Annexe

Nous donnons ici une démonstration de I'inégalité (3): on notera n la dimension de
la variété E, d la distance sur K et B la boule unité de IR™.

Soit €1 > 0. Soit (z;,¢ = 1...N) une famille de points de l'intérieur de K tels que
K CU;B(zi,e1), ou B(z,r) désigne la boule géodésique de centre z et rayon r.
Soient k,I € {1,...N}.- Soit (I(t),t € [0,1]) un chemin dans l'intérieur de K tel
que I(0) = zx et {(1) = z;. Soit &3 = infy s inf, d(I(t), 0K). Soit €3 < €1,e3 <
€2/3. Soient z € B(zx,e1) N K et y € B(zi,e1) N K. Soit (I;,4(t),t € [-1/4,5/4])
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un chemin de z & y tel que [, 4(t) € K, d(I5,4(0),zk) < €3, d(lzy(1),21) < €3,

SUPyfo,1] d(lz,y4(),1(t)) < 2. Nous supposons de plus que sup, , sup, |ditlz'y(t)| < 0
et que .

fknB(zk,el) (e fKnB(zl,sl) 1(u)@(lz,y (t) <ka du(z)

pour toute fonction positive réguliere ®. Ici C est une constante indépendante de
® et t. Pour construire (Iz,y(t),—1/4 < ¢t < 0), on utilise un difféomorphisme
entre B(zk,€1) et B. Rappelons que, par hypothése, K est régulier, c’est-a-dire qu’
il est possible de choisir ¢; et les z; tels que soit B(z;,e;) C K, soit il existe un
difffomorphisme F' de B(z;,€1) vers B tel que I'image de B(z;,e1)NIK soit BN[x, =
0], et I'image de B(zi,€1) N Int(K) soit BN[x, < 0]. On procéde de méme pour ¢ €
[1,5/4]. Soient maintenant eg € Ty, K et e; € Ty, K tels que I;,,(0) = exp,, (eo) et
lz,y(1) = exp,, (e1). On identifie les espaces tangents (T4 K, t € [0, 1]) par transport
parallele le long de la courbe I. Pour t € [0, 1], posons e; = eo + t(e; — e0) € Ty K
et lzy(t) = expy(y)(et). Le chemin ainsi construit satisfait nos hypothéses.

On a alors

2u(8) [ (ale) - M}}f{‘ﬁmw)

~ [ auts) [ du)(uta) - u(o)y

Szk,l /KnB(zk 1) d'u(Z) /Kr'\B(z; ,€1) d'u(y)(U(x) B u(y))2

[ e[ ) - uw)
KNB(zk,e1) KNB(z;,e1)

5/4 d
[ w@ [ dw[ e dulley(0) o)
KNB(zk,e1) KNB(z;,e1) —-1/4

5/4
<o [ dui@) [ auty) [ deldullen()P
KNB(zk,e1) KnB(zi1,e1) -1/4

<C'sup / du(z) / du(v)ldu(le o (£)
t_ KﬁB(Ik,El) KﬂB(:L’;,El)

<C" [ ldu(o) du(a) d'apris ()
K
=C'E(u)

ou la constante C’ ne dépend ni de k, ni de 1, ni de u.

Et

L’auteur remercie D.Bakry et M.Ledouz pour leurs suggestions qui ont permis de
simplifier la prevve du théoréme.
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