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AUTOUR D’UN THEOREME DE TSIRELSON SUR DES
FILTRATIONS BROWNIENNES ET NON BROWNIENNES

par M.T. Barlow, M. Emery, F.B. Knight, S. Song et M. Yor

En 1979, I'un de nous a posé dans [23] le probléme suivant : Si un mouvement
brownien linéaire a la propriété de représentation prévisible dans une certaine
filtration (qui peut étre plus grosse que sa filtration naturelle mais pour laquelle
ce mouvement brownien est une martingale), cette filtration est-elle nécessairement
engendrée par un (autre) mouvement brownien? Dix ans plus tard, ce probléeme
a été I'une des motivations de I'étude [4] sur les « mouvements browniens de
Walsh »; si, comme on peut s’y attendre, la filtration naturelle de ces processus
n’est pas brownienne, elle fournit un contre-exemple au probléme initial. Mais le
probléme général est resté ouvert jusqu'en 1994, quand L. Dubins, J. Feldman,
M. Smorodinsky et B. Tsirelson y ont apporté dans [8] une réponse négative
au moyen d’un contre-exemple effroyablement compliqué (récemment simplifié par
W. Schachermayer [19]). La question plus particuliére de savoir si les mouvements
browniens de Walsh, pourtant bien plus simples, ont aussi une filtration non-
brownienne, restait pendante. Elle a été résolue en 1996 par B. Tsirelson, qui a
donné une magnifique démonstration du caractére non brownien des filtrations
walshiennes. Plus précisément, il montre qu’il n’existe aucun processus de Walsh
dans la filtration naturelle d’'un mouvement brownien, méme si ce mouvement
brownien est de dimension plus grande que 1, voire infinie!

L’outil fondamental introduit par Tsirelson est une propriété de rigidité des
mouvements browniens : Si B et B’ sont deux mouvements browniens tels que
(B,B'), = (1—¢)t, ol € est petit, leurs filtrations naturelles sont 3 la fois proches
(au sens oli tout objet dans I'une est approché par un objet analogue dans I'autre)
et néanmoins bien distinctes (deux mouvements browniens de la forme [ H dB et
J H' dB’ ont trés peu de zéros communs; deux v. a. U = f(B) et U’ = g(B’) de lois
diffuses vérifient nécessairement P[U = U’] = 0). Tsirelson montre que les filtrations
des processus de Walsh ne peuvent pas satisfaire simultanément ces deux contraintes,
et en déduit qu’une filtration brownienne ne peut pas contenir de processus de Walsh.

Notre but initial était de traduire, pour les lecteurs du Séminaire, le travail de
Tsirelson dans le langage de la théorie générale des processus. Cette traduction s’est
peu a peu enrichie de remarques sur les idées de Tsirelson et de corollaires de sa
méthode; elle est devenue un article autonome. De son coté, Tsirelson a continué
a approfondir ces questions, et en comparant nos manuscrits en juin 1997, nous les
avons trouvés trés semblables sur le fond, bien que de style et de vocabulaire assez
différents. Cette similitude n’est pas étonnante, les idées maitresses, qui charpentent
tout I'édifice, étant celles de Tsirelson. L’article [20] de Tsirelson paraitra dans
Geometric and Functional Analysis.
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Notre premicre partie, assez fastidieuse, est consacrée a des généralités et & du
vocabulaire. Elle est 1a surtout par souci de complétude et peut étre omise sans
inconvénient, & ’exception du joli théoréme 1, puissant, simple et important pour
la suite.

La seconde partie introduit une classe de processus, les martingales-araignées,
qui nous paraissent &tre au coeur de la question (ce sont les martingales continues
a n—1 dimensions qui prennent leurs valeurs dans n demi-droites issues de 1’origine
et non contenues dans un hyperplan, par exemple les martingales complexes Y
telles que argY = 0 mod 27/3). Le résultat fondamental est le théoréme 2 : les
filtrations browniennes ne contiennent pas de martingales-araignées non triviales.
C’est certainement le résultat le plus important de cette étude; la méthode est celle
inventée par Tsirelson pour montrer que les filtrations browniennes ne contiennent
pas de processus de Walsh non triviaux.

La troisiéme partie rappelle la définition des temps honnétes (les instants de début
des excursions d’une martingale-araignée sont des exemples de temps honnétes) et
déduit du théoréme 2 la réponse (positive) a une question posée dans [4] : Si L est
un temps honnéte dans la filtration naturelle 7 d’un mouvement brownien, on a
Fe=RV o(A), ou A est un événement; le supplément d’information qui apparait
a l'instant L+ est donc au maximum de un bit. Cette propriété est préservée par
les changements (raisonnables!) de temps ou de probabilité.

La derniére partie s’intéresse aux processus de Walsh. En traduisant pour ces
processus les résultats précédents, on voit que ces processus ne peuvent vivre dans
une filtration brownienne; et en localisant la méthode de Tsirelson & des intervalles
prévisibles, on obtient la diversité des filtrations walshiennes : deux processus de
Walsh qui engendrent la méme filtration, ou des filtrations isomorphes, ont la
meéme loi.

Notre exposé ne prétend bien sir pas se substituer a la lecture du travail original
[20] de Tsirelson, dans lequel se trouvent entre autres les deux beaux théorémes
que voici et dont nous ne traitons pas :

a) Si, dans une filtration brownienne, Y est une semimartingale continue d
valeurs complezes telle que argY =0 mod 27/3, et si la partie & variation finie
de Y est portée par le fermé {Y =0}, alors les parties & variation finie dAY) des

trois « composantes » YU) = Y| Nfarg y=2jx/3) VErifient
dAM ANdAD ANdA® =0 .

b) Soient U @, U@, UG trois ouverts connezes de R, bornés et tels que
UDNUKR =S pour j # k; soient z; € UD et pl9) la mesure harmonique pour
le couple (z;,U ()Y (c’est-a-dire la loi du point d’atteinte de U par le brownien
issu de x;; la classe d’équivalence de 1) ne dépend pas du choix de zj dans U ).
Tsirelson démontre que

pOAD A =0.

Notre principale source d’inspiration a été le travail de Tsirelson, que nous
remercions pour nous avoir communiqué dés 1’été 1996 une version préliminaire de
[20], et pour sa sympathique correspondance. Merci aussi & Jacques Azéma pour
ses remarques.

Les passages en petits caractéres sont des digressions qui peuvent étre omises
sans nuire 3 la compréhension des résultats principaux (théorémes 1 a 4).



266

1. Notations et préliminaires

Nous suivrons les conventions habituelles : les espaces probabilisés seront tou-
jours complets, les sous-tribus considérées contiendront tous les négligeables et les
filtrations seront continues & droite. Par exemple, la tribu dont est muni un pro-
duit (2, A,P) x (€, A',P’) n’est pas la tribu produit, mais sa complétée pour la loi
produit. Si (2,4, P) est un espace probabilisé, L°(Q2, .4, P) désignera 'ensemble de
toutes les classes d’équivalence de variables aléatoires presque siirement finies, et sera
muni de la topologie de la convergence en probabilité. Rappelons que (£, A, P) est dit
essentiellement séparable si 'espace vectoriel topologique L°(f, A, P) est séparable;
il existe alors dans .4 une algébre de Boole B dénombrable et dense pour la distance
non séparante P[AAB]; A est engendrée par B et par les événements négligeables.
(Nous aurons besoin de cette hypothese de séparabilité essentielle pour certains des
espaces d’états dans lesquels vivront les processus, mais nous ne la ferons jamais
pour les espaces d’épreuves (2.)

Toutes les intégrales stochastiques et tous les crochets de semimartingales seront,
par conventlon, nuls & l'origine. Le processus intégrale stochastique de X par rapport
3 Y, qui vaut fo X5 dY; alinstant ¢, seranoté [ X dY';siY est le processus croissant
identité (Y; = t pout tout t), nous écrirons par abus de notation [ X dt.

La filtration naturelle (implicitement complétée et continue & droite) d’un pro-
cessus X sera notée Nat X.

Nous utiliserons la théorie des temps locaux des semimartingales continues, telle
qu’elle est exposée, par exemple, dans le chapitre VI de [18]. Nous adopterons en
particulier les conventions familiéres aux habitués du Séminaire : les temps locaux
(Lg)aeﬂ,t>0 sont continus & droite en la variable d’espace a; du coup, dans la formule
du changement de variable pour les fonctions convexes, c’est une dérivée & gauche
qui intervient, et sgn0 = —1.

Nous commencons par quelques définitions qui précisent la notion d’isomorphisme
de filtrations. Il s’agit de choses que les probabilistes connaissent depuis fort
longtemps et utilisent depuis bien plus longtemps encore; le lecteur est invité 3
les sauter pour passer directement au théoréme 1, et & n’y revenir ensuite qu’en cas
de nécessité, s'il a un doute sur la rigueur des opérations que nous ferons subir aux
espaces probabilisés.

DEFINITION. — Si (Q, A,P) et (U, A,P’) sont deuz espaces probabilisés, on
appellera morphisme presque siir de (£2, A, P) vers (¥, A’,P’) toute application ¥
de I°(Q, A, P) dans I2(QY, A',P') telle que, pour tout n, toute fonction f borélienne
sur R™, et tous Uy, ...,U, dans 1(Q, A,P), on ait

U(fo(Ur, ..., Un)) = fo(¥(U1), ..., ¥(Uy)) .

Parmi les exemples triviaux mais fort importants de morphismes presque
strs figurent les changements absolument continus de probabilité (I’application
« identique » de I°(Q2, A, P) dans I°(12, A, Q), o1 @ est une probabilité absolument
continue par rapport & P) et les grossissements de tribus ('injection canonique de
°(Q, A,P) dans I?(2, A’,P), ou1 A est une sous-tribu de A’).

Un autre exemple intéressant est obtenu quand A est engendrée par une variable
aléatoire X sur Q et que 'on a sur £ une variable aléatoire X’ de loi absolument
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continue par rapport a celle de X ; on peut alors définir ¥ par ¥(goX) = goX’ pour
toute g borélienne. En effet, ¥ est bien défini car si goX = hoX p. s., le borélien
{g # h} est négligeable pour la loi de X, donc pour celle de X', d’ott goX’ = hoX’
p. s.; et la propriété de morphisme presque siir est vérifiée identiquement. (Les
variables X et X’ ne sont pas nécessairement réelles; nous aurons besoin du cas ou
elles sont & valeurs dans un espace métrique séparable.)

Comme leur nom l'indique, les morphismes presque siirs ne correspondent pas
nécessairement & une opération sur les espaces ) et ', et ne peuvent en général pas
étre définis w par w. (Penser au cas ol les deux tribus A et A’ sont dégénérées.)

PROPOSITION 1. — Les morphismes presque sirs sont linéaires, préservent les
constantes, sont croissants, et continus pour la convergence en probabilité.

Si X est une variable aléatoire (ou un vecteur aléatoire) et U un morphisme
presque sir, la loi de ¥(X) est absolument continue par rapport d celle de X ; en
particulier, si X est Uindicatrice d’un événement, ¥(X) aussi.

Le composé de deux morphismes presque siirs en est aussi un.

DEMONSTRATION. — La linéarité et la préservation des constantes s’obtiennent en
prenant f affine dans la définition. Si R est une relation binaire borélienne sur R,
R(X)Y) = 1g(X,Y)=1 = 1x(¥(X), YY) =1 = R(¥(X), ¥(Y)) pour
tout morphisme presque sir ¥; en particulier, ¥ est croissant.

Pour établir la continuité, il suffit de montrer que si une suite X,, tend vers 0 en
probabilité, ¥(X,) aussi. Pour le prouver, nous avons le droit de ne le vérifier que
pour une sous-suite. Nous savons que E [|Xn| A 1] — 0; en extrayant une sous-suite,
on se rameéne au cas out y_, E[|Xn|A 1] < 00. On a alors 3, (Ian A1) < oo p.s.,
dou § = ) |X,| < oo p. s. et, pour tout k, > ngk [Xn| < S. La propriété de
morphisme donne }°, ¢ [¥(Xn)| < ¥(S); il en résulte que 3, [¥(X,)| < 00 p. s.
et ¥(X,) — 0 p. s., donc en probabilité.

Enfin, si B est un borélien tel que P[X € B] = 0, on a 1g(X) = 0 p. s., d’olt
15(¥(X)) =0, et P[¥(X) € B] = 0; la loi de ¥(X) est donc absolument continue
par rapport a celle de X. ]

DEFINITION. — On appellera plongement de (2, A,P) dans (', A',P’) tout mor-
phisme presque siir ¥ tel que, pour tout X € 12(Q, A,P), les variables aléatoires X
et U(X) aient méme loi.

Les plongements transportent toute la structure probabiliste, sauf peut-étre les
épreuves w. Il s’agit donc d’une notion pré-kolmogorovienne! Leur nom est justifié
par Pinjectivité que nous verrons ci-dessous.

Si A est engendrée par une variable aléatoire X et si X’ est une variable
aléatoire de méme loi que X, la formule ¥(goX) = goX’ définit un plongement.
Un autre exemple, trés utile, est ’apport d’information indépendante : (Q4,.4;,P;)
et (Q2,. A2, P2) se plongent canoniquement dans (Q1, 41, P;) x (02, Az, P2).

PROPOSITION 2. — a) Soit ¥ un plongement de (Q, A,P) dans (¥, A',P’). Il est
linéaire, injectif et continu pour la convergence en probabilité; sa restriction & tout
espace 1P est une isométrie. Si B est une sous-tribu de A, il eziste une unique sous-
tribu ¥(B) de A’ telle que ¥ soit une bijection entre 1°(Q, B,P) et I°(Q', ¥(B),P’),
et l'on a Y = E[Z|B] si et seulement si ¥(Y) =E'[¥(2)|¥(B)].
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Un processus M est une martingale (respectivement une semimartingale) pour
une filtration F sur (Q,A,P) si et seulement si, avec des notations évidentes,
le processus W(M) est une martingale (respectivement une semimartingale) pour
la filtration ©(F). La prévisibilité, les crochets et lintégration stochastique se
transférent de méme.

Le composé de deux plongements est un plongement.

b) Soit U un morphisme presque sir de (2, A,P) dans (', A’,P’'). Il existe une
probabilité Q absolument continue par rapport a P telle que U soit un plongement
de (,A,Q) dans (', A',P'). Deuz variables X et Y de I°(, A,P) vérifient
U(X)=¥(Y) si et seulement si X =Y p. s. pour Q.

DEMONSTRATION. — L’injectivité vient de ce que si ¥(X) = 0, X et 0 ont méme
loi, donc X = 0. Pour l'unicité de ¥(B), rappelons que nous ne considérons que
des sous-tribus contenant tous les événements négligeables. Le reste du a) résulte
immédiatement des définitions des objets transportés. Pour le b), il suffit de définir
Q par Q(X) = E’[¥(X)] pour tout élément positif X de [°(, A,P). |

Il y a beaucoup de variables aléatoires, beaucoup de fonctions boréliennes, et
donc beaucoup de conditions & vérifier pour s’assurer qu’une application de I°(.A)
dans I°(A’) est un plongement. Lorsque la tribu A est essentiellement séparable, le
lemme ci-dessous permet de ne vérifier qu’une famille dénombrable de conditions.
Rappelons que les opérations booléennes & n arguments sont les applications de
{0,1}" dans {0,1}; par un petit abus de langage, nous les ferons opérer sur les
événements.

LEMME 1. — Soient (Q,A,P) et (', A,P’') deuz espaces probabilisés, B° une
algébre de Boole engendrant A, et U° une application de B° dans A’ qui commute
avec les opérations booléennes et qui préserve les probabilités :

(i) pour tout n, tous Bi,..,B, dans B° et toute opération booléenne R d n
arguments,

U°[R(By, ..., By)] = R(¥°(B1),..,¥°(Bn)) P 5;

(ii) pour tout B € B°, P'(¥°(B)) = P(B).
Il existe un unique plongement ¥ de (2, A,P) dans (U, A’,P’) tel que l’on ait
U (1) = Lgo(p) pour tout B € B°.

DEMONSTRATION. — Soient By, ..., B, € B° et ay,...,an, € Rtels que > a; g, =0
presque siirement. Pour toute partie J de {1,...,n} telle que ) a; # 0, 'événement

jeJ
(n8)n (0N ),

J

n
sur lequel 3 o;llp, = Y «j, est négligeable; son image par ¥°,
i=1 j€J
(nw @) n (N wE),
jed keJe
I'est donc aussi (préservation des probabilités), d’olt 3 c; Qgo(p;) = 0 p. s. Il est

donc possible de définir une application ® sur 'ensemble L°(B°) de toutes ces
combinaisons par ® [E a; 1 Bi] =Y a; lgo(p,); on a ainsi une application de I (B°)



269

dans I°(¢Y, A’,P’) qui préserve les lois des v. a. ‘et vérifie, pour tout n et toute
fonction de R™ dans R, 'identité

<I:.(fo()(l; ooy Xn)) = fo(q)(Xl)’ ’q)(Xn)) :

La convergence en probabilité sur Q et ' peut étre définie par les distances
d(X,Y) =E[|X-Y|A1] et d'(X',Y’) = E’[|X'=Y’| A 1]; pour ces distances, ® est
une injection isométrique de L°(B°) dans I°(A’), car il préserve les lois. Puisque
L°(B°) est un sous-ensemble dense de L°(A) et que I°(A) et I°(A’) sont complets,
® se prolonge de fagon unique en une injection isométrique ¥ de 1°(.A) dans I°(A’);
en particulier, ¥ est continue.

Si f est une fonction continue sur R™, I'identité

U(fo(X1y ey Xn)) = Fo(U(X1), e, U(Xn))

vraie sur L°(B°), s’étend par continuité & tous les X1, ..., X;, € [°(A). Pour Xy, ..., X,,
fixés dans I?(A), la classe des fonctions boréliennes f pour lesquelles cette identité
est vraie est stable par les limites simples de suites; comme elle contient les fonctions
continues, elle contient toutes les fonctions boréliennes. Ainsi, ¥ est un morphisme
presque sir.

Enfin I'unicité résulte de ce que, quand B décrit B°, 1z parcourt un ensemble
total dans L°(Q2, A, P). 1

DEFINITIONS. — Un isomorphisme d’espaces probabilisés est un plongement ¥ de
(2, A,P) dans (¥, A’,P’) tel que Uapplication ¥ : [2(Q, A,P) — L°(Q, A’,P') soit
surjective.

Un espace filtré (2, A,P,F) est un espace probabilisé (Q, A,P) pourvu d’une
filtration F (qui vérifie les conditions habituelles).

Un isomorphisme d’espaces filtrés entre (2, A,P,F) et (0, A',P',F') est un
isomorphisme ¥ de (Q, A,P) dans (', A',P’) tel que U(F) = F'.

Par exemple, si X et X’ ont méme loi, le plongement de (Q,U(X ),F’) dans
(Q’ ,o(X'), P’ ) qui transforme X en X’ est un isomorphisme.

L’inverse d’un isomorphisme en est aussi un. Tout plongement ¥ de (Q,.4,P)
dans (€', A’,P’) est aussi un isomorphisme entre (£2, A, P) et (¢, ¥(.A),P’). Si, pour
i € {1,2}, (%, A, P;) est isomorphe a (9, A, P}), alors (9,41, P1)x(Qs, Az, P2)
est isomorphe & (f, A7, P})x (05, A5, P5).

La structure des espaces probabilisés essentiellement séparables, rappelée par la
proposition 3 ci-dessous, est extrémement simple : leur partie diffuse est isomorphe
a un intervalle réel, muni de sa mesure de Lebesgue. Cette proposition peut &tre
déduite des théorémes de structure des algébres de mesures homogenes; voir par
exemple Maharan [13].

PROPOSITION 3. — a) A isomorphisme prés, un espace probabilisé essentiellement
séparable est caractérisé par la liste des probabilités de ses atomes, rangées par ordre
décroissant (avec des répétitions pour les atomes de méme masse; la liste peut étre
vide, finie ou infinie). En particulier, tous les espaces probabilisés essentiellement
séparables et sans partie atomique sont isomorphes.

b) Deux espaces probabilisés essentiellement séparables et plongeables chacun dans
Uautre sont isomorphes.
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DEMONSTRATION. — a) Si (2,.A,P) est un espace probabilisé essentiellement
séparable, A est engendrée par une variable aléatoire réelle X ; soit F' la partie
continue de la fonction de répartition de X, de sorte que F(—o00) = 0 et F(+00) est
la masse totale de la partie non atomique. Soit (A3, Az, ...) une liste des atomes de A
par ordre de masses décroissantes. La v. a. Y, égale & n sur ’atome A,, et & FoX hors
des atomes, engendre aussi A, et sa loi ne dépend que de la liste (P(4;),P(42),...).
Si (QV, A, P') et (7, A”,P") ont la méme liste de masses atomiques, les v. a. Y” et
Y" ainsi obtenues ont méme loi, et il existe donc un isomorphisme entre ces espaces,
qui transforme Y’ en Y.

b) Nous allons utiliser le a) en caractérisant a isomorphisme prés un espace
probabilisé essentiellement séparable par la fonction M : ]0,1] — [0,1] ainsi
définie : pour 0 < z < 1, M(z) est la somme des probabilités de tous les atomes A
qui vérifient P(A) > z. C’est une fonction décroissante et continue & droite; pour
tout = > 0, le nombre d’atomes de masse z est égal & (1/x) (M(z—) — M(z)); en
particulier, les masses des atomes sont les abscisses des sauts de M.

Pour établir le b), il suffit de montrer que s’ eziste un plongement de (2,A,P)
dans (U, A',P’), les fonctions M et M' associées a ces espaces vérifient M' < M.
L’existence d’un plongement dans l'autre sens montrera l’inégalité inverse, d’ou
M = M’ et le a) donnera I'isomorphisme.

Soit donc ¥ un plongement de (2, A, P) dans (€', A',P’). Appelons H (respecti-
vement H') 'ensemble des atomes de A (respectivement A’).

Puisque ¥(A) est une sous-tribu de A’, tout atome de A’ est inclus dans
un atome de U(A); ceci définit une application F' de H' dans H telle que 'on
ait U(F(A’)) D A’ pour tout A’ € H'. Cette F augmente les probabilités :
P(F(4) = P'[¥(F(4))] > P'(A’); plus généralement, si K’ est une partie
quelconque de H', en notant F(K') = {F(A’) , Ale IC’} et en remarquant que

v U A=v[ U FA)= | vF4)> | 4,
A€EF(K') A’ex’ Alek! AleK’
on peut écrire
Pl U 42P[ U 4].
AEF(K") A’EK!

Pour z > 0, posons K, = {A€H : P(A) >z} et K, = {A'eH : P'(4) >z}
Comme F augmente les probabilités, on a P(F(A’ )) > x pour tout A’ tel que
P/(A") > z, dou F(K.) C K, et 'inégalité ci-dessus entraine

M@ =P[ U A]>P] U A>P[ U 4]=M@). '
AEK, A€F(KL) A’EK!,

PROPOSITION 4. — Dans (9, A, P), soient B et C deuzx sous-tribus indépendantes. Il
existe un unique morphisme presque sir ¥ de (9, BVC,P) dans (,B,P)x (Q,C,P)
tel que, si B (respectivement C) est une variable aléatoire mesurable pour B
(respectivement C), on ait ¥(BC)(w1,wz) = B(w1) C(wz). C’est un isomorphisme.
DEMONSTRATION. — Si X est une v. a. sur 2, définissons des v. a. X’ et X" sur
OxQ par X' (w1, ws) = X(w1) et X" (w1, ws2) = X(w2).

Toute v. a. mesurable pour BVC est de la forme f(B,C) ou B et C sont
respectivement mesurables pour B et C, et ou f est borélienne. Si ¥ existe, on
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doit avoir ¥(B) = B’ et ¥(C) = C”, dou ¥(f(B,C)) = f(B',C"); ceci établit
Punicité.
Pour l'existence, remarquons que si By et By (respectlvement Cy et Cs) sont
des v. a. mesurables pour B (respectivement C), les vecteurs B = (By,B,) et
= (B, B3) ont méme loi, et de méme C= (C1, Cr) et C" (cy,Cy). Comme de
plus B et C sont indépendants, ainsi que B’ et C", (B C’) a méme 101 que (B’ c" ).
Donc, si f et g sont deux fonctions boréliennes, f(B1,C1) — g(B2,C2) a méme loi
que f(B1,Cy)—g(Bj, CY). Et si la premiere différence est nulle, la seconde aussi; il
est donc possible de définir ¥ par ¥(f(B, C')) = f(B’,C") sans créer d’ambiguité;
ceci définit un morphisme presque siir. En prenant g = 0, on voit que ¥ préserve les
lois, c’est donc un plongement. Enfin, la propriété d’isomorphisme vient de ce que
toute v. a. mesurable pour B&C est de la forme f(B’,C"). ]

COROLLAIRE 1. — Sur (2, A,P), soient X et Y deux variables aléatoires de méme

loi et B une sous-tribu indépendante de X et indépendante de Y. Il existe un

unique isomorphisme entre (Q,BVo(X),P) et (Q,BVa(Y),P) qui soit l’identité sur

(Q,B,P) et qui change X en Y.

DEMONSTRATION. — Par la proposition précédente, on se raméne & 1’isomorphisme
(©,B,P) x (2,0(X),P) =~ (Q,B,P)x(Q,0(),P). ]

LEMME 2. — Etant donné (2, A,P), soient B, C et D trois sous-tribus de A.
On suppose D essentiellement séparable et incluse dans BVC; on suppose aussi
B indépendante de C et de D. Il existe alors un plongement de (2, D,P)
dans (Q,C,P).

REMARQUE. — Si 'on suppose en outre B indépendante de CVD, on a, sans utiliser
la séparabilité, un résultat plus fort : D est incluse dans C.

DEMONSTRATION. — On ne restreint pas la généralité en supposant que 4 = BVC.
La proposition 4 permet alors, via un isomorphisme ®, de travailler sur le produit
(QI,.A/,P’) = (Ql,B,Pl) X (Qz,C,Pz), ol Ql = 92 = et ou Pl et P3 sont les
restrictions de P & B et C. Appelons B’ la tribu ®(B) sur ¥, c’est-a-dire la tribu
produit B® {J, ,} augmentée de tous les négligeables. Avec ces notations, la tribu
D' = &(D) est une tribu sur ', indépendante de B'. Toute v. a. X sur D'espace
produit admet une version mesurable pour la tribu produit B ® C non complétée.
Pour une telle version et pour tout B € B, si X est bornée le théoréme de Fubini
appliqué & lp(w1) X (w1, w2) dit que 1p(w;)Ez[X (w1, -)] dépend mesurablement
de w; et admet E[1p X] pour intégrale en w;. Il en résulte que

/ X (w1, @2) Py(dws) = E'[X|B'](w1,ws2) pour presque tout (wq,ws).

Soit D° une algeébre dénombrable dense dans D. Pour chaque D € D°, notons
D' = ®(D) et choisissons un représentant de D’ mesurable pour la tribu produit
B ® C non complétée; ce représentant restera fixé pour toute la suite. Pour presque
tout (wi,ws2), on a Pg{&)z : (wr,@2) € D'} = P'[D'|B'}(w1,w2) = P'[D'] = P[D],
oll la premiere égalité presque siire s’obtient en prenant X = 1p dans la formule vue
ci-dessus, et ou la deuxiéme égalité presque siire vient de I’indépendance entre D’
et B'. Ainsi, pour presque tout wy, P2{@; : (w1,d2) € D'} = P[D]. Puisque D° est
dénombrable, il existe un événement négligeable N € B tel que, pour tout w; € N¢,
les deux propriétés suivantes soient vérifiées :
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(i) pour tout D € D°, on a Pz{wz : (wy,wq) € D’}’= P[D];

(ii) pour tout n, tous Dy, ..., D,, dans D° et toute relation booléenne R & n arguments
telle que R(lp,,...,1p,) p. s, on a R(1p;(w1,w2), .., Ip; (w1,w2)) pour presque
tout wa.

Fixons un w; € N° et posons ¥°(D) = {w; : (w1,w2) € D'} pour D € D°. Ceci
définit une application de D° dans C, qui préserve la loi grace a la propriété (i). Pour
des D; dans D° et si R est une opération booléenne, en posant A = R(Dy, ..., Dy),
la propriété (ii) appliquée & la relation & n+1 arguments § = R(dy,...,d,) donne
I’égalité presque siire ¥°(A) = R(¥°(Dy), ..., ¥°(Dn)). [Cette égalité presque siire
n’est en général pas une identité parce que nous n’avons pris aucune précaution de
compatibilité en choisissant les représentants des éléments de D°.] Les hypotheses

du lemme 1 étant vérifiées, ¥° peut étre prolongée en un plongement ¥ de (2, D, P)
dans (Qz,c, P2) = (Q,C,P) [ |

La méthode de Tsirelson utilise, de fagon tout & fait essentielle, le joli théoréme
de convergence ci-dessous; il semble classique chez les probabilistes russes sous le
nom de « lemme de Slutsky », mais nous n’avons pas réussi & le trouver dans la
littérature. Méme dans le cas ol S = S’ =R, il est nouveau pour nous; les énoncés
voisins que nous connaissions, tels le lemme (5.7) du chapitre 0 de [18], donnent
seulement des convergences en loi. Pour une généralisation de ce théoréme, voir la
note de F. Delbaen [5] dans ce volume.

THEOREME 1. — Soient (S',68') et (S,6) deur espaces métriques séparables et h
une application borélienne de S’ dans S. Si (X k)keN est une suite de variables
aléatoires & valeurs dans (S',8") qui converge en probabilité vers une limite X, et
si les X* ont toutes méme loi, alors hoX¥ tend en probabilité vers hoX.

En d’autres termes, les plongements ¥* de (©2,5(X),P) dans (Q,c(XF*),P) tels
que U¥(X) = X* convergent vers I'identité.

REMARQUE. — L’hypothése de séparabilité de S assure que la tribu borélienne sur SxS est

le produit par elle-méme de la tribu borélienne sur S; et de méme sur S’. Lorsque cette
hypothése n’est pas réalisée, la fonction § sur Sx.S peut ne pas étre mesurable pour la
tribu produit et §(X,Y’) n’est donc pas toujours une variable aléatoire. On pourrait aussi
remplacer cete hypothése par une définition, et exiger que toute variable aléatoire dans un
espace métrique prenne ses valeurs dans un sous-espace séparable.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — Supposons d’abord h continue. De toute
sous-suite de la suite (hoX*), n on peut extraire une sous-sous-suite (hoX ks) jeN
telle que X% — X p. s., donc aussi telle que hoX* — hoX p. s. et a fortiori telle
que hoX"% — hoX en probabilité; le résultat en découle (sans utiliser ’hypothese
que les X* ont méme loi).

Pour étendre ceci a toutes les fonctions boréliennes, il suffit de vérifier que
I’ensemble des h : §' — S telles que hoXF converge en probabilité vers hoX est
stable par limites simples. Soient donc (h¢),cn et h telles que, pour tout z € S,
he(z) tend vers h(z) quand ¢ tend vers l'infini et que, pour chaque £, hyoX k tend
vers hy 0X en probabilité quand n tend vers l'infini. Dans la majoration

P[6(hoX* hoX)>3c] <  P[6(hoXF hyoX*) > ¢]
+ P[6(heoX* hyoX) > €]
+ P[6(hgoX,hoX) > €],
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le troisieme terme est plus petit que € pour un £ convenable (fixé dans la suite) car
hgoX tend vers hoX sirement, donc en probabilité; le premier terme est égal au
troisiéme car X* a méme loi que X ; pour tout k assez grand, le deuxiéme terme est
majoré par € grace a ’hypothese sur hy, et on a donc P [6 (h oXk hoX ) > 36] < 3e.
Ainsi, hoX* tend en probabilité vers hoX et le théoréme est établi. [ ]

COROLLAIRE 2. — Soit (X¥),  une suite de variables aléatoires, d valeurs dans un
espace métrique séparable (S,6), toutes de méme loi, et convergeant en probabilité
vers une limite X. Soit B une sous-tribu indépendante de chaque X* et de X. Soit
Uk lisomorphisme entre (Q,BVa(X),P) et (Q,BVo(X*),P) qui préserve B et qui
transforme X en X* (corollaire 1). Si U est une variable aléatoire mesurable pour
BVa(X), les variables aléatoires W*(U) convergent en probabilité vers U.

DEMONSTRATION. — La v. a. U, mesurable pour BVo(X), est de la forme f(B, X)
pour une v. a. B € I°(B) et une f borélienne sur RxS; on a donc ¥*(U) = f(B, X*).
Pour tout z, appelons h(z) la v. a. f(B,z) € I°(B); h est une application borélienne
de S dans Iespace métrique séparable I? (Q,O'(B),P), et le corollaire s’obtient en
appliquant le théoréme 1 & h et aux X*. [ |

2. Martingales-araignées

DEFINITIONS. — Soient n > 2 un entier, E un espace vectoriel de dimension n—1
et U un ensemble de n vecteurs de E, de somme nulle et engendrant E. La toile
de Uaraignée sera la réunion T = {du, A>0, ue U} des demi-droites issues de
lorigine dans les directions de U.

Nous appellerons martingale-araignée (sur la toile T) toute martingale locale
continue @ valeurs dans T.

L’entier n est appelé la multiplicité de la toile et de la martingale-araignée; une
martingale-araignée est dite multiple si n > 3.

Une définition un peu plus contraignante, qui exige que les martingales-araignées
soient de vraies martingales et pas seulement des martingales locales, figure dans le
chapitre 17 de [26]; voir aussi le chapitre 5 de [21].

Lorsque n = 2, T est un espace vectoriel unidimensionnel; les martingales-
araignées non multiples s’identifient dans ce cas aux martingales locales habituelles,
a une dimension.

Lorsque E est le plan complexe C et U I’ensemble des racines cubiques de 'unité,
T est I’ensemble des complexes y tels que argy = 0 mod 27/3, et les martingales-
araignées sont les martingales locales continues complexes Y telles que Y3 € R.

Deux toiles (E’,U’,T') et (E”,U”, T”) ayant méme multiplicité n se corres-
pondent toujours (de n! maniéres) par un isomorphisme entre les espaces vectoriels
E’ et E”; le seul paramétre significatif dans la définition ci-dessus est la multi-
plicité n.

L’exemple complexe ci-dessus (ot n = 3) s’étend & n quelconque en prenant
E euclidien & n—1 dimensions et en prenant pour éléments de U les n sommets
d’un simplexe régulier inscrit dans la sphére unité; ils vérifient |lu]] = 1 et
<u,w> = —1/(n—1) pour u # v. Si E et U sont donnés, il est toujours possible
de se ramener & ce cas par un chpix convenable (unique) de la structure euclidienne.
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Chaque point y de T peut étre représenté par la famille de n nombres positifs
(¥*)ye u dont un au plus est non nul et qui vérifient y = 3 y“u; ces nombres y*
sont les composantes de y. uevy

LEMME 3. — Si M est la partie martingale d’une semimartingale continue Y,

/ Liy—oydM =0.

DEMONSTRATION. — Cette intégrale est la partie martingale de [ L{y =0y @Y, qui
est un processus & variation finie (voir Meyer [14], formule (12.4) page 365). ]

PROPOSITION 5 (c’est la proposition 17.5 de [26]). — Soit Y un processus continu,
adapté, & valeurs dans T. C’est une martingale-araignée si et seulement si les
différences Y* —Y" entre ses composantes sont des martingales locales.

Chaque composante Y est alors une sous-martingale locale, de décomposition

canonique Y* =Yg+ M* + L, ot M* est une martingale locale vérifiant

M* = /]l{yu>0} dM* = / ]l{y#'o‘} ay* s

et L un processus croissant ne dépendant pas de u et tel que

L =/]l{y:()’} dL=/]1{yu=0} day* .

DEMONSTRATION. — Soit v € U. L’ensemble U’ = U—{v} est une base de I’espace.
La base duale est {f?,u € U’}, ot les formes f?, définies par fJ (u) =1et f2(w) =0
pour w € U’ — {u}, vérifient f2(v) = fo(— ¥ w)=— > f¥(w)= -1 et donc
fi(y) = y*—y? pour tout y de T. wey’ wey’

Le processus Y est une martingale-araignée si et seulement si chacune des formes
f¥ le transforme en une martingale locale réelle (ces formes engendrent en effet le
dual), c’est-a-dire si et seulement si les Y*—Y"” sont des martingales locales.

Soit Y une martingale-araignée. Sa composante Y*, qui vaut aussi (Y“—Y“)+,
est une sous-martingale locale; appelons Yg* + M* 4 L* sa décomposition canonique.
Le processus L*—LY, partie & variation finie de la martingale locale (Y*—Y"), est
nul et L* ne dépend donc pas de u; appelons L ce processus croissant.

Puisque M* est la partie martingale de Y*, on a (lemme 3) Ljyuv—g) dM™ = 0,
d’ot M = [ I{yu50y dM™. Par ailleurs, sur Pouvert prévisible {Y* > 0}, Y est
égal A une martingale locale, par exemple Y*—Y"?, d’ou Ijyus0ydL* = 0; en
ajoutant cette égalité & la précédente, on a dM™ = ll{y«50} dY™. En retranchant
3 dY* chacun des deux membres de cette égalité, on obtient L = [ Dyu—oy dY™.
Pour v # u, on a Y* = 0 sur ouvert prévisible Y > 0, donc ljyv50) dY™* = 0. En
sommant sur tous les v (y compris u) il vient M* = f Iy #5) dY™. En prenant la
partie & variation finie de {yvsq) dY™" = 0, on obtient I(yvso} dL = 0. Sommant
en v, on voit que Iy 45 dL = 0 et on en tire L = f I;y—5) dL. Les quatre égalités
annoncées sont établies (elles contiennent les quatre signes J de ce paragraphe). i

REMARQUE. — Si Y est une martingale-araignée issue de l'origine, les n martingales locales
—MU = L — Y* sont orthogonales et ont le méme supremum L; = sup,g,;(—My'). Cette
propriété caractérise les martingales-araignées; en effet, si (N i)lsisn est une famille de
n martingales locales issues de 0, deuz-a-deux orthogonales et ayant méme processus de
supremum S, alors Y* =S — M* sont les n composantes d’une martingale-araignée.
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Pour le vérifier, il suffit d’établir que Y* = Y7 si ¢ # j. Or le processus croissant S est
porté par ’ensemble {N? = S} = {Y'* = 0}, d’ott Y* dS = 0 et la formule d’intégration par
parties donne d(Y?Y7) = Y% d(S—N7) + YJ d(S—N*) = —(Y!dNI+YIdN?). Ainsi, YYJ
est une martingale locale positive et issue de 0, donc nulle.

On définit une distance sur la toile T par §(y/,y") = Y ey [v"* — y""|- Siy/ et 3"
sont sur le méme fil u, ou si I'un des deux est & I’origine, leur distance est |y'* — y""“|;
s'ils sont sur des fils distincts, on a 6(y’,y”) = 6(y',0) + 6(0,y"). Bien entendu, la
topologie définie par cette distance est la restriction a T de la topologie usuelle dans
Pespace ambiant E, et les martingales-araignées sont continues pour cette distance.
Si E est euclidien et si tous les vecteurs de U sont unitaires, §(y’,y”) est aussi la
longueur du chemin le plus court qui joint 3y’ & ¥” en restant dans T (trés jacobine,
notre araignée s’interdit de lancer un fil qui ne passerait pas par l'origine).

Si Y est une martingale-araignée dans T, sa distance & l’origine 6 (6, Y) est
simplement la somme de ses composantes L' = ) .y Y* = Ly + ), M* + nL;
c’est une sous-martingale locale. La proposition suivante (qui ne sera pas utilisée
ensuite) dit qu’il en va de méme de sa distance & tout autre point.

PROPOSITION 6. — Soient v € U et 7 > 0; y = rv est un point non nul de la toile. Soit
Y une martingale-araignée, de composantes Y¥ = Y§' + M™ + L; appelons X la somme
des composantes de Y et AT le temps local de X' au point r. Le processus 6(y,Y) est une
sous-martingale locale, de décomposition

5(y,Y) =5y, Yo) + Y M* + /sgn(Z’ —7)dM® + (n—2) L + / Liy—y) dAT
uFvV
DEMONSTRATION. — Posons V = YV — r et écrivons

Sy, Y) =Y [y -yt =yU g+ ) v

ueU uFv
=5y, Y0) + V|~ Vol + ) M* + (n=1) L
uFv
il reste & calculer |V|—|Vp|. En appelant £ le temps local de V & l’origine, on peut écrire
Vi = Vol + f sgnV dV + L. En y remplagant dV par dY?Y = dM" + dL, on obtient

d|V| =sgnV dM" + sgnV dL + dL; nous allons évaluer chacun de ces trois termes.

En utilisant la proposition 5, le premier vaut sgn V dM? = I{yvs0) sgnV dM?; mais, sur
{Y">0},onaV =X —retsgnV =sgn(Z—r). Il reste sgn V dM? = sgn(X—r) dM".

Pour le deuxiéme terme, on remarque que sur le support de L on a Y =0, d’olt Y? = 0,
V = —r et sgnV = —1. Ce terme vaut donc —L.

Pour le troisi¢éme terme, on observe que, sur 'ouvert {Y” > 0}, qui contient I’ensemble
{Vv=0} = {Y"=r} = {Y =y} qui lui-méme porte £L,ona V =Y? —r = ¥ —r; ceci
permet d’écrire df = I{y vy} dL = Niyvs0) dA™ = Tyy—y) dAT.

Il ne reste qu’a additionner tous ces morceaux pour parvenir a la décomposition annoncée;
la propriété de sous-martingale locale en découle. [ |

REMARQUE — Le terme de temps local a Vorigine, f Tty =5} d(&(y, Y)) est égal a nL si
y = 0 mais seulement 3 (n—2)Lsiy # 0. Ceci est dii au fait que tous les débuts d’excursions
contribuent 3 augmenter la distance & ’origine, alors que la distance & un y # 0 augmente lors
des débuts des excursions dans n—1 directions mais diminue lors des débuts des excursions
vers y, d’ott le facteur (n—1) —1=n — 2.

v >

)

Pour y € T \ {0}, nous noterons F(y) I'unique vecteur u € U tel que
(c’est le fil sur lequel se trouve y); nous poserons aussi, par convention, F'(
de sorte que F est une application de T dans T.

y* >0
0) =0

Il

’
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PROPOSITION 7. — Soient (dans une méme filtration) Y et Y’ deuz martingales-
araignées sur la méme toile T. Posons X = 6(5, Y)=3,Y" et appelons M la
partie martingale >, M™ de X (sa partie croissante est nL); définissons de méme
X et M'. uey

Le processus 6(Y,Y’) est une sous-martingale locale; plus précisément, si l’on
appelle A son temps local en 0, on a

6(Y, Y') == 5(Y0,Y0,) + / H{F(y);ép(y/)} (dM + dM/)
+ / Lipy)=F(y")} sgn (X=X (dM — dM")

+ %A +(n—2) [/ Lyyr45) dL + / Ly #0y dL’] .

DEMONSTRATION. — Posons Q = 6(Y,Y’). On a aussi Q = Y. |Y*-Y""|, ce qui
montre que @ est une semimartingale. uelU

Tout d’abord, en appelant (£f);5( ,cg 16 temps local de @ et £~ sa limite a
gauche en a, le théoréme (2 iv b) de [24] (voir aussi le théoréme VI (1.7) de [18])
donne la formule [ l{g—,} dQ = %(f“ — £%7). Puisque @ est positive, £¢ = 0 pour
tout a < 0, d’olt & la limite 0~ =0, et [ Liy_y+} dQ = 3£° = 3 A. Il reste & calculer
le processus [ Iy #y+} dQ. On peut le décomposer en somme de quatre termes :

u,vi 18) ueU
uFv

Q? =z /]l{yu>o, Y0 et Yuzye} dQ, Q* =Z /Il{w=6 et Y*>0} 4Q -
ueU ueU
Pour u # v, on a Q@ = X + X’ sur Pouvert prévisible G = {Y* > 0 et Y'* > 0};
d’ot 1gdQ = g d(Z+X') = 1g (dM+ndL+dM'+ndL’). Mais G ne rencontre pas
I’ensemble {Y = OouY' = 6}, qui porte L et L'; P'égalité précédente se réduit a
1¢ dQ = 1g (dM+dM’), et, en sommant sur tous les couples u # v,

Q'= / Ly 45, v'#5 et F(v)£F(y)} (AM +dM') .

Pour calculer @2, fixons u € U et posons V = Y¥*—Y’". L'ouvert prévisible
G={Y*>0,Y™ >0etY # Y’} nerencontre pas I'ensemble {Y = 0 ouY’ =0},
qui porte L et L’. Sur G,onaV = 2-%',dL =dL' =0et Q = V| # 0, d’ou
1cdQ = lgsgnVdV = lgsgn(X—2')(dM—dM’). Sommant en u, on obtient
dQ? = I{p(y)=F(Y") et Y#Y'} sgn(Z—-X") (dM—dM'). Et comme M—M’', partie
martingale de ¥—X', a selon le lemme 3 une intégrale nulle sur {Z=X}eta
fortiori sur ’ensemble plus petit {Y =Y},

Q2 = /]].{F(y)=F(YI)} sgn(Z’—Z') (dM - dM,) .

Passons & Q3. Pour u fixé, Iouvert prévisible G = {Z < Y'*} contient 'ensemble
{Y=0etY™“>0}). Sur G,onaY™ = I et Q = Z'+ X —2Y" Onen
tire 1 dQ = g [dM'+ndL'+dM+ndL—2dM*—2dL}], et, puisque Y’ > 0 sur G,
16dQ = 1g [dM +dM’ — 2dM* + (n—2)dL]. Intégrons Lgy—5, des deux cotés.
Le terme dM" disparait grice & la proposition 5, et il nous reste seulement
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Niy—5 et yu>0} 4Q = Ny —5 et yrus>0) [dM + dM' + (n—2)dL]. Sommant en u, on
trouve

Q3 = / ]l{yzf)‘ et y/#ﬁ} [dM + dMI + (n—2)dL] H

et échangeant les roles de Y et Y, on obtient
Q4 = /]l{y#ﬁ et Y'=0) [dM +dM' + (n—2)dL’] .
La formule annoncée résulte de ’addition de Qo, Q*, @2, Q3, Q* et %A. 1

PROPOSITION 8. — Les notations sont les mémes que dans la proposition 7. Posons
g: = sup{s<t:Y, =0} et de méme g, = sup{s<t:Y! =0}, avec la convention
sup@ = 0.

Le processus né(Y,Y') — (n—2) [U{yrog25} £ + Liyog 5} 2’| est une sous-mar-
tingale locale.

DEMONSTRATION. — Posons S = ((n—2)/n) [Liyeg5} Z + N{yog x5} Z’]. Puisque
% = 0 sur Pensemble {Y = 0}, la formule du balayage (voir par exemple [25]) dit
que, si H est un processus prévisible borné, Hy2' = HoXp + f HydX (et c’est en
particulier une semimartingale). On a donc d(HyX) = HydX = HydM +nHgydL;
mais, sur le support de dL, on a ¥; = 0 d’ott g; = t et H; = H; finalement,
d(HyX) = HydM +nH dL. En prenant H = ((n—2)/n) I{y++5}, puis en échangeant
lesrdles de Y et Y, on voit que S est une sous-martingale locale, de partie & variation
finie (n—2) [ll{y:;éa} dL + Mgy 45y dL’ ] D’apres la proposition 7, ceci est un morceau
de la partie croissante de la décomposition de la sous-martingale locale §(Y,Y"); le
processus §(Y,Y’) — S est donc une sous-martingale locale. |

DEFINITIONS. — Soit I un ensemble dénombrable non vide. Un mouvement brow-
nien A valeurs dans R’ est une famille indépendante X = (Xi);er de mouvements
browniens réels issus de l'origine.

Une filtration F sur (Q,A,P) est dite brownienne si elle est de la forme
F =X VNat X, ot X est un mouvement brownien d valeurs dans RI, indépendant
de F.

THEOREME 2. — Dans une filtration brownienne, toute martingale-araignée multiple
issue de l'origine est identiquement nulle.

Nous rencontrerons plus bas des énoncés plus généraux (corollaires 3 et 4) :
la probabilité peut étre remplacée par une autre (absolument continue), et le
mouvement brownien par une martingale pure. On peut aussi localiser le théoreme 2
a une partie aléatoire de R ; nous le ferons dans la quatriéme partie (proposition 24).

Il est essentiel de supposer que la martingale-araignée est multiple (ceci sera utilisé
dans P’avant-derniére ligne de la démonstration); les martingales-araignées & deux
composantes s’identifient aux martingales locales réelles et ne peuvent évidemment
satisfaire un tel énoncé.

DEMONSTRATION. — Par arrét, il suffit de démontrer le théoréme pour les
martingales-araignées multiples bornées.
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Soit Y une martingale-araignée bornée, issue de l'origine, & n composantes
(n > 3), dans une filtration F vérifiant F = J VNat X, ot X est un mouvement
brownien 3 valeurs dans R, indépendant de .7-'

Un grossissement indépendant (plus premsement le plongement de 2 dans le
produit de 2 par 'espace de Wiener) permet de supposer qu’il existe sur 2 un
mouvement brownien X 3 valeurs dans RY et _indépendant de %. La filtration
G = EV Nat (X, X) contient F; X = (X; )icr et X = (X; )ic1 sont deux mouvements
browniens indépendants sur (2, 4,P,G)

Pour —1 < 7 < 1, posons X" = r X 4+ /1—72 X. Les martingales réelles X, =X}
et X7 vérifient

UXT,X7), =785 dt + (1-17) 65 dt = 6;; dt
d(X“XJT>t = ’I‘(Sij dt H

il en résulte en particulier que X" est pour G un mouvement brownien &
valeurs dans R!. Le corollaire 1 donne un isomorphisme U" entre (Q,]—'OO,P) et
(Q FoVo(XT), ) qui respecte J et qui transforme X en X".

Les tribus %o = KVo(X) et ¥'(K,) = KVo(X") sont liées par l'inégalité
d’hypercontractivité, qui s’énonce ainsi : si U (respectivement U’) est une variable
aléatoire positive et mesurable pour K (respectivement ¥" (%)), et si p,q € [1,00]
sont tels que (p—1)(g—1) > 2, alors

E[UV'|%] <E[UP|%]? z E[U"%]" . 3

La démonstration de cette inégalité se copie mutatis mutandis sur celle donnée par
Neveu [16] dans le cas ot I n’a qu'un élément et ou % est dégénérée; nous nous
contenterons d’en rappeler le principe Le résultat est en fait un peu plus général :
Soient, dans une méme filtration, X = (X;);c; et X' = (X; ’) des mouvements
browniens; la formule d{X;, X}) = ry; dt définit (presque partout pour dt x dP) une
matrice R = ('r”)“E Ijet de processus prévisibles. On suppose que *RR eziste (séries
absolument convergentes) et vérifie (p—1)(g—1)Id—*RR > 0 au sens de la positivité
des matrices symétriques. Si deux v. a. positives V et V' sont respectivement
des intégrales stochastiques par rapport & X et X' (ceci est plus général que des
fonctionnelles de X et X'), alors pour tout temps d’arrét T,

E[V#V's | Fr] < E[V|Fr)? E[V'|Fr]s .

En effet, lorsque V et V'’ sont bornés, le membre de gauche (respectivement de
droite) est la valeur a l'instant T' d’une martingale (respectivement surmartmgale,
c’est ici qu’est utilisée ’hypothése sur p, ¢ et R) de valeur finale ViV'a.

Ici, I = J et r;; = r6;;; ce cas est aussi traité dans Dellacherie-Maisonneuve-
Meyer [7]. Par rapport & [16] ou & [7], les conditionnements par % ne sont
pas une petite coquetterie supplémentaire, mais une contrainte : en prenant U et
U’ mesurables pour %, on voit qu'il est en général impossible de s’en dispenser.
Pour |r| < 1, l'inégalité habituelle (inconditionnelle) traduit en effet une sorte
d’indépendance partielle entre les deux tribus; ici, les deux tribus ont une sous-tribu
commune, %, et I'inégalité conditionnelle ci-dessus exprime que cette indépendance
partielle disparait pour les variables aléatoires de .

L’hypercontractivité sera utilisée via le lemme suivant.
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LEMME 4. — Fizons v € ]—1,1[. Soient G et G’ des variables aléatoires définies sur
(Q, %) et (Q,¥7(Fs)) respectivement, & valeurs dans RU {+oo}, telles que, pour
toute v. a. réelle T finie et mesurable pour %, on ait P[G =T] =P[G' =T] =0.
On a alors P[G =G < o0] =0.

Lorsque J; est dégénérée, I’hypothése se réduit a dire que les lois de G et G’ sont
diffuses, sauf peut-étre des masses au point +o0.

DEMONSTRATION DU LEMME 4. — Quitte 3 remplacer G et G’ par expG et
expG’, on peut les supposer positives. L’hypothése dit que G évite les temps
d’arrét de la filtration constante égale & % ; cela entraine que le processus croissant
Ay = P[G<t|E] a une version continue; il est nul en 0 et borné par 1. De méme,
A = P[G'<t|%] est continu, nul en 0 et borné par 1.

Pour m entier, posons 7; = inf {t : A;+A; > j/m}, de sorte que Tom41 = 00, et
considérons les événements E; = {r; < G < 7j11} et Ej = {r; <G’ <7j41}. On a

1
P[E;| %] =Pl < G < mj1al|%] = Aryy, — Ary < o
. 1
et de méme P[E}|%] = A7 |, — AL < p

Ecrivons I'inégalité hypercontractive avec p = g = 1+|r| < 2 :
2
1 1 1\?

PENE}|%] < P(E,|B)PE)|%]? < () .

2m
On en tire P[E;NE}] < m™7 et, en remarquant que {G = G’ < 00} C 'Uo EjﬂEé,
j=
2m+1
mpe
Pour conclure, il ne reste qu’a faire tendre m vers 'infini : puisque p < 2, le majorant
tend alors vers zéro. [ |

REMARQUES. — Ce lemme reste vrai si 'on remplace 'hypothése P[G = T] =P[G' =T] =0
par la condition plus faible P[G = G’ = T] = 0. (Dans le cas ol % est dégénérée, cela revient
a remplacer « les lois de G et G’ n’ont pas d’atomes sauf peut-étre {+o0o} » par « les lois
de G et G’ n’ont pas d’atomes communs sauf peut-étre {+o0o} ».) Cette extension, que nous
n’utiliserons pas, est laissée au lecteur.

Ce lemme déduit une propriété qualitative d’'une propriété quantitative qui semble bien
plus forte (I’hypercontractivité); on pourrait espérer en donner une démonstration plus
élémentaire. Voici un premier pas dans cette direction : La méme démonstration marche
encore si I’on remplace I’hypercontractivité par une inégalité affaiblie, en autorisant une
constante au second membre. Or, a la fin de [16], Neveu observe que, contrairement a
Phypercontractivité proprement dite, cette hypercontractivité affaiblie peut étre obtenue
directement, a ’aide de majorations de convexité.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — Toute martingale de la filtration
F (respectivement ¥"(F)) est une intégrale par rapport & X (respectivement X");
c’est donc aussi une martingale dans la filtration plus grosse G. Notre martingale-
araignée Y, dans F, est transformée par ¥" en une martingale-araignée Y dans
UT(F); Y et Y™ sont toutes deux des martingales-araignées pour G, issues de 0 et
bornées (donc convergentes).

La proposition 8, appliquée & Y et Y dans G, fournit la sous-martingale locale
S=né{,Y")—(n-2) []l{yrog;éb'}z + Wiy ogr£0} ET]. Comme Y et Y7 et donc aussi
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X et L7 sont bornés et issus de V'origine, S est une sous-martingale bornée, nulle
en 0; on a donc la minoration (en posant G = go, et G™ = g7 pour simplifier la
typographie)

nE[8(Yoo, Y)] 2 (n—2) E[Liyg6) Zoo + ivgr £0) o) -

Sur Pévénement {G" < G} on a Y # 0, et de méme Ygr # 0 sur {G < G}; dou
]l{ycrﬁéa} Yoo + ]l{ycr;é(‘)} I 2> ]l{Gr<G}E°° + ]l{G<Gr}2°T° 2 ]I{G¢Gr}(2°° A Zc:o) .
Mais G et G", derniers zéros des martingales Y et Y7, évitent les temps d’arrét et
a fortiori les v. a. mesurables pour 7. On peut donc leur appliquer le lemme 4,

et, sur événement {G=G"}, on a G = oo, donc Yo, = 0. Ceci entraine
Iig=cr}(Zoo A Z3,) = 0, I'inégalité ci-dessus se simplifie en

Ly 8} Zoo + Wiy 28} Zao = Foo N 2y
et la minoration de §(Yoo, YZ) devient

NE[6(Yoo, YI)] > (n—2) E[ 5o A 5.1 .

Prenons maintenant r = r, = 1 — % et faisons tendre k vers l'infini. Pour

presque tout w, X"*(w) tend vers X (w) dans 'espace S = C(Ry,R) muni de la
convergence uniforme sur les compacts, coordonnée par coordonnée; le corollaire 2
permet d’affirmer que chaque v. a. U € I°(%,) est la limite en probabilité des
U (U); en particulier, Y* tend vers Yo, et T3k vers Yoo; Yo A X7% tend donc
vers Yoo. Comme tout le monde est borné, les convergences ont lieu dans L', et
Pinégalité ci-dessus, écrite pour chaque ri, devient & la limite

0> (n—2)E[Zs] -

Puisque Y est une martingale-araignée multiple, n—2 est strictement positif. On a
donc E[Zs] €0, d0olt o = 0, C’est-a-dire Y, =0, et Y est identiquement nulle. i

3. Application aux temps honnétes

La premiére application que nous allons donner du théoréme 2 est la réponse a
une question soulevée dans [4] : si L est la fin d’un ensemble optionnel dans une
filtration brownienne, la tribu 7 , ne peut pas étre beaucoup plus grosse que F .
Les définitions qui suivent nous permettront d’énoncer ceci de fagon précise. Si
(92, A,P) est un espace probabilisé, la dimension de I'espace vectoriel °(Q, A,P)
est aussi le nombre maximal de valeurs différentes que peut prendre une v. a., ou
encore le nombre maximal d’événements non négligeables et deux-a-deux disjoints. Si
maintenant B est une sous-tribu de A, ces équivalences subsistent conditionnellement
a B, c’est-a-dire en considérant comme constantes les v. a. mesurables pour B; la
dimension devient alors elle-méme une v. a. mesurable pour B; elle est introduite
ci-dessous sous le nom de multiplicité conditionnelle de A par rapport & B.

DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Pour A € A,
nous noterons A| 4 la tribu trace {B € A: B C A} de A sur A.

Nous appellerons Q Uensemble de toutes les partitions finies et mesurables de
(0, A,P). Pour Q € Q, |Q| est le nombre d’éléments de Q; si B est une sous-tribu
de A, lévénement Sp(Q) = {VA€Q P[A|B] > 0} sera appelé le support de Q@
relatif & B ; cet événement est dans B, il est défini & un négligeable pres.
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La multiplicité conditionnelle de A par rapport & B est la variable aléatoire définie
presque partout, mesurable pour B et ¢ valeurs dans N* U {oo}

Mult[A|B] = esssup |Q| 1s,(q) -
Qe

La quantité déterministe ||Mult[A|B]||c = inf{n: Mult[A|B] <np.s} < oo est
introduite dans [4] et désignée par mult [A|B]; nous ne l'utiliserons pas.

PROPOSITION 9. — Soient (2, A,P) un espace probabilisé et B une sous-tribu de A.
a) On a Mult[A|B] > 1; l’égalité Mult[A|B] =1 a lieu si et seulement si A = B.
b) Soit n un entier non nul. Pour que Mult[A|B] < n p. s, il faut et

il suffit que, pour tous événements Aj,...,Ant+1 deux-d-deur disjoints, on ait

P[AllB] P[An+1|B] =0 p. s.

c) Si l’on remplace P par une probabilité équivalente, Mult[.A|B] ne change pas.
Soient P’ une probabilité absolument continue par rapport & P, et A’ et B’ les
complétées pour P’ des tribus A et B. Si, a l'aide de P, on définit Mult'[A’'|B']
presque partout pour P', alors Mult’'[A'|B'] < Mult[A|B] p. s. pour P'.

REMARQUE. — L’inégalité dans le c) peut étre stricte. C’est par exemple le cas si Q = {1, 2},

A=P),B={9,0},P = %(el+€2) et P’ = ¢1. On a alors Mult[A|B] = 2 p.s. pour P,

mais Mult/[A’|B'] =1 p.s. pour P’.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 9. — b) Par définition de Mult[.A|B], on a

Mult[A|B] < n p. s. si et seulement si, pour toute partition mesurable @,

Ql>n = J]PlAIB]=0 p.s.
AeQ

Mais une partition plus fine que @ a un support plus petit, donc ceci équivaut a

(*) Ql=n+1 = HP[A|B]=O p. s.

AeQ
Si Ay,...,An, Ans1 sont des événements deux-a-deux disjoints, ou bien 'un d’eux
est vide, ou bien (A4, ..., An, A’) est une partition, ou A’ désigne (4;U...UA,)°. La
condition ci-dessus peut donc se réécrire

A1,y Anp1 €A e
— J[PlAIBI=0 p.s.
AmAj=®pourz';ej} 1;11 [AdB] =0 p-s

et le b) est démontré.

a) Prenant @ = {Q} dans la définition, on obtient Mult[A|B] > 1 p. s. On a
donc Mult[A|B] = 1 si et seulement si Mult[.A|B] < 1, et la condition (x) ci-dessus
donne pour n = 2

Mult[A|B] =1 p.s. <= VAe A P[AB]P[A*|B] =0 p.s.
Mais si P[A|B]P[A4°|B] =0, on a A C {P[A|B] > 0} C {P[A%|B] =0} C A p. s,
d’olt A € B. Réciproquement, si A € B, alors P[A|B]P[A€|B] = 0; le a) est établi.
c) Pour tout A € A, {P[A|B] > 0} est le plus petit événement (modulo les
négligeables) qui soit dans B et qui contienne A; il reste donc invariant lorsque ’on

remplace P par une probabilité équivalente. Il en va de méme de Sg(Q), puis de
Mult[A|B].
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Si maintenant P’ est une probabilité absolument continue par rapport 3 P, pour
montrer que Mult’[A'|B’] < Mult[A|B] p.s. pour P/, on peut, quitte & remplacer
P’ par une probabilité équivalente, supposer que P’ est la probabilité conditionnelle
P[ |C] pour un événement C' € A non négligeable. On a alors

A={AcQ: AnCeA} e B ={BcQ:3BeBBNC=BNC}.

Nous devons établir que, si Q' = (A],...,A}) est une partition de Q mesurable
pour A’, alors |Q’ |]13;3,(Q:) < Mult[A|B] p. s. sur C, ou encore

|Q1s;,(@)nc < Mult[A|B] p.s.

Si P[A,NC] = 0 pour un 4, alors P'[A]] = 0, Sk (Q’) est négligeable et le premier
membre est nul. Nous pouvons donc supposer P[ANC] > 0 pour tout i. Dans ce
cas, @ = (AINC, ..., Aj,_,NC, AL, UC*®) est une partition mesurable pour A, et il nous
suffit de montrer que Si (Q') N C C S(Q) p. s., ou encore que, pour tout A € A,

{P'[AIB'] >0}nC c {P[A|B] >0} p.s.

/
Or sur C (qui est dans B'), on a P'[A|B'] = E—EE—E% =P[A|B'] p. s., et il suffit
de vérifier que {P[A|B'] >0} C {P[A|B] > 0} p. s. Mais {P[A|B] > 0} est un
événement de B’ (car B D B) qui contient A; il contient donc aussi {P[A|B'] > 0}.

La définition de la multiplicité conditionnelle présente une grande part d’arbitraire :
aux nombreuses caractérisations de la dimension d’un espace vectoriel correspondent toute
une famille de définitions équivalentes des multiplicités conditionnelles. Ceci fait 'objet des
propositions 9, 10 et 11 ci-dessous, qui devraient étre évidentes. Lorsque 2 est suffisamment
bon, il admet une désintégration réguliére mesurable pour B (voir par exemple Halmos [9] ),
et Mult[A|B](w) est simplement le nombre d’éléments de ’espace probabilisé qui constitue
la fibre associée 3 w; ceci raccourcit considérablement les démonstrations. Dans le cas général
(ot nous nous plagons), il n’y a pas de désintégrations réguliéres, et I'on doit se contenter
des espérances conditionnelles; les démonstrations sont alors élémentaires, mais longues et
ennuyeuses.

LEMME 5. — Soit n 2 1. Si P|Mult[A|B] > n] > 0, il eziste Q € Q tel que |Q| =n et
que Sp(Q) = {Mult[A|B] > n} (modulo les négligeables).

DEMONSTRATION. — Appelons By 1’événement {Mult[A|B] > n}. Il existe une partie
dénombrable R de Q telle que URe’R Sg(R) D By, p. s. et |R| 2 n pour tout R € R; on a
donc U RER Sp(R) = Bp, p. s. Il existe des événements E(R) € B deux-a-deux disjoints tels
que E(R) C Sg(R) p. s. et URG‘R E(R) = By, p. s. Pour chaque R € R, soit {AF, ..., AR}
une partition 3 n éléments, moins fine que R, et donc de support plus gros : P[AR|IB] >0
p. s. sur E(R). Lorsque % décrit {1,...,n}, les événements CR = AF N E(R) forment une
partition de E(R), et les événements D; = U RER CiR forment une partition de By,. Puisque
V'on a D;NE(R) = CR = ARNE(R), sur E(R) on peut écrire P[D;|B] = P[Af}|B] > 0, d’ou
P[D;|B] > 0 sur By. Les événements D1UB,, D2, ... , Dn forment une partition Q € Q
telle que |Q| = n et Sp(Q) D Bn p. s., donc Sp(Q) = Bn p. s. [ |

PROPOSITION 10. — Soient B une sous-tribu sur (Q, A,P), B un événement de B et n un
entier non nul. Les assertions (i) a (iii) ci-dessous sont équivalentes :

(i) Mult[A|B] =n sur B;

(ii) il eziste des événements Ai,..., An deuz-a-deuz disjoints et de réunion B, tels que
P[A;|B] >0 sur B et que A|g = B|gVo(A1,...,An);

(iii) il existe des variables aléatoires Yi,...,Yn telles que, pour toute variable aléatoire X,

il existe un unique vecteur aléatoire (v1,...,vn) mesurable pour B et vérifiant v; = 0 sur
B¢ et X =ZviYi sur B.
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PROPOSITION 11. — Soient B une sous-tribu sur (2, A,P), B un événement de B et n un
entier non nul. Les assertions (iv) & (viii) ci-dessous sont équivalentes :

(iv) Mult[A|B] 2 n sur B;

. (v) 4l existe des événements Ai,...,An deuz-d-deux disjoints, de réuniton B et tels que
P[Ai|B] >0 sur B;
(v') il existe des événements Ai,..., An deuz-d-deur disjoints et tels que P[A;|B] > 0
sur B;

(vi) il existe une variable aléatoire X et n variables aléatoires ui, ..., un mesurables pour B,
vérifiant u; # uj p. s. sur B pour i #j et P[X =u;|B] >0 sur B;

(vii) 4l existe des variables aléatoires Y1,...,Yn telles que pour toutes variables aléatoires

v1,...,Un mesurables pour B et vérifiant ZUiYi =0p.s sur B,onait v =...=vp =0
p. s. sur B; i
(viii) a toutes variables aléatoires Z1, ...y Zn—1 on peut associer une variable aléatoire

X telle que, pour toutes variables aléatoires wi,...,wn—1 mesurables pour B, on ait
P[X # Y wiZ|B] >0 sur B.

i
PROPOSITION 12. — Soient B une sous-tribu sur (Q, A,P), B un événement de B et n un
entier non nul. Les assertions (ix) a (xiv) ci-dessous sont équivalentes :

(ix) Mult[A|B] € n sur B;

(x) il existe des événements Ai,...,An deuz-d-deux disjoints, de réunion B et tels que
Aig = BlBVU(AI» v Ap);

(xi) pour tous événements Ai,...,Ant1 inclus dans B et deuz-d-deuz disjoints, on a
P[A1|B] ...P[Ap41|B] =0;

(xii) pour toute variable aléatoire X il existe des variables aléatoires ui, ..., un mesurables
pour B et telles que (X—u1)...(X—un) =0 p. s. sur B;

(xiii) 4l existe des variables aléatoires Y1,..., Yy telles que, pour toute variable aléatoire X,
on ait X = ZviYi p. s. sur B pour des variables aléatoires vi,...,vn mesurables pour B;

K
(xiv) pour toutes variables aléatoires Zi, ..., Zny1, il y a un vecteur aléatoire (w1, ..., Wn+1)
mesurable pour B tel que, p. s. sur B, on ait EwiZ,- =0 et (w1,...,wn+1) # (0,...,0).
1

REMARQUE. — Dans les assertions (ii) et (v), la condition P[A;|B] > 0 sur B assure en
général que les A; ne sont pas vides; ils forment donc une partition. Mais il y a une exception :
quand B est négligeable, les A; ont le droit d’étre vides; c’est d’ailleurs toujours le cas quand
B est lui-méme vide, et les énoncés deviendraient faux si l'on y exigeait des partitions
(2 moins de supposer partout P[B] > 0). C’est pour la méme raison que I’hypotheése
P[Mult[A|B] Sn] > 0 est introduite dans le lemme 5; quand elle n’est pas satisfaite, le
lemme reste vrai & condition d’autoriser les partitions & avoir des éléments vides — ce qui
n’affecte d’ailleurs aucunement la définition de Mult[.A|B], puisque le support relatif & B
d’une telle « partition » est négligeable.

DEMONSTRATION DES TROIS PROPOSITIONS 10, 11 ET 12. — La structure logique de la
démonstration est simple : nous allons montrer

(i) = (ii) = (iii) = (1);

(iv) & (v) & (v)) = (vi) = (vii) = (viii) = (iv);

(x) = (xii) = (xiv) = (xi) = (ix) = (xiii) = (ix) = (x).
Malheureusement, la structure chronologique sera moins simple, car certaines de ces impli-
cations font appel & d’autres, que nous devrons donc avoir démontrées antérieurement, sous
peine de nous égarer complétement.

(iv) & (v) & (V). Si (iv) a lieu, Mult[A|B] 2 n sur B, et le lemme 5 donne une
partition Q = {C1,...,Cn} € Q telle que Sp(Q) D B. Posons A; = C;NB. Sur B, on a
P[A;|B] = P[C;i|B] > 0, et (v) est établie. L’implication (v) = (v’) est triviale. Supposons
maintenant (v’) vérifiée. Les événements C, = (A2U...UAR)°, C2 = Ag, ..., Cn = Ap forment
une partition Q telle que |Q| = n et Sp(Q) D B, donc Mult[A|B] > nlp, d’ou (iv).
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(i) = (ii). Supposons Mult[A|B] = n sur B. Nous venons voir que (iv) entraine (v);
il existe donc des événements Ay, ..., A disjoints et de réunion B tels que P[A;|B] > 0
sur B. Il reste & montrer que Ajg = B|gVo(Ai,..., An). Soit D un événement inclus dans
A; pour un certain i; on a 0 < P[D|B] < P[4;|B]. Sur B’ = {0 < P[D|B] < P[4;|B]},
on a a la fois P[D|B] > 0, P[A;—D|B] > 0 et P[4;|B] > O pour tout j # i.
L’implication (v’) = (iv) vue plus haut, appliquée & B’ et & n+1, fournit Mult[A|B] > n
sur B'; comme B’ C {P[D|B] >0} C B, I'hypothése (i) donne P[B’] = 0. On a donc
{P[D|B] > 0} = {P[D|B] =P[A;|B]}; soit B" cet événement, qui est dans B. En prenant
la trace sur A; de I'inclusion

D C {P[D|B] > 0} = B” = {P[A;~D|B] = 0} = {P[DUA|B] = 1} C DUAS,

on obtient D = B’’NA;, ce qui montre que D est dans la tribu B gVo(A;), et a fortiori dans
B BVa(Al, ..y An). Si maintenant C est un événement quelconque inclus dans B, c’est une
union finie d’événements chacun inclus dans un A;, il est donc aussi dans B, gVo(A1,..., An);
ceci établit (ii).

(x) = (xii). Soient Aj, ..., An des événements deux-a-deux disjoints, de réunion B et tels
que Ajp = B|gVo(A1, ..., An). L’ensemble de toutes les v. a. X vérifiant X 1p = Zu,’]lAi,
ol ui, ..., un sont mesurables pour B, est un espace vectoriel réticulé et stable par limites pres-
que stires de suites (si X* converge p. s. et Xk 1 = Zuf 14,, poser u; = lg lim sup,, uf),
il est donc de la forme I9(£2, C,P) pour une certaine une sous-tribu C de A. Cette sous-tribu
contient les indicatrices des A; et toutes les v. a. X telles que X 1 soit mesurable pour B;
elle contient donc A 5. et B|gVo(A1, ..., An). L’hypothése (x) donne C = A, toute v. a. X
vérifie X g = ZuiﬂAi, et (xii) en découle.

(ii) = (iii). L’hypothese (ii) nous fournit des événements Aj, ..., Ay, deux-a-deux disjoints,
de réunion B, vérifiant P[A;|B] > 0 sur B et Az = BjgVo(Ar,..., An). Nous allons
montrer que les v. a. Y; = 14, vérifient la condition (iii). La démonstration de (x) = (xii)
vue ci-dessus permet d’associer & toute v. a. X des uj,...,un mesurables pour B et tels
que X 1g = Zui]l A;; on peut évidemment imposer en plus aux u; d’étre nuls hors de
B. Il ne nous reste qu’a montrer I'unicité des u;. Si des v; vérifient les mémes conditions,
on a E(ui—vi) 14, = 0; comme les A; sont disjoints, cela entraine A; C {u;j=v;}, puis
P[A;|B] € Plu;j=v;|B] = ]l(ui:vi}. Sur B, on a P[A;|B] > 0, d’ol u; = v;.

A ce stade de la démonstration, nous savons déja que (i) = (ii) = (iii). L’implication
(i) = (iii), qui, sous une hypothése de multiplicité constante, fournit une « base condition-
nelle » du module I?(A) sur 'anneau I?(B), nous sera précieuse pour la suite. Nous allons
maintenant établir la proposition 11, par la voie directe : (v) = (vi) = (vii) = (viii) = (iv).

(v) = (vi). Prendre X = 14, + 214, +... +nly, et u; =1.

(vi) = (vii). Prendre Y; = 1{x—y,}- Si Z’Uz’Yi = 0 p. s. sur B, les v. a. suivantes
sont p. s. nulles sur B : v;Iyx—y,}, PUis Ly, 20} Lix=u;}» Lv, 20} P[X=wi|B], 1(y, 20}, et
finalement v;.

(vii) = (viii). Fixons un vecteur aléatoire Z = (Z1, ..., Zn—1). Pour toute v. a. X, appelons
R(X) la réunion essentielle

R(X) =| Jess {P[X =wz|B] =1},

ou u décrit tous les vecteurs aléatoires (ui,...,un—1) mesurables pour B. On peut écrire
R(X) = U kEN RF ot les R¥ sont dans B, deux-a-deux disjoints, et tels qu’il existe des vec-
teurs aléatoires u* vérifiant P[X = u*-Z |B] = 1 sur R*. Le vecteur aléatoire u = Y lgx u*
vérifie P[X = u-Z|B] = P[X =u*.Z|B] = 1 sur R*, donc P[X = u-Z|B] =1 sur R(X),
et 'union essentielle ci-dessus est atteinte pour un w.

En appliquant ceci aux v. a. Y; données par ’hypothése (vii), nous obtenons des vecteurs
u; € R*1 tels que, pour chaque i, on ait R(Y;) = {IP[Y, =u;-Z|B] = 1}. On a a fortiori
Y; = ui-Z p. s.sur R(Y;), et, sur lintersection R = ﬂi R(Y;), on peut écrire Y; = Zuka
pour tout i € {1,...,n}, ol les uf forment les coefficients d’une matrice aléatoire U, mesurable
pour B, & n lignes et n—1 colonnes.
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Soit a une application borélienne qui & toute matrice m de dimensions nx(n—1) associe
un vecteur ligne non nul v & n éléments tel que vm = 0.

Posons V = a(U) et appelons v, ...,vn les éléments de V'; ce sont des v. a. mesurables
pour B. Sur R, on a ZUiYi = 0; ’hypothése (vii) donne v;1g = 0 p. s. sur B. Comme
V' # 0 par définition de a, il en résulte que P(B N R) = 0. Ceci signifie qu’il existe une v. a.
I mesurable pour B, & valeurs dans {1,...,n} et telle que BN{I=4} C R{. La propriété (viii)
a lieu avec X = Y7. En effet, soient wy, ..., wp—1 mesurables pour B. Par définition de R;,
on a P[Y; =w-Z|B] < 1 sur R{, donc aussi P[Y; # w-Z|B] > 0 sur R{. Sur BN {I =1},
qui est inclus dans Rf, on peut donc écrire P[Y] # w-Z |B] = P[Y; # w-Z|B] > 0; on en
tire P[Y7 # w-Z |B] > 0 sur B.

(viii) = (iv). Nous supposons donc (viii). Pour tout k < n, soit Bj l’événement
{Mult[A|B] = k}. L’implication (i) = (iii) appliquée avec k et Bj donne une « base »
{Y1,..., Yx}. Appliquant I’hypothese (viii) aux n—1 v. a. Y3,...,Y%,0,...,0; on obtient un
X tel que P[X#w1Y1+...4wiY) |B] > 0 sur B pour tous wi, ..., wy mesurables pour B.
La propriété (iii) vérifiée par les Y permet de construire vi, ..., v mesurables pour B tels
que le X obtenu ci-dessus vérifie X = ZviYi sur Bi. En prenant alors w; = v; dans la
propriété satisfaite par X, on obtient P[X# ZviYi|B] > 0 sur B. La comparaison de ces
deux relations donne P[BNBy] = 0, et (iv) est établie.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 11; nous passons maintenant a la
proposition 12. L’implication (x) = (xii) a été démontrée plus haut; nous allons montrer
successivement (xii) = (xiv) = (xi) = (ix) = (xiii) = (ix) = (x).

(xii) = (xiv). Posons E = R™t1; soient o une bijection bimesurable de E dans R
et a une application borélienne de E™ dans E telle que, pour tous ej,...,en, dans E,
a(ei,...,en) soit non nul et orthogonal & chacun des e;. Si Z est un vecteur aléatoire
a valeurs dans E, 'hypothése (xii) appliquée & la v. a. X = «(Z) donne ui,...,un
mesurables pour B et telles que l'on ait Z € {a~lui,...,a”lus} p. s. sur B. Le vecteur
(w1, ey Wnt1) = a(@"tu1,...,a”luy) est mesurable pour B, p. s. non nul, et orthogonal &
Z p. s. sur B.

(xiv) = (xi). Soient Ay, ..., Ant+1 des événements inclus dans B et deux-a-deux disjoints.
L’hypothése (xiv) appliquée aux indicatrices des A; donne wi, ..., wp41 mesurables pour B,
telles que B C Ui {w; # 0} et vérifiant Zi w;1g;, =0 p.s. Sur {w; #0},ona ly, =0
d’ott P[A;|B] = 0; on a donc ]__L P[A;|B] =0 sur B.

(xi) = (ix). Soit Q = {Ai,..., A} une partition mesurable de Q telle que |Q| =k > n.
Les événements A, = A;NB sont inclus dans B et deux-a-deux disjoints; en leur appliquant
I’hypothése (xi), on obtient P[A]|B]...P[A] ,,|B] = 0, donc P[A:|B]...P[An+1|B] =0
sur B; en conséquence, P[Sp(Q) N B] = 0. Ainsi, seules les partitions vérifiant |Q| < n

peuvent avoir un support rencontrant B, et Mult[A|B] < n sur B.

(ix) = (xiii). Nous supposons Mult[.A|B] < n sur B, donc B est la réunion des événements
By = BN {Mult[A|B] = k} ol k décrit {1,...,n}. Pour chaque k, appliquons (i) = (iii) a
P’entier k et a I’événement By ; on obtient des v. a. Ylk, vy Y,f telles que toute v. a. X vérifie
X = Zisk 'valk sur By. Pour 1 € ¢ < n, posons Y; = Zk;i Yik]lBk et v; = Zk)i vf]lBk.
L’égalité X = ZviYi est en vigueur sur chaque By, donc sur B, et (xiii) a lieu.

(xiii) = (ix). Soient Yi,...,Yn donnés par I'hypothése (xiii); nous allons montrer que
Pévénement B’ = {Mult[A|B] > n} ne rencontre pas B. Par (iv) = (viii) appliqué a
B’, a n+1 et aux Y;, il existe X tel que, pour tous wi, ..., wn mesurables pour B, on ait
P[X # ZiniIB] > 0 sur B’. Mais I’hypothése (xiii) donne v, ...,vn tels que X = Z'UiYi
p. s. sur B; comme on doit aussi avoir P[X # 2 v;Y;|B] > 0 sur B’, la comparaison ce ces
deux relations impose P[BNB’] = 0.

(ix) = (x). Nous supposons Mult[.A|B] < n sur B; B est donc la réunion, lorsque k décrit
{1,...,n}, des événements By, = BN{Mult[.4|B] = k}. En appliquant & k et By 'implication
(i) = (i), on obtient pour chaque k des événements A’l"', ...,Az deux-a-deux disjoints, de
réunion By et tels que AlBk = B|Bk Va(Ai-", 1<i<k). Les événements Ay = Aﬁu...UAL', sont
deux-a-deux disjoints et ont pour union B. La tribu B, BVa(Al, ...;An) sur B contient tous
les A;NBg = A{F, donc tous les ¢vénements de A| By et donc aussi toute la tribu A, 5.
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Ceci achéve d’établir la proposition 12; il ne manque plus que la proposition 10, et plus
précisément (iii) = (i), la seule implication non encore prouvée. Mais (iii) est la conjonction
des deux assertions (vii) et (xiii), cette derniére traduisant I'unicité des coefficients v;.
Supposant (iii), on a donc (vii) et (xiii), qui, nous 'avons vu, entrainent respectivement
(iv) et (ix), d’ott Mult[A|B] = n sur B. [ |

DEFINITION. — Si F est une filtration et T une variable aléatoire & valeurs dans
[0,00], les tribus % et Ky sont ainsi caractérisées : une variable aléatoire U est
mesurable pour F (respectivement %) si et seulement s’il existe un processus
optionnel (respectivement progressif) V, défini sur [[0,00]), tel que U = V.

N

Il est bien connu que la continuité & droite des filtrations s’étend aux temps
d’arrét : on a Fry = Fr pour tout temps d’arrét T. Nous allons nous intéresser a
une classe de temps aléatoires ne partageant pas cette propriété, les temps honnétes,
introduits par P.A. Meyer, R.T. Smythe et J.B. Walsh dans [15].

DEFINITION. — Une wvariable aléatoire L d valeurs dans [0,00] est un temps
honnéte pour une filtration F s’il existe pour chaque t > 0 une variable aléatoire
¢; mesurable pour F et telle que L =, sur {L < t}.

Les temps honnétes jouent un role important dans la théorie du grossissement
progressif d’une filtration; nous n’aborderons pas cet aspect.

Leurs principales propriétés sont rappelées, pour référence ultérieure, dans la
proposition ci-dessous; nous n’en démontrerons que les parties triviales, le reste
sera admis. Le a) caractérise les temps honnétes comme étant les fins des ensem-
bles optionnels (ou progressifs, c’est équivalent puisque I'adhérence d’un ensemble
progressif est optionnelle).

PROPOSITION 13. — a) Pour qu’une variable aléatoire L - valeurs dans [0, 00] soit
un temps honnéte, il faut et il suffit qu’il existe un ensemble optionnel T' C Ry xQ tel
que l'on ait L(w) = sup {t : (t,w) € T'} pour tout w (avec la convention sup@ = 0).

b) Soit L un temps honnéte pour une filtration F.
Si T est une variable aléatoire telle que L 7 < 00, ona K, C F%.
La suite des tribus F +1n est décroissante et sa limite est JF; 4

Si L et L' sont deux temps honnétes tels que L L', on a F + CHy-

¢) On suppose que toutes les martingales de F sont continues (ceci revient & dire
que tous les optionnels sont prévisibles). Dans F, soient L un temps honnéte et M
une martingale uniformément intégrable. Pour que E[My|F] = 0 p. s., il faut et
il suffit que M =0 p. s.

REMARQUE. — Le b) dit que pour L honnéte, %, 4 est la limite des % | /n Ceci peut étre
précisé par les théorémes-quotient, qui permettent de calculer explicitement, & l’aide de
projections optionnelles, les espérances conditionnelles par rapport a %, , ; voir [2] et [3] .

DEMONSTRATION. — a) C’est le théoréme XX-13 de Dellacherie-Maisonneuve-
Meyer [7].

b) Soient L un temps honnéte et 7 une variable aléatoire vérifiant L < 7 < oo.
Pour U € I?°(%), il existe un processus optionnel borné O, défini sur [0, co] et tel
que Op, = U. Mais L est la fin d’un ensemble optionnel I', que ’on peut supposer
fermé dans [0, 00] (voir le théoreme IV-89 de Dellacherie-Meyer [6]). Le processus
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O’ défini par O} = Ogyp (rno,¢]) est optionnel (si O est adapté et continu a droite,
O’ aussi; le cas général s’en déduit par classes monotones). Comme O’ = U sur
[L,00], ona U = O; € % et ceci montre que /; C F.

Chaque L+1/n est un temps honnéte, car, sur {L+1/n < t}, L+1/n est égal a une
v. a. mesurable pour F;_ys,. La croissance, vue plus haut, de L — F; entraine que
les tribus % |, /n décroissent; il reste & démontrer que la limite est 7 _ . L’inclusion
e CH +1n résulte immédiatement de ce que, si X; est un processus progressif,
X (t—1n)+ €St optionnel pour la filtration constante par intervalles F{ = Fins)/n €t
a fortiori pour F, qui est plus grosse. Enfin, pour avoir I'inclusion dans I'autre sens,
N F1m C Fp4» 1l suffit d’établir que si (X™) est une suite uniformément bornée
de processus progressifs, limsup,, X?+1/n est progressif. Or il est clair que cette limite
supérieure est progressive pour la filtration plus grosse (F;1yx); et 'intersection des
tribus progressives des filtrations (¢4 1) est la tribu progressive de F par le lemme
de Lindvall-Rogers (voir 'appendice de [4]).

Enfin, l'inclusion ;| C %, résulte facilement de ce qui précede, en passant &
la limite dans Jihll_ C ]—i,+%.

c) Cela résulte aussitot du théoreme XX-35 de Dellacherie-Maisonneuve-Meyer
[7]; voir aussi [1]. ]

LEMME 6. — Soit L un temps honnéte pour une filtration F; on suppose que
toutes les martingales de F sont continues. Appelons J la projection optionnelle de
IpL,cop (elle est cadlag), J- le processus des limites a gauche de J, K l’ensemble
aléatoire {J_ =0} et Gy la v. a. sup (KN[0,1]).

(i) Si U est une variable aléatoire mesurable pour F; et V un processus progressif
(défini sur [0,00]) tel que Vi = U, le processus Hy = l¢xyVa, est Vunique
processus optionnel nul sur K et égal ¢ U sur |L,oo[[. L’application O :U — H
ainsi définie est linéaire, positive et préserve les produits.

(ii) Si U est dans L}N(F, ) et vérifie E[U|F ] =0, la martingale E[U|F:] est égale
au processus O(U),J;— ; elle est nulle a l'origine.

(iii) Etant donné n > 2, soient Ai,...,An des événements de ¥ . deux-d-deux
disjoints ; soit B Uévénement {Vi€ {1,..,n}, P[Ai%] >0}, qui est dans F.
Pour 1 < i< n, posons

i _ nA,ﬂB O .
U = PlAE] (avec O_0).
On a E[UY|%] = 1p. Les n processus O(U*)J- sont les composantes d’une

martingale-araignée uniformément intégrable, issue de 'origine et de multiplicité n.

DEMONSTRATION. — La projection optionnelle J de 1z oo est le processus adapté
et cadlag vérifiant Jrllr<o} = P[L < T < oo|Fr] pour tout temps d’arrét T'; avec
la convention Jo— = 0, on a aussi Jr_Iircoy =P[L <T < oo|Fr] (car Fr = Fr—
et tous les optionnels sont prévisibles), et AJrlirceoy = P[L =T < oo|Fr]. En
particulier, les sauts de J sont positifs. Le processus J est une sous-martingale
bornée, et sa limite & 'infini est Joo = N{1<c0}-

Positif et & sauts positifs, J ne peut s’annuler lors d’un saut, et {J = 0} est inclus
dans {J_ = 0}; 'ensemble K = {J_ = 0} est donc un fermé optionnel. Pour tout
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temps d’arrét T, on peut écrire
[TlcKkK < JT—]I{T<oo}:0 =4 P[L<T<OO|.7:T]=0
& P[L<T<ox]=0 & [T]c[o0,L];

en conséquence, par le théoréme de section, tout ensemble optionnel inclus dans
[0, L] est inclus dans K.

En outre, K est lui-méme inclus dans [0, L] (c’est ici qu’intervient ’honnéteté
de L; c’est d’ailleurs comme cela que 'on construit I' dans la proposition 13 a; voir
[7], XX-13); K est donc le plus grand optionnel inclus dans [0, L], et L est aussi la
fin de K. La formule G; = sup (K N [0,¢]) définit un processus croissant, continu a
droite; on a L = G et, pour tout temps d’arrét T, on a aussi L = G sur {L < T}.

(i) Pour € > 0, le processus 1(¢>G,+¢) Ve, est adapté et continu & droite, donc
optionnel; a la limite, 1;5¢,} Ve, est optionnel. Enfin, Ui¢x}Va,, qui est égal a
¢y Lie>c.3 Ve, » est lui aussi optionnel.

Pourt > L,ona Gy = Lett ¢ K, donc H; = U. L’unicité de H vient de ce
que deux processus optionnels égaux sur ]JL, oo different sur un optionnel inclus
dans [[0, L], donc dans K. Elle entraine que O préserve les relations boréliennes 2
un nombre quelconque d’arguments, en particulier la linéarité, la positivité et les
produits.

(ii) Supposons U € I} (%, ) et E[U|£] = 0. Soit T un temps d’arrét fini. Si z est
dans [*°(Fr), le processus Z = zll[7,.] est optionnel, la v. a. 2>y = Zt
est dans [*°(7) et, puisque E[U|%] = 0, E[Uzlz5>73] = 0. On en déduit
E[Ulir>1y|Fr] = 0, ce qui permet d’écrire, avec la méme notation V qu'en (i),

E[U|Fr] = E[UL 1<y Fr] = E[VL e}l Fr] = E[Var Nper} | Fr]
= Ve, P[L<T|Fr] = Vg, Jr— = O(U)pJr- .

Ceci établit que le processus O(U),J;- est la martingale E[U|F;]; sa valeur initiale
est E[UI%] = E[E[UI%]1%] = 0.
(iii) Les U* vérifient

. 1
EIU1%] = L taizi>o) prazy PLANBIA] = Lietaizi>o) 1s = 15

en particulier, U* € L}(#; , ). Posons H* = O(U").

Soit U = {1, ..., U} un systeme de n vecteurs de somme nulle engendrant un
espace de dimension n—1. Posons U=YUld;et H=Y H'd;. Le vecteur aléatoire
U vérifie E[U|.7-'] = S 1pd; = 0. Le (ii) permet d’affirmer que Y = HJ_ est la
martingale issue de l'origine E[U |F¢]. De plus, pour ¢ # j, on a A;NA; = & par
hypothese, d’ott U*UJ = 0; cette propriété et la positivité des U* se transferent
par O, donnant H? > 0 et H*HJ = 0, et Y est ainsi une martingale-araignée de
multiplicité n, & valeurs dans la toile {\i@;, A>0, 1<i<n}. |

DEFINITION (empruntée & [4]). — La multiplicité de scindage d’une filtration F est
le plus petit entier n tel que Mult[F; | |% ] < n pour tout temps L honnéte pour F ;
elle est infinie s’il n’existe aucun tel entier. On la note Sp Mult (F).

On a donc 1 € SpMult (F) < oo, et SpMult (F) < n si et seulement si
Mult[# | |# ] < n pour tout temps honnéte L.
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PROPOSITION 14. — On suppose que, sur l’espace probabilisé filtré (Q, A,P,F),
toutes les martingales sont continues. Soit n > 1 un entier. Il y a équivalence entre
les quatre conditions suivantes :

(i) toute martingale-araignée de multiplicité n+1, bornée et issue de lorigine est
nulle ;

(i) toute martingale-araignée de multiplicité n+1 est nulle a partir de son premier
2€ro;

(ii) tout temps honnéte L vérifie Mult[F |F] < n;

(i") SpMult (F) < n.

Pour n = 1, la condition (i) dit que toute martingale (usuelle) bornée issue
de Dorigine est nulle. Ceci se produit si et seulement si j = %, c’est-a-dire
si et seulement si la filtration est constante. Les filtrations constantes sont donc
caractérisées par la relation Sp Mult (F) = 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 14. — L’équivalence entre (ii) et (ii’) ne fait
que rappeler la définition de Sp Mult (F).

(i) = (i’). Supposant (i), on en déduit par arrét que toute martingale araignée
de multiplicité n+1 et issue de 'origine est nulle; puis la condition (i’) s’obtient
en remarquant que, si Y est une martingale-araignée de premier zéro T', alors
Y I[rcof = f 17,00 dY est, sur la méme toile et dans la méme filtration, une
martingale-araignée, nulle & 1'origine et égale 3 Y sur [T, 00[.

(") = (ii). L’hypothese entraine que toute martingale-araignée de multiplicité
n+1 et issue de l'origine est identiquement nulle. Considérons un temps honnéte
L. Soient Ay, ..., Ant1 des événements dans % , et deux-a-deux disjoints; appelons
B P'événement {Vi € {1,..,n+1}, P[A;]%]>0}. Le (iii) du lemme 6 fournit une
martingale-araignée Y de multiplicité n+1, issue de I'origine et dont les composantes
Y vérifient E[Y|% ] = 1p. L'hypothese (i’) donne Y = 0. Il en résulte E[Y,] = 0,
c’est-a-dire P[B] = 0, et Mult[%  |% ] < n par la proposition 9 b). Comme L est
arbitraire, (ii) est établie.

(ii) = (i). Supposons (ii) vérifiée, et soit Y une martingale-araignée de multiplicité
n+1, issue de l'origine et bornée (donc convergente). Pour montrer que ¥ = 0,
considérons le temps honnéte L = sup{Y = 0}. En notant Y* les composantes
de Y, les n+1 événements A, = {YZ >0} sont deux-a-deux disjoints et dans
% .- En utilisant Phypothese Mult[# ,|%] < n, la proposition 9 b) fournit
[1.P[Au|A] =0, et la réunion des n+1 événements B, = {P[AL|F] =0} a
probabilité 1. Mais, par ailleurs, la martingale Y*—Y" est nulle a I'instant L, donc
E[YX-YZ|%] = 0 par la proposition 13 c); et sur By, on a E[Y%|% ] = 0, d’ou
E[YZ|%A] =0 et P[A,|F] = 0; ceci montre que B, C B,. Tous les B, sont donc
égaux, et chacun d’eux a probabilité 1. En conséquence, chaque A, est négligeable,
Yoo est p. s. nulle, et Y = 0. Ainsi, (i) = (i). |

THEOREME 3. — Toute filtration brownienne F vérifie Sp Mult (F) = 2.

DEMONSTRATION. — Le théoréme 2 dit que toute martingale-araignée dans F
de multiplicité 3 et issue de l'origine est nulle. La proposition 14 en déduit que
Sp Mult (F) < 2. Puisque F n’est pas constante, on a Sp Mult () > 1. En fin de
compte, Sp Mult (F) = 2. |
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Si L est un temps honnéte dans une filtration brownienne F, on a donc Mult R lR]I<2
Il serait intéressant de savoir reconnaitre les L tels que %4 = F (Cest-a-dire tels que
Mult[%|%] = 1). Cest toujours le cas si L est un temps d’arrét, mais cela peut
aussi se produire pour bien d’autres L : par exemple, si F est la filtration naturelle d’un
mouvement brownien unidimensionnel X, Iinstant L € [0,1] tel que X1 = sup;<1 Xt
vérifie 7, + = % En effet, L est alors le dernier zéro avant 1 du mouvement brownien
réfléchi Ry = supsg: Xs — Xt, F est la filtration naturelle de R, et ’on est ainsi ramené a la
situation étudiée dans ’appendice de [4]

Plus généralement, pour un temps honnéte L, comment peut-on construire ’événement
{Mult[# , |%] =1}, sur lequel les deux tribus coincident? Comment passe-t-on de £ a
7+ 7 Dans le cas brownien ou Mult[%, +17] € 2, les deux petites propositions qui suivent
constituent un embryon d’attaque de ces questions.

PROPOSITION 15. — Etant donné (9, 4,P), soit B une sous-tribu de A. Pour que
Mult[A|B] < 2 p. 5., il faut et il suffit qu’il existe un événement A € A tel que A = BVo(A).
Lorsque c’est le cas, les événements A’ tels que l'on ait A= BVa(A’) sont exactement les
événements de la forme A’ = AAB, ou B décrit B.

DEMONSTRATION. — L’équivalence entre (ix) et (x) dans la proposition 12, avec n = 2 et
B = Q, dit que Mult[A|B] < 2 si et seulement s’il existe A € A tel que A = BVo(A, A°),
c’est-a-dire A = BVo(A).

Pour A€ Aet B € B,on a AAB € BVo(A) et A = (AAB)AB € BVo(AAB); d’ou
BVo(A) = BVo(AAB). Pour établir la proposition, il reste seulement & vérifier que, si
A = BVo(A1) = BVo(A2), alors il existe B € B tel que As = A;AB.

Supposons donc A = BVo (A1) = BVo(Az). L’événement A1\Az est inclus dans A; et
mesurable pour BVo (A1), il est donc de la forme B1NA; pour un B; dans B; inclus dans A;
et mesurable pour BVo(Az), il est aussi de la forme B2NAj o B € B. De A1NAj = B1NAy,
on déduit By C A‘i U A;; de A; ﬂA; = BzﬂAg, on tire By C A1 U Az; on peut donc écrire

Al\Az C BiNB3 C (A(I:UA;) N (A1UA2) =A1AAy .
En posant B = B1NBs, ceci met en évidence un événement B dans B tel que
A1\A2 CBC A1AAz;
par symétrie, il existe de méme B’ dans B tel que A2\A; C B’ C A1 AAz, et I'on a
A10Az = (A1\A2) U (A2\A1) CBUB' C A10A; .
Ceci entraine AjAAz = BU B/, puis Ay = A;A(BUB’). [ |

Méme lorsque L est un temps honnéte dans la filtration naturelle F d’un brownien
réel X, nous ne savons pas s’il est possible d’écrire explicitement 1'un des événements A
qui figurent dans la proposition 15 en termes du comportement germe des trajectoires de X
a l'instant L+. Une formule telle que

A =limsup {Xp41/n—Xr >0}
n— 00

semble plausible, mais, pour qu’elle soit vraie en toute généralité, il faudrait déja, d’apres
la proposition précédente, qu’y remplacer X par un autre brownien engendrant la méme
filtration revienne a y remplacer A par AAB pour un événement B € J; ; or nous ignorons
si cette propriété de stabilité a lieu...

PROPOSITION 16. — Dans une filtration F dont toutes les martingales sont continues, soit
L un temps honnéte tel que Mult[F +|_7i] < 2. Il existe une martingale uniformément
intégrable M nulle en 0, vérifiant les trois propriétés suivantes :
(i) A, = A Vo(sgn Meo);
(i) {Moo =0} = {Mult[# |7 ]=1};
(iii) sur Uévénement {Moo #0}, L est le dernier zéro de M.

D’aprés (ii), 'événement {Mco =0} est dans %, et 'on peut indifféremment convenir
dans le (i) que sgn0 = 0, ou 1, ou —1 sans que cela change la tribu % Vo(sgn M) qui y
figure.
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DEMONSTRATION. — Par la proposition 15, il existe un événement A € 7, tel que
%, = FVa(A). Soit

B={P[A|R]>0et P[A°|R] >0} = {0<P[A|R]<1} € R,
de sorte que B¢ = {P[A|%]=14}. Sur B® la v. a. 14 est égale & P[A|7], qui est
mesurable pour %, donc (%, )ige = (% )|ge et Mult[F |/ ] = 1 sur B par le (ii) de

la proposition 10. Sur B, on a Mult[7; , | %] > 2 par le point (v) de la proposition 11, donc,
sur B, Mult[% | |7 ] = 2 en utilisant I’hypothese. Posons

l1ans lacnB N
o = ou —-=0.

T PlAIR]  PlA%|R] 0

Le lemme 6 (iii), appliqué avec n = 2, dit que Moo est la valeur finale de la martingale
uniformément intégrable et nulle en zéro M = O(Mwo)J—. On a

ANB = {Mo >0},  A°NB={Mo <0}, B®={Myx=0}.

La propriété (i) résulte de la proposition 15 et de
{M>0}=ANB=AA(A\B)=AA{P[A|lR]=1}.

La propriété (ii) vient de {Moo =0} = B€; pour vérifier (iii), il suffit de remarquer que sur
JL,00[,ona J- >0 et O(Me) = Moo, donc M a sur cet intervalle le méme signe (-1, 0
ou 1) que M.

Les corollaires 3 et 4 vont étendre le théoréme 3 & des filtrations un peu plus
générales que les filtrations browniennes, les filtrations browniennes changées de
probabilité (elles ne sont pas nécessairement browniennes : voir [8]) et les filtrations
browniennes changées de temps.

PROPOSITION 17. — Soient (Q, A,P,F) un espace filtré et @ une probabilité telle
que @ < P. Appelons A’ et F' les tribu et filtration complétées par tous les
événements négligeables pour @. On a Sp Mult(Q2, 4", Q, F') < Sp Mult(Q, A, P, F).
St Q est équivalente ¢ P, on a Sp Mult (22, 4,Q, F) = Sp Mult (Q, A, P, F).

DEMONSTRATION. — Tout ensemble optionnel pour (2, A, Q, F') est indistinguable
pour @ d’un ensemble optionnel pour (2, .A,P,F); tout temps honnéte L pour
(Q,A",Q,F") est donc égal presque siirement pour @ & un temps honnéte £ pour
(2, A4,P,F). La tribu }Z est engendrée par J; et par les événements négligeables
pour Q; de méme pour .7-Z+ et %, . Si SpMult (Q, 4,P,F) = n < oo, on a
Mult[%, |%] < n, la proposition 9 c) permet d’en déduire Mult[F' |F'] < n (avec
égalité si Q est équivalente & P), et 'on a donc Sp Mult (2, A, Q, F') < n, (égalité

si @ =~ P). |

COROLLAIRE 3. — Soient F wune filtration brownienne sur un espace probabilisé

(2, A,P) et Q@ une probabilité absolument continue par rapport & P. Appelons A’

et F' les tribu et filtration complétées par tous les événements négligeables pour Q.
On a SpMult (2, A, Q,F') = 2.

DEMONSTRATION. — La proposition 17 et le théoréme 3 entrainent immédiatement
Sp Mult (Q, A, Q, F') < 2. 1l existe un mouvement brownien X sur (Q,A4,P,F);
son transformé de Girsanov est un mouvement brownien sur (2, 4’,Q,F’), et la
filtration F’ n’est donc pas constante. D’ot1 Sp Mult (2, A’, Q, F') # 1, et finalement
Sp Mult (2, 4", Q, F') = 2. ]
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DEFINITION. — Soit I un ensemble dénombrable non vide. Un processus X défini
sur un espace filtré (Q, A,P,F) et a valeurs dans R! est une martingale pure si -

(i) chaque coordonnée X* de X est une martingale locale continue issue de l’origine;

(ii) le crochet C = (X*, X") ne dépend pas de la coordonnée i (on notera T linverse
continu a droite de C; T est infini sur lintervalle aléatoire [Coo,00[);

(iii) il existe un plongement ¥ de (Q,A,P) dans un espace (¥, A,P’) et un
mouvement brownien £ sur (', A',P’), indépendant de W(X), tels que ¥(C;) soit
pour chaque t € [0,00] un temps d’arrét de la filtration W(E)VNat§, et que £ soit
égal & V(Xot) sur Vintervalle stochastique [0,V (Coo)[-

REMARQUES. — Par rapport a la définition usuelle des martingales pures (voir par
exemple [18], chapitre V, § 4), il y a ici deux changements : premiérement, X
peut étre multidimensionnelle, et le changement de temps qui la rend brownienne
est alors le méme pour tous les indices 7; deuxiémement, ce changement de temps
peut dépendre de 7, et pas seulement de £ lui-méme. La pureté ainsi définie ne
dépend donc pas uniquement de la loi de X. Par exemple, avec notre définition, si
T est une v. a. uniforme sur l'intervalle [1,2] et si B est un mouvement brownien
pour F, indépendant de o(T')V%, le brownien arrété BT est une martingale pure
si et seulement si T est mesurable pour %, et n’est donc pas pure si T' est dans
F1 mais pas dans %, ou si T' est totalement inaccessible. La raison du réle un peu
bizarre joué par % est purement technique; elle apparaitra plus bas, lorsque nous
parlerons de pureté dans un intervalle [[S,T]. Il sera alors naturel d’autoriser les
changements de temps & dépendre de ce qui s’est passé avant S, et, travaillant dans
la filtration décalée G; = Fs.t, nous aurons besoin pour G d’une notion de pureté
qui tienne compte de 'information initiale.

Toute martingale pure X a une limite X, sur ’événement {Co, <00} ; le processus
Xor est un mouvement brownien arrété au temps Co,. Ce processus est défini sur
I’espace (2, mais, lorsque P[Co<00] > 0, il se peut que {2 ne soit pas assez riche
pour contenir tout un brownien coincidant avec Xor sur [[0,Co]. Le role de ¥ est
de remplacer ) par un espace Q' suffisamment gros pour que Xor ait la place d’y
étre prolongé en un brownien £ défini sur [0, co[[. Lorsque Co, = 00 ce plongement
n’est pas nécessaire, et I’on a dans ce cas une définition équivalente en prenant
dans (iii) @' = Q et ¥ =1d.

Remarquer Porthogonalité des coordonnées d’une martingale pure : (X*, X7) =0
pour i # j.

Une situation plus générale est décrite et étudiée dans [12] : On n’y suppose plus (ii)
mais on demande que les coordonnées X* soient orthogonales et que les C soient des temps
d’arrét vectoriels de %V Nat (XoT).

DEFINITION. — Une filtration F sur un espace probabilisé filtré (2, A,P) est pure
s’il existe dans F une martingale pure X telle que U'on ait F = JV Nat X.

Le petit lemme suivant est bien connu; il intervient dans toutes les utilisations
de la pureté. La présence du plongement ¥ dans 1’énoncé et dans la démonstration
rappelle que nous avons dil grossir I'espace pour que les browniens arrétés, obtenus
par changement de temps des martingales pures, soient de vrais browniens, définis
sur [0, 00[ avant d’étre arrétés; le lecteur géné par ces ¥ peut se munir de blanc et
les effacer!
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LEMME 7. — Si F est pure, en conservant les notations des deux définitions
précédentes et en appelant F la filtration U(K)VNaté, on a ¥(F;) = ]-'q, C)-
De plus, si M est dans F une martingale uniformément intégrable, la martmgale
E'[¥(Mo)|F:] de F est égale & U (Mor).

DEMONSTRATION. — Notant d’abord que ¥(X:) = &y(c,) est mesurable pour
]‘-\p(ct), on en déduit ¥(F;) C .7:\1,(0‘) Pour établir I'inclusion inverse, observons
que &pu(c,) = ¥(Xr,At) est mesurable pour U(F), donc

.7:-\11((;0 = \I/(]:O)Vo'(é'\p(c')) C \I/(]:g) .

Si maintenant M est une martingale uniformément intégrable pour la filtration F,
la martingale u. i. My = E'[¥(My,)|F;] vérifie

My e,y = E'[¥(Moo)|Fy(cy)] = E'[¥(Moo) ¥ (F)]
= U(E[Moo|F:]) = U(M) .

11 en résulte M\p(c )= ¥(M,,); en remarquant que Cr, = t/\C'oo, on en déduit que
U(M,,) = Mt/\\p(cm) et ¥(Mor) est une martingale u. i. pour F. Sa valeur & Vinfini
est U(Mr,) = ¥ (M) ]

COROLLAIRE 4. — Toute filtration pure F vérifie Sp Mult (F) < 2

DEMONSTRATION. — Dans F, soit Y une martingale-araignée multiple bornée.
Avec les notations des deux définitions qui préceédent, le lemme 7 dit que ¥(Yor)
est, dans la filtration G = ¥(%)VNaté, la martingale de valeur finale ¥(Y);
c’est en particulier une martingale-araignée multiple. Comme G est brownienne, le
théoreme 2 donne ¥(Yy,) = 0. On a donc Yo = 0, et Y = 0; ainsi, la condition (i)
de la proposition 14 est satisfaite pour n = 2, d’ott Sp Mult (F) < 2. |

4. Application aux processus de Walsh

Il s’agit de processus introduits par J. Walsh dans I'épilogue de [22]. De
nombreuses définitions de ces processus sont possibles; le lecteur trouvera l'une
d’entre elles, ainsi que beaucoup de références, dans [4]; il pourra aussi consulter
C. Rainer [17] ou E. Vernocchi [21]. La définition proposée ci-dessous est bien str
équivalente & toutes les autres.

Puisque nous nous intéressons tout spécialement aux filtrations, nous allons
définir un processus de Walsh, non pas seulement dans sa filtration naturelle, mais
dans une filtration donnée a priori (comme on parle d’'un mouvement brownien dans
une filtration donnée); le point de vue le plus commode pour cela est la définition par
un probléme de martingales, en demandant que certaines fonctionnelles du processus
soient des martingales dans la filtration considérée. Une fois la définition posée,
nous en déduirons une description du processus (propositions 18 et 19); mais nous
ne tenterons pas d’en établir I’existence, renvoyant & [4], et aux références qui s’y
trouvent, le lecteur intéressé par une construction (ou seulement sceptique quant
3 l’existence). Bien entendu, I’existence n’est possible que si la filtration s’y préte,
de méme qu’il n’existe pas toujours de mouvement brownien dans une filtration
donnée. Une conséquence directe du théoréme 2 est précisément qu’il n’existe pas
de processus de Walsh dans une filtration brownienne (corollaire 5).
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Soit (V,V,7) un espace probabilisé (appelé ensemble des rayons); pour des
raisons de commodité, on supposera que le réel 0 n’est pas élément de V. L’espace
dans lequel vivront les processus de Walsh est S = {c}U(]0, oo x V), ott la réunion
est disjointe; le point ¢ est appelé centre. L’espace S est muni de la tribu engendrée
par {c} et par la tribu produit sur ]0,00[ x V. On désignera par p application
de S dans R, définie par p(c) = 0 et p((r,v)) =r pour r > 0 et v € V; et par §
Papplication de S dans V U {0} donnée par 6(c) = 0 et 6((r,v)) = v pour r > 0
et v € V. Il faut imaginer S comme une réunion de demi-droites toutes issues du
méme point c; chacune d’entre elles correspond & un rayon v et est paramétrée par
7 € ]0,00[. Les fonctions p et 6 jouent le role de coordonnées polaires sur S.

DEFINITION. — Un processus Z, défini sur un espace filtré (Q, A,P,F) et d valeurs
dans S, est un processus de Walsh (plus précisément : un processus de Walsh associé
a (V,m)) si, en posant R = poZ et © = foZ,

(1) le processus R est, pour la filtration F, un mouvement brownien réfléchi issu de
lorigine;

(ii) pour toute fonction f sur V, mesurable, bornée et d’intégrale nulle, le Processus
f(©) R est une martingale de F, continue & droite et pourvue de limites & gauche.

Le choix de Ry = 0 (et donc Zy = c) fait en (i) n’est pas indispensable, mais
sera commode et nous évitera dans la suite quelques conditionnements par Fy. On
pourrait s’en dispenser, par exemple pour s’intéresser aux aspects markoviens de Z;
il faudrait alors remplacer « martingale » par « martingale locale » dans le (ii),
pour tenir compte du cas ou Ry ne serait pas intégrable.

Les propositions 18 et 19 ci-dessous donneront quelques propriétés des processus
de Walsh; voici leur interprétation intuitive. Un processus de Walsh est markovien;
sa distance au centre c est le brownien réfléchi R. Conditionnellement & R, la partie
angulaire © est constante dans chaque excursion de R, a pour loi 7, et ses valeurs
dans des excursions différentes sont indépendantes. Au début de chaque excursion
de R, le processus Z se trouve au centre et choisit au hasard suivant 7, sans tenir
compte du passé, un rayon qui sera conservé tout au long de ’excursion; et & la fin
de Pexcursion, Z revient au centre et le rayon qui avait été choisi n’a plus aucune
influence sur le comportement ultérieur.

On prend souvent pour V le cercle unité du plan euclidien; ceci permet d’identifier
S avec le plan au moyen des coordonnées polaires (p,8) et le processus se déplace
alors de fagon brownienne sur des demi-droites issues de 'origine, en ne passant de
I’une & l'autre que via l'origine.

D’importants exemples de processus de Walsh sont les mouvements browniens
gauches (skew Brownian motions), introduits par K. Itd et H.P. McKean dans [11];
ils correspondent au cas ou V = {—1,1} et S = R. Ils ont méme valeur absolue
qu’un brownien usuel, et les signes des excursions sont choisis dans {—1, 1} indépen-
damment et selon la loi w. Lorsque 7 est la loi uniforme, on retrouve bien sir un
mouvement brownien ordinaire mais si 7({1}) < 1 (respectivement w({1}) > 1), on
a seulement une surmartingale (respectivement une sous-martingale). J.M. Harrison
et L.A. Shepp ont montré dans [10], & I'aide du théoréme d’unicité trajectorielle
de Nakao, que la filtration d’un mouvement brownien gauche est toujours celle d’un
brownien linéaire usuel.
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Rappelons qu’un brownien réfléchi R admet pour décomposition canonique
R = B+ L, ou la partie martingale 3 est un mouvement brownien et ou la partie &
variation finie L, qui vérifie Ly = — inf < Bs, est aussi le demi-temps local en zéro de
R, c’est-a-dire son temps local symétrique en zéro, ou encore le temps local en zéro
de tout brownien ayant R pour valeur absolue. Réciproquement, tout brownien 3 est
la partie martingale d’un unique brownien réfléchi R, donné par R, = f; —inf,; Bs.

PROPOSITION 18. — Soit Z un processus de Walsh, de coordonnées polaires R et ©,
défini sur (Q, A,P,F). Appelons L le demi-temps local en 0 de R, c’est-a-dire le
processus croissant nul & l'origine tel que § = R — L soit un mouvement brownien
linéaire.

(i) Pour toute fonction f mesurable sur V, le processus fo® reste p. s. constant
lors de chaque excursion de R ; il est prévisible.

(ii) Le processus Z est aussi un processus de Walsh pour la filtration Nat Z, et,
plus généralement, pour toute filtration intermédiaire entre F et Nat Z.

(iii) Si f est une fonction mesurable bornée sur V, la martingale

M = / 174y £(©) dB

vaut f(©)R — w(f)L. En particulier, si n(f) =0, la martingale f(©)R, qui figure
dans la définition des processus de Walsh, est continue.

REMARQUE. — Si l'on suppose en outre que V est essentiellement séparable et que deux
points de V sont toujours séparés par deux éléments non négligeables de V, le (i) dit que ©
lui-méme est constant lors des excursions de R et prévisible. On peut toujours se ramener a
ce cas en remplagant V par un quotient convenable; nous préférons ne pas le faire ici pour
éviter d’alourdir la proposition 20, plus bas.

DEMONSTRATION. — (i) Soit s > 0; posons D = inf {t > s : R, = 0}. Pour A €V,
la fonction @ = 14 — 7(A) est de moyenne nulle et M = a(©) R est donc une
martingale. En raison de 'expression de a, les sauts de M ne peuvent prendre que
les valeurs +R. Soient S le temps d’arrét inf {¢t > s: AM; # 0} et T = SAD;An,
oll n est un entier plus grand que s. Sur 'intervalle [[s,T[, M est continue, R est
continu et strictement positif, ac® = M/R est continue, donc constante en raison
de 'expression de a, et M; = a(0;) R;. Ceci permet d’écrire

Mp - M, = a(@s) (RT—RS) + AMT
= a(8,) (Rr—Rs) + Lianps0y(=1)"°®* Ry .

Puisque T' est majoré par D; et borné, E[Mr—M,|E] et E[RT—R;|%] sont nuls;
la formule ci-dessus entraine E[1{a 20} Rr|%] = 0, donc Igan 201 Br = 0 p. s.
et T = D, sur {AM7 # 0}. Mais AMp, = +Rp, = 0; sur {AM7 # 0} on devrait
avoir AMr = AMp, = 0; ainsi, AMr =0 p. s.,, dou S = DsAn, T 2 DsAn, et
ao© est constant sur [s, D;An[. En faisant varier s parmi les rationnels et n parmi
les entiers, on obtient que 1 400 est constant sur chaque excursion de R; I’extension
des ensembles aux fonctions est immédiate.

La prévisibilité de fo® s’obtient en écrivant fo© = lim, 00 fOOU(R>1/n)-

(ii) Si I’on remplace F par une filtration plus petite, mais & laquelle Z est encore
adapté, les processus 3 et fo© R restent adaptés, donc restent des martingales (pour
7m(f) = 0), et Z reste un processus de Walsh.
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(iii) Lorsque f est constante, la formule [ fo®dB8 = fo® R — n(f) L découle
aussitot de R = B+L; il suffit donc de la vérifier lorsque w(f) = 0. Dans ce cas,
le processus M = foO R est une martingale, et méme une martingale continue :
elle est continue dans les excursions de R car fo© y est constant, et elle est
continue en tout zéro de R car |M| < (sup|f])|R|- On a donc, par le lemme 3,
M = [1{pr40pdM. Mais I'ouvert prévisible {M # 0} est inclus dans la réunion
des ouverts [|t,D;[[, ou ¢ décrit les rationnels et ot D; = inf{u >t: R, = 0}.
Sur un tel ouvert, on peut écrire dM = f(0;)dR = f(©;)dB = fo@dS. Ainsi,
H{M;é()}dM = ]l{M?gO}fOe dﬁ = fo@ ]].{R;éo} dﬁ et M = ffOC") dﬁ 1

Les quelques propriétés des processus de Walsh décrites dans la proposition 18 sont celles
dont nous aurons besoin dans la suite, mais elles ne permettent guére de se représenter ces
processus. La proposition 19 ci-dessous déduit la loi d’un processus de Walsh de la définition
donnée plus haut, et établit donc ’équivalence entre cette définition et celles données par
d’autres auteurs. Compte tenu du sujet qui nous occupe, il nous semble intéressant de décrire
le comportement de la filtration aux instants ou le processus de Walsh quitte le centre c;
ceci nécessitera le lemme 8 ci-dessous. Ce lemme propose des variations sur un théme bien
connu (voir par exemple 'exercice V-(4.16) de [18]). Si nous le rappelons ici, c’est parce
que le b) et sa conséquence (c.iii), bien que trés faciles, ne sont pas classiques, et surtout
parce que le point (c.iv) nous servira dans la proposition 19 pour construire le semi-groupe
de transition d’un processus de Walsh (sans recourir & la théorie des excursions).

La condition (c.i) du lemme est 'hypothése H de la littérature; il est bien connu, et
élémentaire, que dans (c.i) on peut remplacer « martingale bornée » par « martingale » ou
par « martingale locale ».

LEMME 8. — L’espace probabilisé (2, A,P) est firé. Nous appelons EB ['opérateur
d’espérance conditionnelle par rapport & une sous-tribu B et ®F l'opérateur de projection
optionnelle associé & une filtration F; Opty(F) désignera l’espace de tous les processus
bornés et optionnels pour F.

a) Soient B, C et D trois sous-tribus de A telles que B C CND. Les trois conditions
suivantes sont équivalentes (et traduisent toutes l’indépendance conditionnelle de C et D
par rapport & B) :

(a.i) E°E? = EB;
(a.ii) EPEC = EB;
(aniii) vC € I°(C) VD eL™®(D) EB(CD)=EB(C)ER(D).

Quand ces conditions sont satisfaites, B=CND.

b) Soient F, G et M trois filtrations sur (Q,A,P) telles que F C GNH. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(b.i) o90™ = 0%
(b.ii) o"oY = 0F ;
(b.iii) VG € Opty,(G) VH € Opty(H) OF(GH)=0%(G)07(H).

Quand ces conditions sont satisfaites, F = GN'H.

c) Soient F et G deuz filtrations telles que F C G. Les cing conditions suivantes sont
équivalentes :
(c.i) toute martingale bornée de F est aussi une martingale bornée de G ;
(c.ii) pour tout t > 0 les tribus Gt et Foo sont conditionnellement indépendantes par rapport
a Fi;
(c.iii) pour toute variable aléatoire T mesurable pour Fo et a valeurs dans [0, 00], les tribus
G, et Fo sont conditionnellement indépendantes par rapport ¢ % ;

(c.iv) pour tout temps L honnéte pour F (donc aussi pour G), les tribus Gpi et Foo sont
conditionnellement indépendantes par rapport a %, ;
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(c.v) en appelant M la filtration constante telle que Hy = Foo pour tout t, les conditions
(b.i), (b.ii) et (b.iii) sont satisfaites.

DEMONSTRATION DU LEMME 8. — Exercice tout a fait classique, le a) rappelle trois
définitions équivalentes de I'indépendance conditionnelle; il serait d’autant plus superflu
de le redémontrer ici qu’il se déduit facilement du b).

b) Nous commengons par (b.i) = (b.iii). Soient G € Opt,(G) et H € Opty(H); on a
09(H) = 090™(H) = OF(H). Si F est un processus croissant, borné et optionnel pour F,
le processus f G dF est optionnel pour G et de variation totale finie, et ’on a donc I'égalité
E[[;° HG dF] =E[[;° 09(H)GdF| = ELfow O7(H) G dF|. Ceci ayant lieu pour tout F,
il en résulte O7(GH) = of(c:of(H) 07 (G) OF(H), c’est-a-dire (b.iii).

(b.ii) = (b.ii). Soient T' un temps d’arrét pour H et G un processus borné, adapté & §
et continu & droite. Le processus H = I s} [T, 00 €St optionnel pour H et ’hypothése
(b.iii) donne, pour s < t,

E[Gil(,<r<r)] = E[G:H:] = E[07(GH),] = E[07(G), o7 (H),]
= E[07(0%(G)H) | =E[0%(G),H:] = E[07(G),I(scTg}] -

En- écrivant ceci pour les instants s = (k—1)27™ et t = k27", en sommant sur
k>0 et en appelant T le plus petit dyadique d’ordre n supérieur ou égal & T, on
a E[Gr1, Iir<c0}] = E[OF(G)q, 1{T<oo}]- Puisque G est continu & droite, O7(G) Test
également (voir le théoreme VI-47 de Dellacherie-Meyer [6]), et l'on a & la limite
E[GTl{T<w0}] = E[Of(G)Tll(T<oo}]. Comme T est un temps d’arrét arbitraire de H,
on en déduit OF(G) = O™(G). Par classes monotones, ceci s’étend a tout G € Opty,(G),
d’ott 0F = 0109,

Nous venons de voir (b.i) = (b.iii) = (b.ii); on en tire (b.i) = (b.ii), et (b.ii) = (b.i) s’en
déduit en échangeant les roles de G et H.

Supposons satisfaites les trois conditions (b). Pour A € GtNHy, lav. a. T =t+ 14 est un
temps d’arrét pour G et pour H, le processus IlI[TroolI est optionnel pour ces deux filtrations,
donc aussi, par (b.i), pour F, et T est un temps d’arrét pour 7. En conséquence, A € F;
et 'on a Ft = Gt N'He.

¢) Tout d’abord (c.iv) = (c.ii) est trivial, car tout temps fixe ¢t est honnéte, et vérifie
Fi+ = Ft.

(c.ii) = (c.i) est classique et facile : Si M est une martingale bornée pour F, il existe
U € I?°(Fo) tel que My = E[U|F¢]; en utilisant I'indépendance conditionnelle sous la
forme (a.i), on a M; = EFt(U) = EStE% (U) = E9 (U) et M est aussi une martingale
pour G.

(c.i) = (c.v). Supposons que toute martingale bornée pour F est une martingale pour
G; appelons H la filtration constante telle que H¢ = Foo. Soit U € L (Fo); le processus
M; = E[U|F:] est une martingale continue & droite pour F et donc aussi pour G, d’ou
M; = E[U|Gt]; si f est une fonction borélienne bornée, le processus X¢(w) = f(t)U (w)
vérifie 0F(X) = fM = 09(X). Par classes monotones, on en tire 07(X) = 09(X) pour
tout processus X borné et mesurable pour la tribu-produit Borel(R4+)®%0. La condition
(b.i) est ainsi satisfaite, (b.ii) et (b.iii) en découlent.

(c.v) = (ciii). Si T est une v. a. mesurable pour o et & valeurs dans [0,00], c’est
un temps d’arrét de H et I’on a bien sir Hr = Fo. Tout U € L*°(Gr) est de la forme
Grl{rco0} +V{r=00} 04 G € Opty,(G) et V € I (Goo)- On peut donc écrire, en appliquant
(b.ii) au processus G,

E% (U) = E% [Gr1{; co0}] + E™ [V Iroo] = E"" [Grl{rcao)] + E™ [V Ir=co]

= (0™(8)) , Lrcoo) + E™ (V) Irmoo = (07(G))  Iircoo) + E* (V) Tr=co -
Ceci montre que E7(U) est mesurable pour %, d'out E7(U) = E*% (U), c'est-a-dire
EX~ESr = EXESr = E*. Ainsi, la condition (a.ii) est satisfaite par les trois tribus
P, Gr et Fo-

(c.iii) = (c.iv). Ceci résulte aussitdt de la proposition 13 b), en prenant 7 = L + % dans
la relation E% = ESE%~ et en faisant tendre n vers I'infini. |
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PROPOSITION 19. — Soit Z un processus de Walsh défini sur (Q,A,P,F), associé a
(V,V, ). Appelons R et © ses coordonnées polaires, et 8 la partie martingale de R.

(i) Le processus Z est markovien par rapport & F. Pour 0 € s < t, si f et g sont des
fonctions mesurables bornées (ou toutes deuz positives) sur V U {0} et Ry respectivement,
en posant Ds = inf{t > s: Ry = 0} et!

1 2

e 2t

V2nt ’

a(w,g)=/ 9(2) [Ye-s(@=Rs) = Ye—s (+Rs)] da,
0

7t (x) =

oo
b(z,g) = / 9(x) 2yt s(z+Rs) dz
on a °
E[f(©1)9(Re)|I%] = f(8s) E[9(Re)1(p, 53| %] + (f) E[9(Re) 1, <3| 5]
= f(©s) a(Rs, 9) + (f) b(Rs, g) .
(i) Le mouvement brownien B posséde la propriété de représentation prévisible dans la
filtration Nat Z. En particulier, toutes les martingales de Nat Z sont continues.
(iii) Pour t > 0, posons G¢ = sup{s<t:Zs=c} = sup{s < t: Rs = 0}. La variable
aléatoire O est indépendante de .7-&‘ et a pour loi .
DEMONSTRATION. — (i) Comme R est un mouvement brownien réfléchi pour F, Les formules

E[9(Rt)1{p,»1}|E] = a(Rs, g) et E[9(Rt)1(p,<¢}|E] = b(Rs, g) résultent du principe de
réflexion. Prenons f et g bornées. Pour établir la formule de semi-groupe

(%) E[f(8:)9(Re)|%] = f(8s) E[9(Re)1p,2e}1%] + m(f) E[g(Re)(p, <t} 5],

nous allons procéder en plusieurs étapes. Posons G = sup ([0, t]N {R=0}) et appelons R
la filtration naturelle de R; c’est aussi la filtration naturelle de 3.

1) En décomposant R en un pont sur [0,G] et un méandre sur [G,t], et en utilisant
le lemme de Lindvall-Rogers, on vérifie que Rg4+ = R¢ (voir les détails dans I’appendice
de [4]).

2) Toute martingale de R est une intégrale stochastique par rapport & B, lui-méme
mouvement brownien de F; les martingales de R sont donc des martingales de F, et, par le
(c.iv) du lemme 8, les tribus 7, + €t Reo sont conditionnellement indépendantes par rapport
a Rg4, c’est-a-dire par rapport 3 Rg (étape précédente). Ainsi, pour V € I} (Roo), on a
E[V|%.] = E[V|RG]; puisque Rg C &; C %, cela entraine E[V|%;, ] = E[V|Z%;]. Pour
U eL*(%,) etV eLRx), on adonc

E[UVI%] =E[VE[V|%,]| %] = E[VEVIZ]| %] = EUIZI EVIZ] -

3) Si maintenant f est une fonction mesurable et bornée sur V, de moyenne 7(f) nulle, le
processus M = fo© R, égal a f fo© dp par la proposition 18, est une martingale continue.
Cette martingale vérifie Mg = 0, donc aussi E[M;|%,] = 0 (voir [2], [3] ou [25]). Par
I’étape précédente, ceci s'écrit E[f(O:)|%, JE[Rt| ;] = 0. Mais E[R¢| %] = cvVi—G: > 0
p. s.; il reste E[f(©¢)|%] = 0. En utilisant & nouveau I’étape précédente, on obtient
E[f(©¢) V|%] = 0 pour tout V € I!(Reo).

4) Toujours pour 7(f) =0, si g est bornée on a

E[f(©:) 9(Rt)1(g>s}| 5] = IE[]I{G>S}E[f(et)g(Rt)l-FGVs] lf;]
= E[1(e> s E[f(6:) 9(Re)IB] | F] 5
ceci est nul par I’étape précédente, et
E[f(©¢) 9(Re)IE] = E[f(O¢) 9(Rt) U egs} ]
=E[f(8s) 9(Rt)Liags} ] = F(Os) E[g(Re)1(ggsy | ] -

1. Dans la formule donnant «¢, le symbole 7 ne désigne pas la probabilité sur V!
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Ceci établit (x) lorsque 7(f) = 0; le cas ol f est constante est trivial, le cas général s’en
déduit par addition.

Le caractére markovien de Z dans la filtration F (et a fortiori dans sa filtration naturelle)
se déduit immédiatement de cette formule de semi-groupe par un argument de classes
monotones.

(ii) Pour établir la propriété de représentation prévisible, appelons Z la filtration Nat Z et
désignons par C(R2, Zc0, P, Z, B) 'ensemble de toutes les probabilités @ sur (€2, Zoo) telles que
@ < P et que B est une martingale pour @. Pour une telle @, le processus Ry = Bt —infsgt Bs
est un brownien réfléchi sur (R, 200, @, Z); pour f telle que 7(f) = 0, le processus fo© R,
qui est aussi égal & f fo© dp, est une martingale pour (2, Zc0, @, Z). Sur cet espace filtré,
Z est donc un processus de Walsh et sa loi est donnée par la formule de semi-groupe ci-
dessus. Ceci entraine que @ est la restriction de P & Z. Ainsi, C(Q, Z00,P, Z, 8) contient
un seul élément, P Zoo? qui est évidemment un point extrémal de C(Q, Zc0, P, Z,0); ceci
montre que 8 possede la propriété de représentation prévisible dans Z.

(iii) Fixons ¢ > 0. Soit f bornée telle que m(f) = 0. En prenant g = 1 dans le (i), on
voit que la martingale continue et bornée M; = E[f(©:)|%] est nulle & I'instant G:. La
proposition 13 ¢) donne donc E[f(8¢)|%;,] = E[M:|%;,] = 0, d’ot le résultat. [ |

PROPOSITION 20. — Soient (V,V) et (V',V') deux espaces mesurables et ¢ une
application mesurable de V vers V'. Définissons une applzcatzon mesurable ¢ de
S vers S' par ¢(c) =c et $((r,v)) = (r,p(v)), et appelons ' la mesure image
mop~! de m par ¢. Si Z est, dans une filtration, un processus de Walsh associé a
(V,7), ¢oZ est, dans cette filtration, un processus de Walsh associé & (V',n").

DEMONSTRATION. — Cela résulte facilement de la définition des processus de
Walsh : si f/ est une fonction bornée sur V' telle que 7/(f’) = 0, la fonction f = f'o¢
vérifie w(f) = 0 par définition de 7', et f'(©')R' = f'(¢oO)R = f(O)R est donc
une martingale cadlag. |

MOUVEMENTS WALSHIENS. — Il existe une variante des processus de Walsh, légerement
différente; pour la distinguer de la précédente, on pourrait appeler mouvement walshien.
On prend pour V un espace vectoriel, que nous supposerons de dimension finie pour éviter
des détails techniques sans intérét ici. Si Z = (R, ©) est un processus de Walsh associé a
(V, ) au sens précédent, le mouvement walshien associé & (V, ) est le processus & valeurs
dans V lui-méme (et non pas dans S), égal & RO quand R # 0 et au vecteur nul fevVv
quand R = 0 (= ©). Attention! Le processus ©, & valeurs dans V, est bien un vecteur, et non
pas une variable angulaire. Les mouvements walshiens sont des processus continus dans V.

Si X est un mouvement brownien gauche mais pas un mouvement brownien, |X| est un
exemple de mouvement walshien qui n’est pas un processus de Walsh

Quand 7 est portée par une sphere de V (c’est le cas considéré par J. Walsh, ainsi que dans
[4] ), les deux notions de mouvement walshien et de processus de Walsh sont équivalentes.
Mais quand mx7 charge I’ensemble des couples (z,y) € VXV tels que les vecteurs = et y
sont colinéaires et de méme sens, comme dans le cas de | X| ci-dessus, cela fait une grosse
différence : les processus walshiens ne sont en général pas markoviens car la seule position
du processus détermine la demi-droite sur laquelle il se trouve mais non le coefficient de
diffusion (variation quadratique) valable pour toute I'excursion en cours. Par contre, pour
les questions de filtration qui nous intéresseront plus bas, la distinction ne s’impose plus
puisque les filtrations sont les mémes (du moins si ©({0}) = 0); en effet, la position et la
variation quadratique instantanées d’un mouvement walshien RO déterminent alors sans
équivoque le processus de Walsh (R, ©) dont il est issu.

PROPOSITION 21. — Dans un espace vectoriel V de dimension finie, soit W un mouvement
walshien associé & une probabilité m.

Pour que W soit une semimartingale, il faut et il suffit que les moments d’ordre 1 de
7 existent. En ce cas, l’intégrale stochastique f ©dp eriste et est une martingale, et W a
pour décomposition canonique f ©dB+b(n)L, ou b(r) = fv zmw(dx) est le barycentre de .
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En particulier, W est une martingale locale si et seulement si 7 est centrée; et W est
alors une martingale.

DEMONSTRATION. — Supposant que 7w a des moments d’ordre 1, nous allons d’abord montrer
que W — b(w)L est une martingale.

Pour 0 < s < t et pour ¢ mesurable bornée sur V, puisque ¢(O)R — m(¢)L est une
martingale, on peut écrire E[¢(9;)Rt|fsf] = ¢(Os)Rs + m($)E[Lt—Ls|E]; cette formule
s’étend par limites croissantes & toute fonction ¢ mesurable positive. Prenant d’abord pour ¢
une norme sur V, on en déduit E[||W;||]] = f ||z|| w(dx) E[Lt] < oo et Wy est donc intégrable.
Etendant ensuite la formule aux fonctions ¢ mesurables bornées & valeurs dans V, et prenant
#n(2) = jo|gn} @, on éerit E[lgje,|<n} Wel %] = Ljo, jign} We + E[Lt—Ls| E]m(¢n);
lorsque n tend vers +oo, w(¢n) tend vers b(w) et, Wy étant intégrable, on obtient
E[W:|E] = Ws + E[L:—Ls|E] b(rr); ainsi, W — b(w)L est une martingale.

Il reste a établir deux points : que cette martingale s’écrit f © dg, et que réciproquement,
si W est une semimartingale, la probabilité m a un barycentre.

Supposons donc que W est une semimartingale; notons W = M + A sa décomposition
canonique. Appelons [Sk,T}] les intervalles de montées de 0 a € du processus R, de sorte
que Sp =0, Rs, =0, R, =¢, Rg, =0, etc. Sur [Tk, Sk41[ on a identiquement © = O,
et W—Wr, = ©(8—pr,); donc, sur cet intervalle, dM = ©dS et dA = 0. Ces deux égalités
sont vraies sur I’ensemble {R > €}, qui est inclus dans la réunion des [Tk, Sk+1[, et, &
la limite en €, on a dM = ©dB et dA = 0 sur {R > 0}. Comme {R = 0} est négligeable
pour dg3, donc aussi (représentation prévisible) pour dM, on en déduit que © est intégrable
par rapport & 8 (au sens ol le processus croissant f [|©]|%dt est fini) et que M = f ©dg. Le
premier point est donc établi.

On en déduit aussi A = f 1{r—0} dW. Puisque I’ensemble prévisible Uk [Sk,Tk] tend
vers { R = 0} quand € tend vers 0, A; est la limite en probabilité

Ac=lim S (Wrone = Wspnd) = lim S Wiy ne Iis,sr) -
k20 k20
Pour terminer la démonstration, c’est-a-dire établir 'existence de b(w), il suffit de montrer
que f ||lz|| w(dx) est finie, autrement dit que la mesure image de 7 par I’application norme
a elle-méme un barycentre. En travaillant avec |[W||, qui est aussi un mouvement walshien
(proposition 20) et une semimartingale, on est ainsi ramené au cas ot V =R et © > 0.
Pour a > 0, la probabilité 7 image de 7 par = — zl[g 4](z) est portée par [0,a], donc,
d’aprés la premiére partie de la démonstration, le mouvement walshien W = Wil{gg,} est
une semimartingale de partie & variation finie A% = b(w®)L. Mais on a aussi, par la formule
ci-dessus,
Ap = hm ZWTkAt Tyspsty -
k20

Puisque W 2 W%, onen tire A 2 A% = b(n?)L, d’oti la majoration presque siire b(7%) < A,
ol T est I'instant tel que Ly = 1. En faisant tendre a vers I'infini, on obtient b(w) < A,
donce b(7) < oo.

Lorsque V est un ensemble fini et 7 la loi uniforme, les processus de Walsh
asssociés 3 (V,7) s’identifient & des martingales-araignées. Ceci se généralise & un
espace (V,m) quelconque, & condition de regrouper des rayons pour n’en garder
qu’un nombre fini, et de compenser la non-uniformité de la loi par des homothéties
sur chaque rayon :

PROPOSITION 22. — Soient n > 2 un entier et @ une partition finie de V en
n parties mesurables, non négligeables. Si Z est un processus de Walsh associé a
(V,7) dans une filtration F, les n processus positifs définis pour q € Q par

1
Y= — lioeq R
m(q) 1O

sont les composantes d’une martingale-araignée pour F.
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DEMONSTRATION. — Dans un espace de dimension n—1, soit T une toile & n
fils. Les Y7 sont les n composantes d’un processus & valeurs dans T car pour
tout (t,w), un au plus des nombres Y;?(w) n’est pas nul. La fonction f définie
sur V par f(v) = Njyeq,}/m(01) — Ujveq,}/7(q2) vérifie m(f) = 0; le processus
Y?# — Y% = fo® R est une martingale de la filtration F, et, par la proposition 5,
Y est une martingale-araignée. [ |

DEFINITION. — Un processus de Walsh associé & un espace probabilisé (V,V, ) sera
dit multiple s’il eziste une partition mesurable de V en trois parties non négligeables.

Les processus de Walsh qui ne sont pas multiples sont les mouvements browniens
réfléchis, obtenus quand V est grossier, et les mouvements browniens gauches (skew
Brownian motions) qui correspondent au cas ou V est formé de deux atomes, et qui
contiennent comme cas particulier les mouvements browniens linéaires. La filtration
naturelle d’un processus de Walsh non multiple est toujours brownienne.

COROLLAIRE 5. — Dans une filtration brownienne, il n’existe aucun processus de
Walsh multiple.

DEMONSTRATION. — S’il existait un processus de Walsh multiple Z dans une filtra-
tion brownienne, la martingale-araignée multiple Y issue de 0 que la proposition 22
associe & Z serait identiquement nulle par le théoréme 2; en ce cas le brownien
réfléchi R = ) o m(q) Y7 devrait aussi étre nul, ce qui est absurde. |

Une variation de cette méthode va permettre I’étude des filtrations naturelles des
processus de Walsh. Il faut pour cela localiser la notion de filtration brownienne a
un ensemble aléatoire; ceci nécessite de travailler dans des filtrations browniennes
arrétées. Il n’est techniquement pas plus difficile d’utiliser des changements de temps
plus généraux que le simple arrét, ce qui ameéne & se placer dans des filtrations
engendrées par des martingales pures; mais nous devrons généraliser la notion de
filtration pure, introduite plus haut, avant le corollaire 4.

NOTATIONS. Si T est un temps d’arrét d’une filtration F, nous noterons F7 la
filtration arrétée, définie par ftT = Frat¢; nous noterons Y F la filtration décalée,

définie par (I7F), = Fris-

DEFINITIONS. — Etant donné un espace probabilisé filtré (Q,AP,F), soient S et
T deux temps d’arrét tels que S < T, et A C Ry xQ un ensemble aléatoire.

a) On dira que la filtration F est pure entre S et T s’il existe dans la filtration
décalée YsF une martingale pure X telle que, en appelant G la sous-filtration de
F définie par

G5=rF5 et V9sG=FsVNatX,
T soit un temps d’arrét de G et vérifie F¥ = gG7T.

b) On dira que F est pure dans A s’il existe deuz suites (Sk)pen €t (Tk)ren de
temps d’arrét telles que Sk < Tk, que les intervalles [Sk,Tx] recouvrent A et que,

pour chaque k, F soit pure entre Sy et Tk. RO

Fy A
H . I3
H ,:/;



302

Dans 'utilisation que nous ferons de cette notion, I’ensemble A sera un ouvert
prévisible; il n’y aurait donc aucun inconvénient & remplacer les intervalles fermés
[Sk, T ] par des intervalles ouverts ]Sk, Tk [. Nous n’avons pas cherché a rendre la
définition raisonnable pour des ensembles A plus généraux que les ouverts prévisibles
(par exemple, avec cette définition, toute filtration est pure dans n’importe quel
ensemble optionnel & coupes dénombrables, ce qui est certainement déraisonnable!).

PROPOSITION 23. — La filtration naturelle d’un processus de Walsh Z est pure dans
Douvert aléatoire {Z # c}.

DEMONSTRATION. — Appelons F la filtration, R le brownien réfléchi poZ, et 3 la
partie martingale de R. Pour ¢ > 0, soit D, le début de {R = 0} N [[¢, 0o[[. Lorsque ¢
décrit les rationnels, les intervalles [[¢, D;] recouvrent I'ouvert {Z # ¢} = {R > 0};il
suffit donc de vérifier que F est pure entre t et D;. Sil’on prend pour X le mouvement
brownien réel X; = Brys — B, la filtration G figurant dans la définition a) ci-dessus
n’est autre que la filtration naturelle du couple (Z%,8), ou Z* désigne l'arrété de
Z A t. Elle contient le brownien réfléchi R (déja adapté a Nat 3) et donc le temps
d’arrét D;, premier zéro de R apres t.

Il reste & voir que FP¢: C GP¢. Comme toutes les martingales de F sont continues,
D, est annoncé par des temps d’arrét antérieurs, donc FP¢ est engendrée par ZPt.
Or ce dernier vérifie poZPt = RPt et §oZPt = o Z?; il est donc adapté a GPt. 1

PROPOSITION 24. — Sur l’espace filtré (2, A,P,F), soient A un ensemble aléatoire
tel que la filtration F soit pure dans A, et Y une martingale-araignée multiple.

L’ensemble G = {t>0:Y; = Oet3de>0:Y #£0 sur ]t t+e[} des débuts des
excursions de Y vérifie GNA =D p. s.

DEMONSTRATION. — Par définition de la pureté de F dans A, il suffit de démontrer
que si S et T sont deux temps d’arrét vérifiant S < T et si F est pure entre S et T,
alors G N [S, T est évanescent.

Si § = oo p. s., le résultat est trivial. Sinon, le processus ¥gY défini par
(9sY), = Ys4¢ est une martingale-araignée dans la filtration décalée ¥sF et pour
la probabilité conditionnée P[ - |S < co]. Ce décalage de S, qui respecte la pureté
entre deux instants, permet de se ramener au cas ou S = 0, ce que nous supposons
dorénavant.

Puisque F est pure entre 0 et 7T, il existe une martingale pure X telle que la
filtration G = % V Nat X coincide avec F sur [0,T] et que T soit un temps
d’arrét de G. Nous devons montrer que G ne rencontre pas [0,7] ; nous savons
qu'il ne rencontre pas [T] (car les débuts des excursions des martingales évitent
les temps d’arrét) et il reste & établir qu’il ne rencontre pas [0, T[. Nous pouvons
donc remplacer Y par Darrétée YT, qui est une martingale-araignée pour la filtration
FT = GT, et a fortiori pour G.

Le point (iii) de la définition des martingales pures permet alors, par plongement
et changement de temps, de se ramener au cas ot X est un mouvement brownien
dans R, F est la filtration & V Nat X, T' est un temps d’arrét de F et Y est une
martingale-araignée vérifiant Y = Y. Ce cas brownien est traité par le théoréme 2,
qui montre que Y, et donc aussi Y7, est absorbée par I'origine. [ |
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COROLLAIRE 6. — Soit Y wune martingale-araignée multiple dans la filtration
naturelle d’un processus de Walsh Z. L’ensemble des débuts des excursions de Y
est inclus dans 'ensemble {Z = c}.

C’est une conséquence immédiate des propositions 23 et 24.

PROPOSITION 25. — Soit Z un processus de Walsh, de filtration naturelle F, associé
& un espace probabilisé (V,V, ).

a) Si V' est une sous-tribu de V, il existe dans la filtration F un processus de
Walsh associé 6 (V,V', ).

b) Réciproquement, soit Z' un processus de Walsh multiple, dans la filtration F,
associé & un espace probabilisé essentiellement séparable (V',V',n'). Les parties
radiales R = poZ et R' = p'oZ’' de Z et Z' sont égales (et les processus Z et Z'
ont donc les mémes zéros : {Z = c} ={Z' = '}); en outre, il existe un plongement

e (V',V' ') dans (V,V,w). En particulier, Z est lui aussi un processus de Walsh
maultiple.

REMARQUE. — Le cas b) recouvre des situations beaucoup plus générales que celles
du type ©' = fo© données par la proposition 20 : on peut par exemple avoir
0}(w) = f(gt(w),w, O(w)), o f est une fonction qui dépend prévisiblement des
deux premiers arguments et g; le dernier zéro de R avant t.

DEMONSTRATION. — Le a) est trivial : c’est simplement la proposition 20 dans le
cas de 1’application identique de (V,V) dans (V,V’), qui est mesurable puisque V'’
est une sous-tribu de V.

b) Soient @' une partition mesurable de V' en trois parties non négligeables, et Y’
la martingale-araignée & trois composantes associée par la proposition 22 & Z’ et Q’.
Le corollaire 6 dit que I’ensemble G’ des débuts des excursions de Y’ est inclus dans
le fermé {Z = c}. Puisque @’ est une partition, les débuts d’excursions de Y’ et de
Z' sont les mémes (ce sont ceux du brownien réfléchi R’'); puisque {Z’' = '} est
d’intérieur vide, G’ y est dense. Son adhérence est aussi incluse dans {Z = c}, et
tout zéro de Z’ est donc un zéro de Z. Pour tout t, le début D; de {Z = ¢} N [¢, 00
et le début D} de {Z' = ¢’} N [[t, o0 vérifient donc Dy < Dj; mais D, et D; ont
méme loi (car R et R’ sont tous deux des browniens réfléchis issus de l'origine);
ceci implique D; = Dj p. s. Comme R et R’ sont des browniens réfléchis dans la
filtration F, on a p. s. pour t fixé

P[D; <t+1|F] =2p([Re,00[) et P[D; <t+1|F] =2u([R}, 00f),
ol u est la loi normale centrée et réduite; on en tire u([Rt, oo[) = u([Ré, oo[),
puis R; = R} p. s. Ainsi, R = R’; la premiére assertion est établie.

Soient T' = inf {t: R; = 1} et G le dernier zéro de R avant T. Si f et f’ sont
des fonctions mesurables sur V et V', bornées et telles que w(f) = #'(f’) = 0, les
processus M/ = f(©)Ret NI' = f/ (G)’ ) R sont des martingales de F par définition
des processus de Walsh; elles sont bornées sur [0,T7]. De ML = NG 0, la
proposition 13 ¢) permet de déduire que E[M{.}]—' 1= E[NT | 7] =0, c’est-a-dire

E[f(©1)I%] =E[f'(©7)7] =0.
Si I’on ne suppose plus que f et f’ sont d’intégrale nulle, ces égalités deviennent
E(f(Or)| %] = n(f) et E[f'(O7)|%] = 7r’(f’) ceci établit que ©r et ©F sont
indépendants de %, et de lois respectives 7 et 7’
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Ils sont en outre mesurables pour J, 4 car ©Or = O(gie)aT (et de méme pour O7.)
pour tout € > 0. L’appendice de [4] montre que %, + = 7Va(Or). En prenant
B =%, C =0(Or) et D = 0(07) dans le lemme 2, on obtient I'existence d’un
plongement de (2,0(07%),P) dans (Q,0(07),P). Ceci termine la démonstration,
puisque, les lois de O et OF étant et 7', (Q, 0(Or),P) est isomorphe & (V,V, )
et (Q,0(07),P) a (V,V,n). (]

THEOREME 4. — Soient Z' et Z" deuz processus de Walsh multiples, définis sur des
espaces probabilisés (U, A, P') et (', A”,P"), et associés a des espaces probabilisés
essentiellement séparables (V',V',n') et (V", V" 7").

Les deux espaces filtrés (V,0(Z'),P',NatZ’) et (",0(Z"),P",Nat Z") sont

isomorphes si et seulement si les espaces probabilisés (V',V',«') et (V" V" #")
le sont.
DEMONSTRATION. — S'il existe un isomorphisme ® : (V') V', 7') — (V" V", ),
on peut définir ¥ : I2(Q,0(2"),P") — °(,0(Z"),P") & laide du lemme 1,
comme étant l'unique isomorphisme qui transforme tout événement de la forme
{R'eC,0} €Dy, ...,0, €D,} en {R'€C,0O/€®(Dy),...,0] €®(Dy,)}. Ces deux
événements ont en effet méme probabilité, car les vecteurs aléatoires (1p,, ..., 1p,)
et (2(1p,),...,2(1p,)) ont méme loi; et la condition de compatibilité est satisfaite,
car ® est un isomorphisme. On a ¥(Z’) = Z”, d’ott ¥(Nat Z') = Nat Z", et les deux
espaces filtrés (', 0(Z"),P',Nat Z') et (’,0(Z"),P"”,Nat Z") sont isomorphes.

Réciproquement, s’il existe un isomorphisme ¥ de (',0(Z’),P’,Nat Z’) vers
(Q",0(Z"),P",Nat Z"), la filtration naturelle de ¥(Z’) est ¥(Nat Z’') = Nat Z";
chacun des deux processus de Walsh multiples ¥(Z’) et Z” vit dans la filtration
naturelle de 'autre, et, par la proposition 25, chacun des deux espaces (V', V', 7')
et (V" V" 7'") peut étre plongé dans 'autre. Ils sont donc isomorphes d’aprés la
proposition 3. |
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