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Oscillation presque siire de martingales continues
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Nous établissons une limite presque sire en loi pour les variations de martin-
gales continues. Ce résultat généralise un résultat précédent de Azais et Wschebor
qui demandait des conditions techniques sur les martingales. On en déduit une ap--
proximation presque sire faible de la mesure d’occupation & partir du nombre de
franchissements.
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1 Introduction

Soit X = {X, : t € IR} un processus stochastique & valeurs réelles sur un es-
pace de probabilités (2, F,P). L’article [3] étudie le comportement asymptotique des
variations normalisées du processus X,. Plus précisément nous définissons :

Zu(t) = E‘—‘;"D:)—X‘ (1)

ol a(.) est une certaine fonction de normalisation. On montre dans [3] que pour
plusieurs classes de processus : processus gaussiens, P.A.I. stables (voir également [6]),
intégrales stochastiques par rapport au mouvement brownien, si ’on définit
1
B)=—\{te€l,Z,(t) e B
”’h( ) A(I) ({ €l, h( ) € }):

ot I est un intervalle borné dans IR, B un borélien et A la mesure de Lebesgue, alors
il existe une normalisation a(h) telle que up converge faiblement vers

p* # o, lorsque h tends vers zéro. Ces résultats sont généralisés au cas ol Zx(t) est
défini par

Zn(t) = %ﬁ (2)



70

ou X,. est la dérivée de X}, X}, = 9, * X est la régularisation de X par convolution
avec une approximation de 'unité 1, ¥,(t) = %1/)(%), h > 0, 7 étant une fonction
fixée. La formule (1) correspond au cas particulier ¢ = Xj_; o).

L’objet de cet article est d’étendre les résultats de [3] & toutes les martingales
continues. Dans [3] on n'étudie que des martingales de la forme

t
X, = /o b(s)dW.,,

ou W, est un brownien standard et 'intégrand b(s) est adapté et satisfait certaines
conditions de régularité. La démonstration consiste & se ramener au résultat corres-
pondant pour le brownien. Dans le présent article on utilise des techniques différentes.

Dans le paragraphe 3 nous utilisons la convergence de pj pour construire une
approximation de la mesure d’occupation basée sur les nombres de franchissements.
Ceci permet d’étendre en un certain sens les résultats de [1] [2] [4] [5].

Dans tout ce qui suit, M = {M, : t > 0} est une martingale locale & valeurs réelles
et & trajectoires continues sur un espace de probabilité filtré (Q,F,{F;,t > 0},P).
On note {A, : t > 0} le crochet de M et on définit la décomposition de Lebesgue de
A,

t .
A =S, +/(; A,ds, )

- S, correspond 3 une mesure étrangére a la mesure de Lebesgue A
- A € L'([0,T], ) pour chaque T positif.

1 est une fonction & variation bornée dont le support est inclus dans [—1, 1], f, ¥(¢t)dt =
1. ||#||, est la norme de 4 dans LP(IR,X). On note ¥(v), la variation totale de la me-
sure signée de distribution 1(—v) sur l'intervalle [~1,v]. La martingale locale M est
prolongée par la valeur M, sur R™.

2 Oscillation de martingales

Sans perte de généralité, nous posons I = [0,1] et nous avons le résultat suivant:

Théoréme 2.1 Soit M;, = ¥ * M, alors presque sirement, pour tout réel ¢ non nul,
y h—0 1 H
M{t € LRMy() <2}) "3 | P(A|[glen < )i,
1 sutvant une loi normale centrée réduite et indépendante de M.

Démonstration: Par un argument de localisation, on. peut supposer que M et A sont
bornés sur [0,1 + §], § > 0, uniformément en w. En remarquant que

A({t € [0,1], B2 My(t) < z}) — A({t € [0, 1], A2 Mp(t + h) < z}) — 0, h — 0,

on se raméne au cas ol ¥ est a support dans [—1,0]. Soit ¢ un instant donné et C une
constante positive, on définit
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Tic =inf{s : s> 0;(Ay, — A)/s > C},

avec la convention inf(@) = +oo. T; ¢ est un temps d’arrét pour la filtration {G! =
Fire 35 > 0}. On définit le processus

Xh(t,z) = Zh/\Tg'c(ty Z),
avec
.t Lot 2
Z,(t,z) = exp (zz/o P(—v)do(Megeo — M) + 3% /0 P(—v)do(Atgew — A,)) . (4)
Pour chaque ¢,z € IR, s — X,(t, 2) est une {G! ; s > 0} martingale, donc
E{X,(t,2)/F} = 1.

Le deuxiéme terme dans 1’exposant de (4) s’écrit

37 [ (A — A7 (—)

ce qui entraine 'inégalité

1

122 2
e o (At+(hAT.,c)u - At)d"/’ ("v) <

I
8
Y

IXh(t’ h_%z)l

IA

ezxp [zh—z(AH(h,\Tt'c) - At)/‘ol \I'(v)d‘ll(v)] ,
Xa(t, 132)] < eap [3220(2(1)Y]

= //|;_,|>h E [(X;.(t, h™12z) — 1)(W)] dsdi+

De plus,

E (| /o (Xt hV22) — 1)dt

# [ o B0 5752) DT BT )] doce

Dans la premiére intégrale, sit > s+h on conditionne par F;. La relation E{Xx(¢t,2)/F:} =
1 montre que l'intégrand est nul. Le second terme est borné par (cte)h.
Le lemme de Borel-Cantelli implique que si h, = n7%,a > 1, on a presque siirement

1
[ Kot h722) = 1)dt 0, (n = +00).
o
On obtient le méme résultat si I’on remplace [0,1] par un intervalle d’intégration J C
[0,1] fixé. Par un argument de densité, X(t,h~'/2z) étant borné par ezp [%zzC(‘I’(l))z] ,

on obtient que presque siirement

VJ C [0,1] /J (Xna(t,h222) = 1)dt — 0, (n — +oo).
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On en déduit que presque sirement pour toute fonction g(.) € L*([0,1],)), on a
1
/ g(t) (X, (t,h7Y?2) = 1)dt — 0, n — +o0. (5)
o
Maintenant nous introduisons les notations

1, ! AvharTocw — A
¢n,z,c(t) =ezxp [522/0 t+(h AI}‘L,c) ’d¢2(—v)

1 .
buc(t) = eop [~5 S AdWIE] Tim o0+ Lericmo-

Remarquons que la derniére fonction n’est définie que pour presque tout ¢. Nous
utilisons la representation suivante:

hM(t) = /0 L (=0)do(Masno — My).

Nous allons d’abord prouver que la convergence dans ’énoncé du théoréme a lieu sur
la suite {h,}. Soit

1 .
Fa(z) = /0 exp(izh*My(t))dt , z € R,

la transformée de Fourier de la fonction t — A1/ 2]l.lh(t) définie dans ’espace mesuré

(I,A). On a:

[F,.n(z) _ /o e o () Xn (6T 22)dt] < IN({t € I, Tug = 0})+

+ / [ezp(izhi/thn(t)) — ezp(izh ¥ (hn A fl"t_c)ll'l;,,‘,\rt c(t))] I dt.
{tel, T, >0} !

Or si T,c > 0 et n est suffisamment grand, h, A Tt = h, et l'intégrand dans le
dernier terme s’annule. Une application directe du théoréme de Lebesgue montre que
ce dernier terme tend vers zéro, lorsque n — +oo et par conséquent : ‘

lim sup |Fh,,(z) - ' ¢,.,,,C(t)x,,_(t,h;lﬂz)dt| <a({tel, To=0}). (6)

n—oo

D’autre part,

/01 Gn0(t) X, (8, k2 2)dt = /01 ($nec(t) — G2,0(t)) Xna(t, by /2 2)dt+

1 1
+ fo $r.0(t) (Xna(t,he22) — 1) dt + /0 ba.0(t)dt.
Le premier terme tend vers zéro par le théoréme de Lebesgue, le second a cause de

(5). La relation (6) implique que

timsup [P (2) - [ bt <Dt €T, Teo = 0)). (1)

n—o00
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La fonction croissante A, étant dérivable A—presque partout on a bien que
p.s M{t : VC >0,Tic =0})=0,

ce qui permet de déduire de (7) et de la définition de ¢. ¢ pour tout réel z on a presque
sirement

1 1,. )
Fin(2) — [ eapl—32*Adwl3lae. (®)

Le théoréeme de Fubini permet de conclure que p.s. la convergence dans (8) a lieu
pour A—presque tout z € IR. Maintenant, une modification standard du théoréme de
Cramér-Lévy implique que p.s., pour tout  #0:

At + t€ LRAMG(0) < 2D — [ PAPIWln < )ik, (n = 00). (9)

La démonstration sera achevée si ’on remplace la suite {h,} par A — 0. Soit donc
0 < h < §etn=n(h)tel que hny1 < h < h,. Comme h ~ h, quand A tend vers zéro,
il suffit de montrer que presque sirement

M. ()= sup h;Y*(h My () — RMa(.)

hnt1<h<hqn

converge vers zéro en mesure dans l’espace {I,A}. Ce qui découle & son tour de

1 —
p. . /o [M.(t)["dt — 0,

pour un certain ¥ > 0. Or nous savons qu'’il existe un mouvement brownien B =
(B(t),t > 0) tel que M, = B(A,). Soit maintenant 0 < a < 1/2; presque sirementles
trajectoires de B sont a-holderiennes sur tout compact. Posons 4 = 1/a, nous avons,
pour by <h < h,:

ot (2) ~ BIE(8)| = | [ 1Mo = M) = (Mopun — MO(—d(—0))| <

1
< Cu/o (At+vhn - At+vhn+1 )“d\IJ(v),

ou C, désigne une variable aléatoire positive presque sirement finie. Donc,

1 _ _ 1 1 ~ya _
/0 (M(t)["dt < CIRI? /o dt /0 (Actonn = Atsohny) " dE()(TQ))™ =

=C h—’y/2 /1 d\Il(v) /1 (AH, N — A, e )dt <
w ''n o o Vi +vhny4r -
S C: h;ﬂz(hn - hn+l) S Czln—(a-'-l)n’%"

Cl, Cll et CV' désignent également des variables aléatoires positives presque sirement
finies. Le terme de droite ci-dessus tend vers zéro si a a été choisi suffisamment proche
de 1/2.

[m]

Corollaire 2.1 Presque sirement, pour tout réel ¢ non nul,

M, — M, ho 1 .
Fe T <a)) 2 [Py < 2,

7 sutvant une loi normale centrée réduite indépendante de M.

M{tel,

Démonstration: Appliquer le théoréme 2.1 avec ¢ = Ij_; q).
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3 Approximation de la mesure d’occupation

Lemme 3.1 Avec les notations précédentes, soit1 < <2 et § > 0, alors

My — M,|°

1
p.s. su /
0<|h|p<6 () N3

Démonstration: Il suffit de démontrer la relation pour & > 0. Comme dans la
démonstration du théoréme 2.1 on peut supposer M et A bornés sur [0,1 + §] uni-
formément en w. Soit G : R — IR une fonction de classe C? telle que G(z) = z*
pour |z| < } et G(z) = |z|® pour |z| > 1. On vérifie les inégalités suivantes pour tout
zeR

dt < 4o0.

G(2)| < (cte)l2|® (10)
G'(2)| < (cte)|=*! (11)
1G"(2)] < (cte). (12)
Il est clair que
1 _MIP 1 -
/0 % dt§1+/oG(¥—‘ihﬁ~%)dt. (13)

Pour chaque ¢, en appliquant la formule d’Ito, on obtient pour A > 0:

Mt+h"Mt _ h _% " Mt+a—Mt _
G(—\/E ) = /;h G(_——_\/ﬁ )da(Mt+o M,)

1 rh ) [ Mey, — M,
+ 5/0 RTIG" (‘—t‘t\/—ﬁ——t) d(Arys — A) = Xip + Ve

D’une part, en vertu de (12)
1 1
/ [Yenldt < (Cte)/ h7(Agen — As)dt < (cte)Arys < (cte), (14)
o 0

si 0 < h < §. D’autre part puisque E(X,4/F;) =0, on a bien:

1
E( /o X, pdt) =0

E ([ / ' X,,,,dt]z) =2 [ E(aXin)ds.

0<t<s<t+h<1

Nous majorons 'intégrand en utilisant (11)

E[(Xn)!] = 1/h E [ / es (Mit\"-/_-;—“ﬁ) dy(Auys — At)] < (cte) hPE(Ausn — Ao).

Ce qui entraine

E ([ / ' X,,hdt] 2) <t [ [ (BAun = A)E(Aun - L)} ds

0<t<s<t+h<1
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1
< (cte)h™P / / E(Avyan — A)ds < (cte)h'* / E(Avyon — A)dt < (cte)h?5,
0<t<e<t+h<1 ¢
si h est inférieur a 6/2.
Le lemme de Borel-Cantelli implique que pour toute suite A, = n~°,
a(2 — B) > 1, presque siirement

1
/ Xhdt = 0 (n— o00). (15)
°
Les relations (13) (14) et (15) impliquent que
V| Men, — M|
p.s. sup —— < +o0.
nelNJo | Vo

Pour obtenir le résultat du lemme, il suffit d’appliquer ’argument utilisé a la fin de
la démonstration du théoréme 2.1.

m]

Théoréme 3.1 SiI est un intervalle borné de R, p.s. pour toute fonction f conti-
nue IR — IR on a:

Va2l [ RPN (s — [ F)Ae 5 (b 0),

ot NI(I) est le nombre de franchissements du niveau u par la fonctiong : R — IR
durant Uintervalle de temps I :

Ni(I) = #{t € I,g(t) = u}.

Démonstration : Sans perte de généralité nous pouvons supposer I C [0,1] et comme
précédemment, M et A bornés uniformément en w sur [0,1 + §], § > 0. L'identité
suivante est vraie pour f continue et g de classe C! ([5])

+o0
[ fwNDdu = [ flo@llsce)ide.

Cy = \fx/2lwl3".

Cy i W FINENDdu = Oy [ F(M(0)Ih4 Bra(e)lds

= Cy [ FORRA(0)1dt + Cy [[F(MA1) ~ SR MA(0)de.  (16)
Soit 1 < B8 < 2, alors,

Posons

On a,

1

h%Mh(t)lﬁ dt < +oo. (17)

p.s. sup
0<h<§ Y0

En effet:

. + _ B
/ ' [patce) a = / ' ‘ / 11_ "‘L':}_hﬂw(_u) dt
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< (cte) /_ 1:_ d¥(u) /o ' Mﬁﬂ\'}_’:—_@l

en utilisant le lemme 3.1 (C,, est une certaine constante aléatoire). Ceci prouve (17).

B8 1+
it <C, / [ulf2d¥(x),
—1-

1l s’ensuit que p.s. le second terme dans (16) tend vers zéro , puisque / |RY/ M, w(t)|dt
I

est borné et que f(Mi(t)) — f(M;) tend vers zéro uniformément sur ¢ € I lorsque
h — 0.

En ce qui concerne le premier terme dans (16), la relation (17) implique que p.s.
’ensemble des fonctions {h'/2My(.) ;0 < h < §} est uniformément intégrable sur
([0,1],X). Pour chaque intervalle J C [0,1] le théoréme 2.1 appliqué a l'intervalle J
au lieu de [0,1] entraine que p.s.

[ Rt ®lat — [ 1e\Fo(de) = /x|l [ Aidt, (R 0),  (18)

Fy(z) = [ P4 |9ls 7 < 2)dt.

Par un argument de monotonie, p.s. la convergence dans (18) a lieu simultanément
pour tout intervalle J C [0,1]. On en déduit que p.s.

[s@m R o — c5* [ o)A at, (h - 0),

simultanément pour toutes les fonctions g qui sont des combinaisons linéaires d’indica-
trices d’intervalles, donc pour toutes les fonctions continues. En posant g(t) = f(M;)
on a bien le théoreme.
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