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Classification
des Semi-Groupes de diffusion sur IR
associés & une famille de polynomes orthogonaux

Olivier Mazet
Laboratoire de Statistique et Probabilités
Université Paul Sabatier, Toulouse III
118 Route de Narbonne 31062 Toulouse Cedex

1 Introduction.

Un semi-groupe de Markov est le noyau de transition d’un processus de Markov ; un
semi-groupe de diffusion est un semi-groupe de Markov particulier, dont il constitue
dans certaines situations le cas limite.

Nous considérons ici les diffusions au sens de Bakry-Emery ([5]), dont la définition,
un peu plus restrictive que celle usuellement utilisée dans les ouvrages de références
(voir par exemple [11]), sera précisée au paragraphe suivant.

Le but de ce travail est d’étudier les semi-groupes opérant sur un intervalle de
IR, qui ont la propriété de diffusion, dont la mesure réversible admette un moment
exponentiel, et qui laissent stable pour tout n ’espace des polynomes de degré inférieur
ou égal a n.

Les exemples connus de cette situation sont les semi-groupes d’Ornstein Uhlen-
beck, Ultra-sphériques, de Laguerre, de Jacobi. Il existe une littérature abondante les
étudiant en détail. On pourra se référer par exemple  [8], [6], [12], [22].

On montre, dans un premier temps, que essentiellement, ces semi-groupes sont
les seuls. Dans une deuxiéme partie, on met en évidence, au moyen de transforma-
tions géométriques, les liens qui unissent ces semi-groupes. Fondamentalement, ces
derniers peuvent se retrouver, pour certaines valeurs entiéres des parametres, a partir
du mouvement brownien sur les sphéres, et passages & la limite sur la dimension des
spheres.

Afin de se familiariser avec le cadre d’étude général, essentiellement algébrique,
que ’on va se fixer, voici un exemple simple :

Exemple : Rappelons brievement I’exemple bien connu du semi-groupe d’Ornstein
Uhlenbeck (pour une présentation plus détaillée, voir par exemple [15]), défini de la
fagon suivante :

Pour une fonction f borélienne bornée

PS(e) = [ f(e'a +VI= ) u(dy)

2

avec p(dy) = 3\};3;:- dy mesure gaussienne.
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Le générateur infinitésimal de (P;);>0 s’écrit

Lf(z) = lim (P.f — f)(z) = f"(z) — 2f(@), pourf €C}.

(Remarquons que 1’on a évité le coefficient multiplicatif % dans ’expres-sion de L,
qui apparait dans la définition classique du semi-groupe d’Orn-stein-Uhlenbeck, par
une simple homothétie de rapport 1 sur ¢.)

Si on considere la suite (H,)nen des polynomes d’Hermite, on voit que

{H,,n € IN} est totale dans L*(IR,dp) (1.1)

Vne N, LH,=-nH, (1.2)

Comme on va le voir. L, (1.1) et (1.2) suffisent a caractériser le semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck, (ou plus précisément la famille des semi-grou-pes d’Ornstein-
Uhlenbeck, de parametres quelconques, moyennant une hypothése selon laquelle on
travaille a affinité pres).

En fait, la donnée du générateur infinitésimal et de son image sur une partie dense
de son domaine permet de caractériser le semi-groupe associé. On va maintenant
dresser, ci-dessous, une liste exhaustive des semi-groupes de diffusion sur un intervalle
de IR. associés a des familles de polynémes orthogonaux, avec les hypothéses naturelles
que l'on précise dans le paragraphe suivant.

2 Notations - Hypotheses.

Soit I intervalle de IR, B(I) tribu des boréliens sur I. On s’intéresse a I’espace mesuré
E = (I.B(I),p), ot p est une mesure absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, et vérifiant la propriété suivante :

4 admet un moment exponentiel, i.e. :

IN>0 /1 el y(dz) < +oo (Pme)

u est alors une mesure finie sur I, que ’on peut supposer ramenée a une mesure
de probabilité par normalisation. On montre, au moyen de la transformée de Laplace,
que (Pme) est une condition suffisante pour que I’ensemble des polynomes soit dense
dans L*(E).

Il existe donc une suite (@n)nen de polynémes orthonormés sur I, dense dans
L*(E), telle que degré (Q,) = n, unique au signe prés : on suppose que le coefficient
du plus haut degré est positif, ce qui caractérise entiérement (Q,). En fait, cette suite
(Qr) est obtenue & partir de (z")nemn par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt.

On s’intéresse aux semi-groupes de Markov, symétriques dans L%(E), qui admet-
tent la suite (Q,) comme décomposition spectrale. On définit un semi-groupe de
Markov admettant yu comme mesure stationnaire par une famille (P;)¢>o d’opérateurs
agissant sur les fonctions boréliennes bornées, et vérifiant :

o PP,=PFPy,; F=Id
« f20=PRf>0; Pl=1,
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o Vf € L\(E) /I Pifdu= /1 fdu  (hypothése dinvariance).

On voit alors que (P;) est une contraction de LP(E) dans lui-méme, et ce Vp €
[1,400[. On exige alors de plus, que

o Vfe L*E) Pg&ﬂf = f dans L%E),

o ¥f, g€ L}(E) /1 (Pf)gdu = /I f(P.g)du  (hypothése de symétrie).

(En ce qui concerne les semi-groupes de diffusion sur I, sur lesquels on va porter
notre intérét, ’hypothése de symétrie est en fait équivalente 4 ’hypothése d’invariance,
et ce grace a une propriété spécifique de la dimension 1, ot tout champ de vecteurs
est un champ de gradient).

L’hypotheése de symétrie montre alors que le semi-groupe admet une décomposition
spectrale :

+o00
P = _/ e MdE,,
()]

ou (E)) est une famille croissante de projecteurs orthogonaux. Ce que I’on demande
ici, c’est que cette décomposition spectrale soit en fait une décomposition en vecteurs
propres, et que ces vecteurs propres soient les polynémes Q,, :

Vn € EV? PtQ'n = e.‘/\"tQm
d’ou
= L, e
fe Lz(E)¢ f= anQn = Pf= ane " @n.
n=0 n=0
On introduit alors le générateur infinitésimal de P; dans L%(E) :

Définition 1 P
Le) = P 1)

Vf € Dy(L) ensemble des fonctions de L*(E) telles que la limite existe.

On a alors
Vn L@, = -XQy

et oo oo
Do(L) ={f =) faQn € LY(E), 3 .fi<+oo}.
n=0 n=0
L’étude des familles (Q,) et des semi-groupes de Markov associés est un sujet
assez difficile qu’il est impossible d’aborder ici. On renvoie a [16] et a [10], pour des
caractérisations dans les cas simples des polynémes d’Hermite et de Jacobi, des suites
(M) pour lesquelles le semi-groupe associé est un semi-groupe de Markov.

On se restreint donc a I’étude des semi-groupes de diffusion :



43

Définition 2 Pour tout couple de polynomes (f,g) on définit la quantité

1
I(f,9) = 5[L(f9) — fLg — gLf].
Cet opérateur bilinéaire est appelé opérateur carré du champ.

Il reste & définir la propriété de diffusion du semi-groupe, et enfin a poser le cadre
d’étude de son générateur infinitésimal.

Dans ce cadre, on se donne une définition de la propriété de diffusion adaptée a la
famille des polynomes ; c’est une définition ”algébrique”.

Définition 3 On dit que (P,)i>0 est un semi-groupe de diffusion si, pour f et ¢

polynémes, on a :
Lig(f)] = ¢'(f)Lf + ¢"(HIT(S, f) (Pd).

Remarque 1 On n’aura besoin en fait de cette hypothése que lorsque f = .
En effet, si on écrit (Pd) en prenant en particulier ¢ = @, et f = z, on obtient

L(@n(2)) = Qu(z)Lz + Q(z)I(z, 2).

Par linéarité, on voit donc que, sur les polynémes, L s’écrit:

4 d
L = F(l‘, I)Ex—z + L(I)E;.

Si on traduit maintenant le fait que Vn L@, = —A,Q, sur Q; et @Q,, on obtient
que
[(z,z) = Az’ + Bz + C, L(z)=az +b.

Finalement, L se met sous la forme
& d
= 2 —_ _
L =(Az*+ Bz +C)d$2 + (a$+b)d:c’
avec A, B,C, a, b, réels.

Tout le travail de classification va étre basé sur 1'étude de ce générateur infinitési-
mal, par la discussion des valeurs des parametres A, B,C,a et b, et de la forme de
'intervalle I.

Le cadre de cette étude est posé par 1’énoncé des hypothéses suivantes :

On travaille a affinité prés pour la “variable d’espace”, et a homothétie pres pour
la “variable de temps”, c’est-a-dire que ’on se permet, pour simplifier I’étude, et 1’on
peut vérifier facilement qu’il n’y a aucune perte de généralité, de travailler “modulo”
les opérations suivantes :

z-+mr z€l,melR (H1)
z—z+p z€l,pelR (H2)
L= AL JeR (H.3)

L étant le générateur infinitésimal.



44

Remarque 2 D’une part, nous avons :

Veel I(z,z)>0= Az’ + Bz +C >0.

D’autre part, nous avons, en écrivant u(dz) = a(z)dz :

[fledu = [(N@,2)g"(2) + Liz)g (@) (z)ae) da
[Pz, )¢/ (@) @)a(@)]s - [ N(z,2)a(z)f (@)g (@) de

+ [ La)g @) f(@)ala) dz - [ ([(z,2)a(2)) fla)g (¢) da.

Le fait que L soit symétrique dans L%(E), montre que si ’on prend f et g a support
compact dans I, on obtient que

(I(z,2)a(e))’ = Liz)a(x),

d'ot
o z L(u) — [(u,u)
a(x) = CXPLO Wdu.

Donc la symétrie de L sur les polynémes implique que le terme entre crochets de
I'intégration par parties doit s’annuler aux bords de I, pour tout f et g. a(z) ne
s’annulant aux bords que si I'(z. z) fait de méme, on obtient 1’équivalence suivante :

r€l& Az + Bz +C >0 (Pp).

©

3 Résultat Principal.

Nous allons maintenant démontrer la

Proposition : Les seuls semi-groupes de diffusion’ satisfaisant toutes les hypotheses
énoncées — donc en particulier a une affinité pres, ((H.1) et (H.2)) — sont ceux associés
aux générateurs suivants :

& d
a) L= F - .’L‘E.
I = IR muni de u(dz) = 715;6_%2- dz mesure gaussienne.

(@n)neiv est alors la suite des polyndomes d’Hermite, définis par leur série généra-
trice :

t? t"
exp(tr — E) = Z an(z‘),

etonaVne N, LQ,=-nQ,.

Le semi-groupe associé est ici celui d’Ornstein-Uhlenbeck.

'Pour une étude détaillée de ces semi-groupes, et en particulier du cas b), on peut se référer,
outre les ouvrages cités dans I'introduction, & [17] et [14].
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b) L=xd§5+(7'+1—x)£-, y> -1
I =)0, +oo[ muni de p(dz) = K,e™"z" dz.
(Q))nen est alors la suite des polynomes de Laguerre, définis par leur série
génératrice :
(1 - 1) exp(-1) = L Qx),
etonaVne N, LQ}=-nQ;.
g & L. d
o) L=(1-z )Z;;+(,@—7—(ﬂ+‘y+2):c)d—z, B>-1,v> -1
I =] —1,1] muni de p(dz) = Kp,(1 — z)"(1 + )’ da.
(Q2°) est alors la suite des polynomes de Jacobi, définis par leur série généra-
trice :

PHB(1 — 2t + 12) H(1 — t + (1 + 2t + £2) 1) —y(1 + £1(1 — 22t + 12)3) ™7 =
> t"QrA(2),
etonaVne V. LQY =-n(n+v+8+1)Qy".
Preuve.

lére étape :
L étant le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de diffusion sur
E = (I,B(I), ), il posséde la propriété suivante : les valeurs propres (A,) associées &
la suite orthogonale de vecteurs propres (Qn)necnv sont négatives. Or si I'on identifie
les coefficients des termes du plus haut degré de 1’équation :

LQn = ’\nQn Vn € W7

on obtient que
Vn An(n—1)+an= A,

d’ou
Vn>1, An—-1)4a<0=A<0,

donc a
si A#0, alors Vn>1 ZZl—nﬁaSO,

si A=0, alors a <0.

On obtient donc
A<Oeta<0. (3.1)
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2éme étape :
On distingue trois formes fondamentales que peut revétir I'intervalle [ :

e I=1R,
o [ =]zg,+00[ ou I =] — 00, z¢[ avec z € IR,
o [ =]zg, yo|, o, Yo réels distincts.

On applique dans chaque cas, une partie ou la totalité des hypotheses (H.1), (H.2),
(H.3) et la propriété (Pp) :

a) I =R, T(z,z)=Az*+Bz+C.

La propriété (Pp) entraine que l’on a nécessairement A = 0 et B = 0. D’autre
part, on applique (H.3) pour se ramener a la valeur C = 1, d’ou le cas se réduit &
I'étude de

I'=R, I(z,z)=1.

b) I =]$0, +°°[ ou ] =] - OO,.’L‘Q[, F(I,.’L‘) = sz + Bz + C.

On utilise (H.1) et (H.2) pour ramener [ & la forme I =)0, +oo|.

On remarque que 'on n’a utilisé (H.1) qu’en partie, et que ’on peut encore trans-
former = en ma avec m > 0).

La propriété (Pp) nous montre alors que A = 0, et C = 0 ; enfin (H.3) nous
ramene a B =1, d’ou la cas se réduit a I’étude de

I=]0,4c|, I(z,z)=a2.

o) I =Jeo,0l, T(z,z) = Az® + Bz +C.

De la méme maniére, on obtient :

(H.1) et (H.2) = on se raméne a [ =] — 1,1,
(Pp)=B=0etC=-A,

(H3) = C=—-A=1, dou le cas se réduit a I’étude de

I=]-1,1, D(z,z)=1-2"

3éme étape :
On introduit I'outil principal de calcul, qui consiste a effectuer sur I un changement
de variables bijectif y = ¢(z), de fagon a ce que L se mette sous la forme classique

&

d
T

sur J = ¢(I). On doit donc poser
1

#(z) = m
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On vérifie alors facilement que la mesure v de densité exp(f¥ a(t) dt) par rapport
3 la mesure de Lebesgue, satisfait a la propriété de symétrie pour I'opérateur L, c’est-
a-dire que

(Lf, 912wy = (Lg, flrzw), Vf.9 € Da(L).

Le changement de variables permet de trouver la mesure réversible associée au
semi-groupe. Il suffit donc de revenir & la forme premiére de L, et de retenir les valeurs
des parametres telles que la mesure image u = ¢~!(v) vérifie la propriété (Pme). Ce
changement de variables a essentiellement été utilisé pour ramener 'opérateur L a sa
forme fondamentale, et il est & remarquer que les mémes calculs auraient pu étre faits
en gardant tel quel le coefficient de la dérivée d’ordre 2.

Enfin, il ne reste plus qu’a appliquer celles des hypotheses (H.1),(H.2) ou (H 3)
qui n’auraient pas encore été utilisées, dans chaque cas, pour clore la classification :

a) I =R

L se trouve déja sous la forme désirée

d d
<
L= d2+(ax+b)d a<0.

On obtient alors
u(dz) = I\"le%r2+"’ dz,

le fait que p vérifie (Pme) entraine que a # 0, et on utilise (H.1) et (H.2) pour poser
y = —(az + b), et pour obtenir enfin

2
p(dy) = Ke™ ' dy,

avec

b) I =)0, +o0].

on pose y = /z, d’'oit
d? a 26-1.d

donc
v(dy) = K1V y* 1 dy,
d’ou
u(dz) = Ke**zb~! dz,
et (Pme) = a#0etb>0.
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On utilise enfin complétement (H.1) pour se ramener &
p(dr) = Ke "z,

ce qui est le résultat annoncé avec y = b — 1.

c) I=]-1,1].
d? d
L=(l—x)d2+(az+b)d a<0.
On pose y = ¢(z) = arcsin(z), d’olt?
d? b
L= + [(a + 1) tan(y) +
o7+l D tany) + 1
d’ou on obtient . )
W(dy) = Ka(1 + tan’(y) (o) dy,
cosy
donc ,
p(dz) = K(1 —z) 572711 4 z)"5%271 dz,
ce qui est le résultat annoncé avec y = —1 — § — % et 3 =-1-2% + 3, enfin
(Pme)=>~v>—-let 3> -1.

Remarque 3 Plus généralement, considérons E un espace de probabilité quelconque,
L un opérateur de diffusion admettant comme décomposition spectrale une suite
(fn)nen de fonctions satisfaisant les propriétés suivantes :

n+p

o Vn.pe N, Ixréels. fufy=3 A

o fi bijection de E sur f;(E).

Par récurrence, on montre facilement que

k
Vke IV, 3Juiréels, fi=3> \fi,
=0
et apres le changement de variables y = fi(z), on est ramené a notre cadre d’étude
basé sur les polynomes de la variable réelle. o

4 Remarques sur 'interprétation géométrique de
ces processus de diffusion particuliers.

Il est intéressant de remarquer que tous ces processus de diffusions peuvent se retrou-
ver, pour certaines valeurs entieres des parameétres, au moyen de diverses transfor-
mations géométriques, & partir du mouvement brownien sur les spheres de JR". On
peut trouver certaines de ces remarques dans [12], que ’on généralise notamment aux
semi-groupes de Jacobi dissymétriques.

2] est intéressant de rapprocher la famille des processus relative a ce générateur infinitésimal,
avec celle dégagée dans (1], voir la remarque 5 page 11.
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On note :
o St ={z e R",|z|| =r}
e Dt ={ze R |z|| <}

e &  projection de S=1 sur un sous-espace vectoriel de dimension
p < n —1 passant par l'origine :

®,,(Sr7") = DE.

Le mouvement brownien sur S7~! se projette par (I>:,,p sur un processus de Markov,
sur D}, de générateur infinitésimal qui s’écrit dans la base canonique :

Lup = 26 — ') 6:1: Z“"ax,

=1

On pose p = /37, z? norme euclidienne de IR?.

On considere les fonctlons sur D} qui ne dépendent que de p, et on obtient alors
que

LE f(p) = (1= p*)f"(p) + —f'(P) npf'(p) avec p € [0,1].
On effectue alors le changement de va.rxa.bles
[0,1] - [-1,1]
p = =201,

pour obtenir

n+l-2p n+l

L () =41 = 2")f"(2) + (—F— = —5—2)f (@)]-
L’opérateur
d2 n+l1—-2p n+1l d
-gm (-39

est 'opérateur de Jacobi de parametres § = n_—g~_1 ety = %2

On vient d’obtenir I’ensemble des opérateurs de Jacobi dissymétriques dont les
parametres sont des demi-entiers ; de plus on remarque que les conditions § > —1,
v > —1 se traduisent par n > p — 1, p > 0 sur les dimensions des espaces de départ.

Par ailleurs, avant d’opérer le changement de variables x = 2p? — 1, lecas p = 1
nous fournit directement L, f(p) = (1 — p?)f"(p) — npf'(p) qui est l'opérateur de
Jacobi symétrique (ou opérateur ultrasphérique) de parametre n € IN*. Puis, si I'on
effectue alors le changement de variables z = 2p? — 1 sur cet opérateur L,;, on
obtient une classe particuliéere des opérateurs de Jacobi dissymétriques qui sont ceux
1

de parametres § = 3,7 = —3.

Remarque 4 Cet opérateur L, ;, qui est la partie radiale du Laplacien sur la sphere,
est un cas particulier d’'un phénomene plus général : la partie radiale du Laplacien
sur un espace symétrique compact de rang 1 est un opérateur de Jacobi. Ces espaces
ont été classifiés dans [21] (voir aussi [9]), et outre les spheéres, ils comprennent aussi
les espaces projectifs réels, complexes et quaternioniques, ainsi que le plan elliptique
de Cayley. o
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Remarque 5 En faisant le changement de variables y = arcsinz décrit plus haut,
I'opérateur %Lffy,), s’écrit
d? a d b d
ay? " cosydy Yy
avec g = =2 = Lon
Dans [1], les auteurs font apparaitre un opérateur similaire qui semble correspondre
pour les cas ou a et b sont des demi-entiers, a la méme opération sur les parties radiales,
ou ’espace hyperbolique remplace la sphere. o

D’autre part, il est bien connu que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck en di-
mension p est la limite quand n tend vers l'infini de l'image du semi-groupe du
mouvement brownien sur S";l par <I>,\1{§, avec p < n. On obtient le semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck classique (i.e. unidimensionnel) pour p = 1. (On utilise ici
P'outil communément appelé “lemme de Poincaré®, qui serait plutot di a Mehler, voir
[19], page 77).

De plus, si I'on considere les fonctions radiales sur IR, c’est-a-dire les fonctions

f IR — IR vérifiant
Jg :IR" > R Ve R ¢(|z|)= f(z),
et si 'on définit le semi-groupe (Q;) sur IR" de la fagon suivante :

Qeg(|z]) = R f(a).
ou (P) est le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, alors (Q;) est le semi-groupe de
diffusion associé aux polynomes de Laguerre.

Les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck et de Laguerre peuvent aussi étre retrouvés
par leurs générateurs infinitésimaux a partir des opérateurs de Jacobi. En effet, en
effectuant une homothétie de rapport \/n sur 'opérateur de Jacobi symétrique L,
(ce qui équivaut a considérer 'image du Laplacien sur S\"/_El par (D;,/;‘,—), et en faisant
tendre n vers I'infini, on obtient le générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck.

De la méme facon, en dimension 1, en considérant l'opérateur de Jacobi dis-
symétrique

d? ntl-2 n+l1 d

—_— 2 —_— —
M-+ (3 ? Vo
en utilisant le changement de variable
o z—1
T n——,

et en faisant tendre n vers I'infini, on obtient le générateur infinitésimal du semi-groupe
de Laguerre.

Enfin, en ce qui concerne les valeurs propres des générateurs infinitésimaux sur la
base des polyndémes dans L%, on remarque que la suite A, = —k(k+n—1), énoncée au
paragraphe 3, des valeurs propres de l'opérateur de Jacobi symétrique L,,; correspond
exactement a la suite des valeurs propres de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur S™ ;
alors que l'opérateur de Jacobi dissymétrique Lff{ admet la suite
n+1

2

de valeurs propres, donc ne reprend qu’une valeur propre sur deux du méme Laplacien
sur S™.

X, = 4(—k(k + —1)) = —2k(2k +n — 1) = Ay
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Cette remarque, vraie pour toutes les valeurs des parametres, s’explique aisément
pour les valeurs entiéres en remarquant que I’opérateur de Jacobi dissymétrique Lg‘j},
peut étre considéré comme la restriction de 'opérateur de Jacobi symétrique L, , aux
fonctions radiales sur D}, donc en ’occurrence, pour p = 1, aux fonctions paires sur
[=1,1], donc la suite des vecteurs propres de LS: } est la suite des polynomes de Jacobi
de degré pair, d’ou le résultat sur les valeurs propres.

La remarque peut se généraliser en dimension supérieure : Soit Pi(z) le k-ieme
polynéme de Jacobi sur [—1,1] ; alors Py est vecteur propre de I'opérateur L, ;. On
pose maintenant

fk : Dr — R
(z1,-r2p) > Pe(z1).
Alors clairement f; est vecteur propre de l'opérateur L, ,. De plus, le Laplacien sur
S™ étant invariant par les rotations de IR", il en est de méme pour sa projection Ly,
sur DP. les rotations de IR? pour p < n étant des rotations de IR" particuliéres. Donc
si R € 50, groupe des rotations de IR”, fi o R reste vecteur propre de Ly ;.
On munit maintenant SO, de la mesure de Haar dR, et on pose

hk: D — IR
T — fsop fk(Rl‘)dR H

p—1

l1zoll,* h;. est donc une

pour x¢ € DP, hi(xo) est en fait la valeur moyenne de fi sur S
fonction radiale, i.e.

3k, :[0,1] = R, hi(z) = hi(llzllp)-

De plus, il est facile de vérifier que hx(z) reste vecteur propre de L, ,, donc que hi(p)
et vecteur propre de L{). On effectue enfin le changement de variables

¢ : [0,1] — [-1,1]
p = =201,
et on retrouve que hj(z) est vecteur propre de Lfff),, donc est polynéme de Jacobi
dissymétrique ; on peut constater en effet que les diverses modifications subies par
Pi(z) n'ont pas altéré sa forme polynémiale. Enfin, on retrouve que Lﬁjf), n’admet

comme valeurs propres qu'une valeur propre sur deux de 'opérateur L, , par le fait
que dans un cas sur deux, hg(z) = 0.

Vérifions le sur un exemple simple : p = 2

50, = {( cosf —siné ) e [0,27.-[},

sinfd cosé
d’ou
2% . do
hi(z,y) = / Pi(z cos + ysin 0) —,
o 27
on pose alors z = rcosp, y = rsiny :
, 2m A . do
hi(z,y) = hi(r) = / Pi.(r cos 8 cos ¢ — rsin Osin 99)2—
s

027r dé
/ Pu(rcos(8 + p)) =
0 2T

27 dé
/0 Pi(r cos6) 2.
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Or k impair = h}(r) = 0 (car P est un polynéme impair).

En conclusion, tous les opérateurs de Jacobi dont les parameétres sont des demi-
entiers, s’obtiennent par projection du mouvement brownien sur les spheres, (et méme,
en ce que concerne les opérateurs symétriques, de deux fagons différentes). Les semi-
groupes d’Ornstein-Uhlenbeck et de Laguerre s’obtiennent par des limites quand n et p
tendent vers l'infini, des semi-groupes de Jacobi, moyennant un changement d’échelle
et de temps.
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