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pour des chalnes de Markov finies
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Summary : We will show how, in the discrete times setting of finite (irreducible
and aperiodic) Markov chains, one can still use some logarithmic-Sobolev inequalities
to study hypercontractivity and the evolution of entropy. As an application, we will
give a new simple proof of a criterion of Hwang and Sheu for the strong ergodicity in
law of the generalised simulated annealing algorithms in discrete times.

Résumé : Nous allons montrer comment, dans le cadre du temps discret des
chaines de Markov finies irréductibles et apériodiques, on peut encore utiliser certaines
inégalités de Sobolev-logarithmiques pour obtenir des résultats sur ’hypercontractivité
et I’évolution de I’entropie. On illustrera ces techniques de semi-groupes en retrouvant
simplement un critere de Hwang et Sheu pour 'ergodicité en loi forte des algorithmes
de recuit généralisés & temps discret.

Abbreviated title : Hypercontractivité des chaines de Markov finies.

American Mathematical Society 1991 subject classifications : Primary 60J10 ; secondary
47A50 and 47TN30.

Key words and phrases: Irreducible and aperiodique finite Markov chains, logarithmic-
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1 Introduction

Les inégalités de Sobolev-logarithmiques furent introduites par Gross dans [8]
pour traiter notamment de I’hypercontractivité des processus d’Ornstein-Uhlenbeck
en dimension infinie. Mais elles se sont vite révélées intéressantes pour d’autres types
de processus (cf. par exemple Rothaus [18] et Holley et Stroock [9]) et jusque dans
un cadre général de théorie des semi-groupes (voir Bakry [1] et les références qui
y sont données). Méme dans le contexte relativement plus simple (en apparence!)
des processus de Markov finis homogenes, elles permirent de faire des progres dans
la compréhension des vitesses de convergence vers ’équilibre (cf. Diaconis et Saloff-
Coste [4], nous reprendrons d’ailleurs ici les notations de cet article). Cependant leur
domaine d’application semblait restreint aux cas de processus indicés par un temps
continu, car 'intérét de ces inégalités était souvent de permettre une majoration des
dérivées temporelles de certaines quantités naturellement associées aux semi-groupes.
Notre but ici est de montrer comment on peut également les utiliser pour étudier des
chaines de Markov finies & temps discret. Précisons tout de suite que de supposer
’espace des états finis est un peu frustrant, mais nous a été imposé par les inégalités
de Sobolev-logarithmiques présentées dans la section suivante, qui ne sont pertinentes
que dans ce cadre fini (les autres calculs étant sinon souvent valables dans une plus
grande généralité).

Soit donc S un ensemble fini (non réduit & un singleton), muni d’un noyau p =
(p(2,y))zyes de probabilités de transitions que I’on supposera irréductible : pour tous
z,y € S, il existe n € IN et une suite finie ¢ = z¢,2;,++,2, = y d’éléments de S
telle que pour tout 1 < i < n, p(z;-1,z;) > 0 (une telle suite sera appelée un chemin
de longueur n, de points de départ = et d’arrivée y), i.e. il n’y a qu’une classe de
récurrence et pas de points transients. Il existe donc une unique probabilité invariante
i pour p, qui est caractérisée par

VeesS, Y uyp )= u)p(z,y) = p)

yeS yes

et elle charge tous les points.
Comme d’habitude, on associe & p un opérateur P qui agit d’une part sur les
fonctions réelles définies sur S (leur ensemble sera désormais noté F(S)) par

VFfEF(S),VeeS, Pf(z)=> p(z,y)f(y)

y€S

et d’autre part sur les probabilités sur S (dont I’ensemble sera désigné par P(S)) par
VmeP(S), VzeS, mP(z) =) m(y)p(y,z)

y€ES

I’invariance de p s’écrivant alors uP = pu.

Ces opérations ont clairement les interprétations probabilistes suivantes: si X =
(Xn)newv est une chaine de Markov sur S dont les probabilités de transitions sont
données par p et qui est issue de z € S, alors pour tout f € F(S), Pf(z) = E.[f(X1)].
Si par contre on suppose X de loi initiale m € P(S), alors mP est la loi de X;.

Pour n € IN, on désignera aussi par P" les itérés n fois de P (auxquelles correspon-
dent les matrices p"), en convenant que P° = I, ou I est application identité, agissant
suivant les cas sur F(S) ou sur P(S).
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La premiére question que 1’on se pose est de savoir si le semi-groupe (P"),cpv est
hypercontractif: si 2 < go < +00 est donné, existe-t-il des ¢ > go tels que pour tout

f € F(S),
(1) IPFllg < 11 £l

ot pour tout 1 <7 < oo, || ||, désignera la norme usuelle de L™(S, ).

La seconde question concerne ’évolution de l’entropie le long des itérées de P
agissant sur P(S), et plus particuliérement de décrire quantitativement sa décroissance,
pour pouvoir dans les situations apériodiques donner sa vitesse de convergence vers
0 en temps grand. Rappelons que I’entropie par rapport & p d’une mesure m € P(S5)
est définie par

Ent(m) =) In <M> m(z)
z€8 u(z)
(par la suite, dans le cas de processus inhomogenes, plusieurs mesures invariantes
instantanées apparaitront et cette expression sera alors plutét notée Ent(m|u) pour
éviter les confusions), et que c’est une quantité qui mesure d’une certaine maniére un
écart a la probabilité p, car on a par exemple

(2) lIm — pll,, < V2y/Ent(m)

ou || - ||,, représente la variation totale (cf. Stroock [19] formule (1.12)).

Dans la section suivante, on introduira certaines inégalités de Sobolev-logari-
thmiques dont les constantes associées permettront d’apporter des réponses aux pro-
blemes précédents, respectivement dans les sections 3 et 4. Enfin dans une derniére
section, on illustrera ces techniques en retrouvant, relativement facilement, un critére
d’ergodicité en loi des algorithmes de recuit généralisés finis & temps discret.

2 Inégalités de Sobolev-logarithmiques

Les inégalités de Sobolev-logarithmiques consistent & comparer une certaine
fonctionnelle £, qui ressemble & I’entropie mais qui est définie sur F(S) par

v feFs) “”zfﬁh“ﬁﬁd”

(cette quantité sera aussi notée L£,(f) quand la probabilité p ne sera plus sous-
entendue), & une forme de Dirichlet. Quand les processus étudiés sont a temps continu,
la forme intervenant est celle associée & 'opposé du générateur (ou de maniére équiva-
lente, & I’opposé du symétrisé additif de cet opérateur dans L%(x)), mais quand le
temps est discret, c’est suivant les cas celle associée a I — P*P ou a I — PP* qui
apparait naturellement (voir aussi Fill [5] et Diaconis et Saloff-Coste [3], ou P*P est
appelé le symétrisé multiplicatif pour le distinguer du symétrisé additif (P + P*)/2).
On a noté ci-dessus P* 1’adjoint de P dans L%(p), et pour tout f € F(S), soit

E(1,) = [(I-PPYH)fdu = [ £ = (PF) du= |1 - |PFI;



139

(quand on voudra préciser les opérateurs intervenant, cette expression sera aussi notée
Er_p-p(f, f)). Du fait que P est une contraction dans L(y), il est clair que £(f, f) > 0.
On calcule immédiatement que P* agit sur F(S) par

VieF(S),VeeS,  Pf(z)=) p(zy)f)

yeS

avec pour tous 2,y € S, p*(¢,4) = w(y)p(y, 2)/u(2).
Le fait que p est invariante pour P implique que P* est un noyau markovien

VeeS, Yp(ey) = ;(Z—)Zu(y)zf(y,whl

y€eSs y€S

qui de plus admet aussi p pour probabilité invariante

Vzes, 3 w(=@)p*(z,y) = Y w(¥)p(y,z) = p(x)

yES yES

Notons qu’en posant pour z,y € S,

q(z,9) = (p"p)(z,y) = p(z)™’ X;u(Z)p(z,w)p(z,y)

on peut expliciter un peu plus la forme de Dirichlet,

() VFEFS), EfH=3 T meu() - f(=)

z,y€S

Définition :
On dit que I — P*P satisfait une inégalité de Sobolev-logarithmique s’il existe une
constante a > 0 telle que pour tout f € F(S),

L(f) < a'E(£, 1)

et a(I — P*P) désignera alors la plus grande constante (appelée constante de Sobolev-
logarithmique) telle que toutes ces inégalités soient satisfaites.

Remarque:

Une telle inégalité implique que pour tout f € F(S), £L(f) < a7! ||f||§, ce qui a
son tour impose que S est fini (du moins que p est une combinaison convexe d’un
nombre fini de masses de Dirac, ce qui nous raméne a ce cas), comme on en s’en rend
compte en considérant sinon des indicatrices d’ensembles de mesure de plus en plus
petites pour p (voir aussi les contre-exemples de la fin de cette section).

En fait dans le contexte des processus de Markov finis, il est bien connu qu’une
inégalité de Sobolev-logarithmique du type précédent est équivalente a I'irréductiblité
de p*p: en effet pour la condition nécessaire, il suffit de remarquer que si on pose
fo = 1+ €h, avec 1 la fonction prenant toujours la valeur 1 et b € F(S) fixé, on
2 £(ff.) = €€(h,h) et pour ¢ tendant vers 0, L(f,) ~ 2((f. — p(fo))?), d'ou
I’existence d’un trou spectral (d’au moins 2a(f — P*P)) pour l'opérateur symétrique
I — P*P (pour plus de détails, on renvoit & Rothaus [18] ou & Diaconis et Saloff-Coste
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[4]), ce qui est aussi équivalent & l’irréductibilité de p*p (ce dernier point se montrant
a partir de 1’expression (3), voir par exemple la preuve de 'inégalité de Poincaré faite
par Holley et Stroock [10]). Quant & la condition suffisante, puisque £ et £ sont tous
deux homogenes d’ordre 2, il suffit de voir que

LD _ g

F7(8)/IIfllp=1, fgVeer(1) L(f)
et méme que, puisque pour tout f € F(S), E(f, f) > E(|f],|f),

£(£,1)

1n. >0
1e7(8)/IIfl,=1. 121, £20 L(f)

mais ceci découle, outre du trou spectral et d’un développement du type précédent
au voisinage de I, du fait que l’application f - E(f, f)/L(f) est continue (on aura
noté que par l'inégalité de Jensen et la stricte convexité de IR, > t — tln(t), L(f)
est nul si et seulement si f2 est constante) sur le compact formé de ’ensemble {f €
F(S)/ IIfll, =1,f #1,f > 0} privé de son intersection avec une petite boule (pour
|| ||,) autour de I, elle y atteint donc son minimum qui ne peut étre nul car £(f, f) = 0
équivaut de par la formule (3) et Virréductibilité de p*p a f constant.

Pour ceci et pour des estimations de a(I — P*P) (qui constituent le point crucial
dans les applications, voir par exemple la derniére section) on renvoit aussi & Diaconis
et Saloff-Coste [4].

Notons que le trou spectral de I — P*P est toujours majoré par 1, ce qui montre
que d’une maniére générale, on a a(I — P*P) < 1/2.

Le résultat trés simple suivant va nous permettre de voir quelles sont les situations
pour lesquelles des inégalités de Sobolev-logarithmiques peuvent étre utiles. On y
suppose seulement que le noyau p admet p pour mesure invariante. L’adjoint P* est
alors toujours bien défini dans L?(u), méme si la matrice p* n’est plus unique, il
suffit de poser p*(z,y) = p(y)p(y,z)/p(z) si p(z) > 0 et de prendre pour p*(z, -)
une probabilité quelconque sur S si p(z) = 0 (pour permettre au noyau p* de rester
markovien et d’admettre également y pour mesure invariante). Le résultat ci-dessous
ne dépend pas du choix éventuel de p*.

Proposition 1

On a équivalence entre
(4) 1l existe un k > 1 tel que p**p* est irréductible.
11) p est irréductible et apériodique.
(@) p périodiq

Démonstration :

Supposons (i), il est bien connu qu’alors il existe un k > 1 tel que pour tous
z,y € 8, p*(z,y) > 0, or il est clair & partir des égalités

pk* — (pk): — (p:)k
que ceci implique aussi que pour tous z,y € S, p**(y,z) > 0, puis que

Ve,yes,  (p*p*)(z,y) >0
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et donc notamment l'irréductibilité de p**p*.

Réciproquement, supposons d’abord que p admette une classe de récurrence C' #
S. 1l existe une telle classe satisfaisant pour tout z € C, p(z) > 0. Or pour z €
C et y € S, l'inégalité p*(z,y) > 0 implique, puisque p(z) > 0, d’une part que
p(y) > 0, et donc notamment que y ne peut pas étre un point transient, et d’autre
part que p(y,z) > 0. Ces deux informations montrent que y € C et on aboutit
a la méme conclusion si p(z,y) > 0. Ainsi pour tous ¥ > 1,z € C ety € S,
l'inégalité (p**p*)(z,y) > 0 impose que y appartient aussi & la classe C et il en
découle que p**p* a une classe de récurrence dans C, ce qui est incompatible avec
lirréductibilité de p**p*. Supposons maintenant que p irréductible admette plusieurs
classes de périodicité, disons Cy, - - -, Cy_1 (d > 1 est alors la période, et on suppose que
Co,-++,Cq_1 sont rangés consécutivement). En considérant leurs indices comme des
éléments de Z /dZ, pour tous k > 1,i € Z|dZ,z € C; et y € S, on a I'implication
p*(z,y) > 0 = y € Ciyy (respectivement p**(z,y) > 0 = y € C;_), ce qui prouve
que p**p*(z,y) > 0 assure que z et y sont dans une méme classe de périodicité et donc
que p**p* ne peut étre irréductible.

0

Si p est irréductible et apériodique, notons
(4) k(p) = min{k € IN* / p**p* est irréductible}

Pour appliquer les résultats des deux sections suivantes, qui seront satisfaits sous
Phypothése d’existence d’inégalités de Sobolev-logarithmiques, il faudra au moins
remplacer la matrice p par p*(), et méme souvent il sera intéressant de considérer
plutét p* avec un certain k > k(p) pour accroitre fortement la constante de Sobolev-
logarithmique (voir ’exemple de la remarque (b) de la fin de la section 5). L’argument
précédent montre que

k(p) <min{k >1/V z,y € S, p*(z,y) > 0}

mais on peut avoir une inégalité stricte comme le montre I’exemple donné par la

matrice
011

p==-|101
2{o0 20

pour laquelle k(p) = 1. Par ailleurs pour tout n € IN, n > 2, la matrice p définie sur
Z[(nZ) par

1 ,sli#0etj=¢+1
1/2 ,sii=0etj=1
1/2 ,sit=0=3

0 , sinon

Vi,je Z/(nZ), p(i,j)=

fournit un exemple trés simple pour lequel k(p) =n — 1.
Revenons au cas général, a partir des inégalités de Cauchy-Schwarz,

VE>1L,VFfeF(S),Vzesl, (P*f(z))? < P(P*f)?)(z)
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et de l'invariance de x par rapport a P, on remarque que

Vk>1,V feFS), Er_prsraprnr(f, f) > Er_prepr(f, f)

ce qui montre que

IN* 3 k — oI — P* P¥)

est une application croissante (en convenant que a(I — P**P*) = 0 si p**p* n’est pas
irréductible). Celle-ci admet d’ailleurs oI — E1E,) = a(I — E,) comme limite en
linfini, ou E, est la matrice correspondant a I’espérance par rapport & u et qui est
donnée par

Vz,ye$,  Euz,y)=py)

Indiquons que la valeur de (I — E,,) a été astucieusement calculée par Diaconis et
Saloff-Coste (cf. le théoreme 5.1 de 'appendice de [4]) et qu’elle vaut (1—24)/ In(1/p—
1), ot g = minges p(z).

Il apparait également que pour tout k > k(p), p**p* sera irréductible, puisque ceci
revient & dire que a(] — P*¥* P¥) > 0, inégalité elle-méme équivalente &

vV f e F(S), Er_prepi(f, f) =0 = f est constant

Remarques:

a) Dans le méme ordre d’idées, notons pour tout n € IV,

Vo= {f € F(8)/ IP"fll, = I}

Puisque pour tout = € S, on a (P"f(z))? < P*(f?)(z) avec égalité si et seulement
si f est constante sur 'ensemble {y € S/ p"(z,y) > 0}, il apparait que V, est un sous-
espace vectoriel de F(S). De plus, en utilisant les inégalités || P*+! f[|, < ||P"f|, <
-+ < ||Pfll, < ||f]l, valables pour tout f € F(S), on montre que pour tout n € IN,

feEViyu < PfeV,et fel

De ceci il découle facilement que si pour un n € IN on a V,;; = V,,, alors pour tout
r € IN, Vo, = V,.. Or en supposant p irréductible apériodique, on a Vi(p) = Vect(1),
ainsi (V,) est une suite de sous-espaces vectoriels qui commence par étre strictement
décroissante (Vo = F(S)) puis qui finit par valoir Vect(I). On en déduit que ’on
a toujours k(p) < card(S) — 1 (1'égalité étant possible comme on I’a déja vu dans
l'exemple ci-dessus sur Z/(nZ)). Ceci nous donne un résultat sur les chemins qui
n’est pas facile & obtenir directement: en effet, k(p) est le plus petit k € IV tel que
pour tous z,y € S, on puisse trouver deux suites finies (¢?)oci<n et (¢)ocicn de
chemins (pour p) de longueur k satisfaisant q(()o) =z, q((,") =y, q,:) = qu) pour tout
0<i<net q‘(,i+1) = qf,") pour tout 0 <1 < n. Les résultats précédents montrent donc
que l'on peut trouver de telles suites avec k = card(S) — 1.

b) D’autre part, remarquons que P* P est diagonalisable et n’admet que des valeurs
propres positives, la plus grande étant 1. Puisque cette diagonalisation est orthogonale
dans L*(u), || Pf|l, = || ||, équivaut & l'appartenance de f & I’espace propre associé
a la valeur propre 1 et l'irréductibilité de p*p est donc équivalente au fait que celle-ci
est de multiplicité 1. Or il est bien connu que P*P et PP* ont méme spectre, ainsi
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irréductibilité de p*p est équivalente a celle de pp*, on a notamment k(p*) = k(p) et
I — P*P satisfait une inégalité de Sobolev-logarithmique si et seulement si il en est
de méme pour I — PP*. Cependant il n’est pas clair en général, mis & part dans les
cas ou p est normal (notamment si p est réversible, car on a alors P* = P), que les
constantes a(I — P*P) et a(I — PP*) soient égales. Or dans la section suivante c’est
la premiére qui interviendra, alors que dans les sections 4 et 5 ce sera la seconde.

c) Si p est irréductible apériodique et réversible, notons que k(p) = 1, car s’il
existait f € F(S) non constante telle que &;-p+p(f, f) = 0, ceci impliquerait que
’espace propre associé a la valeur propre 1 pour P? = P*P serait au moins de
dimension 2, i.e. soit ’espace propre associé & 1 pour P est au moins de dimension
2, ce qui est exclus par l'irréductibilité, soit —1 est valeur propre de P, ce qui est en
contradiction avec ’apériodicité.

On peut en déduire un résultat un peu plus général : supposons que p soit tel que

(5) Ve,ye S,  p(z,y) >0 p(y,z) >0

alors on a aussi k(p) = 1.
En effet, k(p) ne dépend que de la matrice d’incidence i(p) associée a p, qui est
donnée par
Vz,y€S, i(p)(:c,y) = IP(-‘MI)>°

ainsi k(p) = k(p), ou p est la matrice markovienne définie par

Vewes,  Ha)= Yo ES/rn >0 Ldray >0

or cette derniére est réversible si et seulement si p satisfait (5).

3 Hypercontractivité a temps discret

Traditionnellement dans le cas des processus de Markov finis, une inégalité d’hyper-
contractivité du type (1) se prouve pour P = exp(toL) ol tg > 0 et L est un générateur
irréductible sur S. Plus précisément, on montre que toute une famille d’inégalités est
satisfaite :

Vt20,V feF(S),  llexp(tL)fllgq < IFllg,

ol ¢ : IR, — [2,4+00[ est une certaine application telle que ¢(0) = go > 2. On
les prouve en les dérivant par rapport a ¢ > 0 et en imposant aux dérivées d’étre
négatives grace a des inégalités de Sobolev-logarithmiques (cf. par exemple Gross (8]
ou Diaconis et Saloff-Coste [4]). Ainsi, si on veut montrer (1), on peut commencer par
chercher s’il n’existerait pas un générateur irréductible L sur S tel que P = exp(L).
Cependant ceci est rarement satisfait, ne serait-ce que parce que cela implique déja
que pour tous z,y € S, p(z,y) > 0. Nous allons plutét essayer d’estimer directement
la différence ||Pf| — || f|l,, et voir comment les inégalités de Sobolev-logarithmiques
de la section précédente peuvent permettre de la rendre négative.

On supposera donc que I — P*P satisfait une inégalité de Sobolev-logarithmique
avec constante a(I — P*P) > 0, c’est-a-dire que P*P est irréductible, ce qui entraine
notamment l'irréductibilité et ’apériodicité de P. Notons également

v(P) = max{1/p(z,y)/ =,y € S, p(z,y) > 0} — 1
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(on a donc v(P) > 1 par apériodicité de P), et si ¢ > 2 et v > 0 sont donnés, on pose

_(+v)-1-qv
g(q,'/)—((l—+;)q~/z_—l)2

Sig=2onag2-) =1, mais si ¢ > 2 est fixé, on vérifie aisément que
q q
I'application IR} 5 v — g(g,v) est strictement décroissante et satisfait

g—1
g(q’0+) = 2_11_, g(q9+°°) =1

D’autre part, on peut aussi montrer qu’a v > 0 fixé, [2,+00[3 ¢ — g(q,v)
commence par étre croissante puis décroit, les limites étant g(2,v) = 1 = g(+o00,v).

Avec ces notations, le principal résultat de cette section s’énonce alors,

Proposition 2

Pour tous ¢c > 2 et f € F(S), on a

1PFllg < 1fllg

dés que g satisfait ¢ < [1 + g(q,v(P))a(I — P*P)]q, et donc notamment
sig=[1+a(l - P*P)qg

La preuve de cette proposition est basée sur deux lemmes trés simples :

Lemme 3
Fixons f € F(S), 'application

(0,1] 3¢t~ “f“l/t

est convexe. Notamment pour tous ¢ > g > 1,

_ q9—qo l—qL: q/2
I1£1l, ||f||q0S—qq0 1£llg £(F4%)

Démonstration :

Soit 0 < § <let0 < s <t<1,on veut estimer | £111/(6s+(1-6)¢)- Pour ceci soit

0 <7 <1 tel que
1 _r 4 1—r
bs+(1-6)t s t
on calcule que r = §s/(6s + (1 — 6)t).
Par I'inégalité de Hélder on a

r(0s+(1-0 s 1-r)(6s+(1-0)t)/t
IFllyjaaramgyy < IFITGFET00/e ) G er G000/
[} 1-6
= |IF18, I£113
<

11 £llrss + (1= 6) 1 £ll1se
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par convexité de 1’application exponentielle. Pour la seconde affirmation, il reste a

vérifier que
1-1/t i Jt
— 1715 [1n (“ f”m)f‘ du

1/t
1-1 1
~ I £(f5)

d
a ”f”l/t

(]

Le second lemme concerne une petite inégalité qui précise la stricte convexité de
application IR, 3t +— t9, pour g > 2. C’est elle qui a déterminé la fonction g(+y )
précédente.

Lemme 4
Soit v > 0 et ¢ > 2 fixés. Pour tous t > 0 et -t <s<wvi,ona

(t+9)7 > 7+ gt*"s + g(g,v)((t + 8)¥7 — 97

Démonstration :

En effet, t > 0 étant fixé, notons pour u = s/t, h(u) le membre de gauche moins
le membre de droite le tout divisé par t9. En dérivant deux fois, il apparait que k a le
comportement suivant :

u(q,v)

h(-1) h(u(g,v))
0

pour une certaine valeur 0 < u(g,v) < v, ce qui permet de conclure au résultat
annoncé.

a

Démonstration de la proposition 2:

Soit ¢ > qo > 2 a priori quelconques, et comme d’habitude, on commence par se
ramener & ne considérer que des fonctions f positives. On écrit ensuite

IIPfIIq—IIfIIq.,=IIPf|| =1 fllg + 1Fllg = 11 Fllgq

et on majore 'expression || f||, — || f||,, comme dans lemme 3
Pour l’autre terme, on utilise I’inégalité de concavité a'/? — /9 < lbl/ -a — b),
valable pour tous réels a,b > 0, pour obtenir

I1PFllg = lIflly = % 17172 AP FIG = 111

ce qui nous raméne a estimer [(Pf)?dp — [ f?dp. Pour ceci on se sert du lemme 4
appliqué avec v = v(P),t = Pf(z) et t +s = f(y), ou ¢,y € S sont tels que
p(z,y) > 0.
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Mais ¢ € S étant fixé, on intégre ces inégalités en y par rapport & p(z,y) pour
obtenir

P(f*)(z) = (P(f)(2)) + 9(g,#(P)) 3_ p(=,9)(F*(y) — (Pf)"*(2))*

y€S

Cependant, toujours & * € S fixé, on a

z;;p(z,y) () - (PH(x)" 2 miz 3 p(=9) (7%y) = <)
= X ple) (7 - P(f**)(=))"
= P(f%)(2) - (P(f*)(=))"
d’ou

) PU7)e) 2 (PU)E) +9(a,1(P)) (PU)(=) - (P(F)(a))°)

Il reste alors a intégrer ces inégalités en x par rapport a p et a utiliser 'invariance
de p par P pour faire apparaitre que

IPFI5 — 113 < —g(a, 1(P))E(F*, £97%)

Finalement on a donc montré que

(1) 1PFl, = 1l < LA | T2 — st P, 1)

qui est un analogue pour des différences finies de ’estimation classique de la dérivée
dans la preuve de ’hypercontractivité.

Si maintenant ¢ < [1 + g(q,v(P))a(I — P*P)|qo, on peut conclure par l'inégalité
de Sobolev-logarithmique

a(I - P*P)L(f?) < E(f/*, §4/%)

Remarques:

Dans les applications, on a souvent v(P) trés grand, et on peut alors se contenter
de prendre ¢ = (1 + a(I — P*P))go. Notons d’ailleurs que pour la preuve du résultat
d’hypercontractivité avec ce g, le lemme 4 est inutile, car on a besoin de l'inégalité
(6) qu’avec g(g,v(P)) remplacé par 1, et dans ce cas elle se réduit a

(P(£*)())" = (P(f)(=))*

qui est trivialement satisfait pour g > 2.

Néanmoins nous avons tenu a présenter le lemme 4, car c’est une inégalité du
méme genre qui interviendra dans la section suivante, et curieusement la différence
entre g(gq,0;) et g(g,+o0o) est la “méme” que celle qui intervient dans le lemme
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2.6 de Diaconis et Saloff-Coste [4] entre les situations réversibles et non réversibles.
Malheureusement, nous ne sommes pas arrivé a exploiter ceci pour montrer par
exemple que si P est réversible, alors on peut obtenir un meilleur résultat que la
proposition 2.

Dans le méme ordre de considérations, notons que (7), ol on remplace g(g, v(P))
par 1, permet de retrouver le lemme 2.6 de Diaconis et Saloff-Coste [4] dans les cas non
réversibles : soit L un générateur markovien sur S, matriciellement L = (L(z,y))zyes
avec pour tous ¢ # y € S, L(z,y) > 0, et pour tout ¢ € S, Lyes L(z,y) = 0.
Supposons L irréductible et soit P = exp(tL) pour unt > 0. Si ¢ : Ry — IRy est
une application dérivable telle que g(0) = go > 2, écrivons que

||exp(tL)f“q(t) - ||f||qo
t

< _1__ ”f“l—q(t) Q(t) — 4o Ac(fq(t)/z) _ gI—exp(tL‘)exp(tL)(fq(t)“, fq(t)/z)
= gt) t 9 t

Or on sait (voir la preuve du théoreme 3.5 de Diaconis et Saloff-Coste [4]) que

d _[d L(fo/?
el =™ [ AL e gm0

et d’autre part il est clair que

lim Er—exp(eL®) expier)(F1O/2, f2O/2)

t—04 t

- 5-L'—L(fq°/2,fq°/2) - 25_L(fq°/2,fq°/2)

Ainsi en passant i la limite en ¢ petit, on retrouve bien que pour tout go > 2 et

tout f € F(S),
E-o(f*/%, /%) < DEL(f, £*7)

4 Evolution de I’entropie a temps discret

Un des moyens de montrer la convergence en loi vers ’équilibre des processus de
Markov finis irréductibles et homogenes (& temps continu), est d’étudier I’évolution
de D’entropie, par rapport a la mesure invariante p du systéme, de la loi a un instant
donné. En effet, il n’est pas trés difficile de majorer la dérivée par rapport au temps
de cette quantité par ’opposé de deux fois la forme de Dirichlet associée au symétrisé
additif de 'opposé du générateur (si le processus est réversible, on peut méme faire
intervenir quatre fois cette forme de Dirichlet, voir Diaconis et Saloff-Coste [4]). Par
le biais d’une inégalité de Sobolev-logarithmique, ceci permet d’obtenir une inégalité
différentielle simple satisfaite par ’entropie, qui s’intéegre pour prouver que cette
quantité converge exponentiellement vite vers 0, la vitesse étant donnée par la cons-
tante de Sobolev-logarithmique considérée.

Nous allons voir comment ceci peut également s’adapter pour traiter de I’ergodicité
des chaines de Markov finies homogenes irréductibles et apériodiques.

Comme dans la section précédente, on a besoin d’une inégalité qui quantifie d’une
certaine maniere la stricte convexité de 1’application Ry 3 u — uln(u).
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Lemme 5
Pour toust >0 et s > —t,on a

(t+s)In(t +s) > tln(t) + (1 + In(t))s + (VE+ s — Vi)
Démonstration :

A t > 0 fixé, soit pour u = s/t, h(u) le membre de gauche moins celui de droite,
le tout divisé par ¢. En dérivant deux fois on montre que k a le tableau de variations

suivant :
U -1 Uo 0 +o00
" h(wo) +o00
0 0

pour une certaine valeur —1 < ug < 0, caractérisée par In(1+uo)— 1+(1+u0)‘1/2 =0.

D

En supposant que I — PP* satisfait une inégalité de Sobolev-logarithmique avec
constante a(I — PP*) > 0, on en déduit le résultat suivant :

Proposition 6

Pour tout m € P(S), on a

Ent(mP) < (1 — a(I — PP*))Ent(m)

Démonstration :

Désignons par f la densité de m par rapport & . On vérifie immédiatement que
la densité de mP par rapport & y est alors donnée par P*f.

En appliquant le lemme 5 avec t = P*f(z) et t + s = f(y), pour z,y € S, puis en
multipliant cette inégalité par p*(z,y) et en sommant sur y € S, on obtient que pour
tout = € S,

P > PSP (o) + 3 p(en) () - VP 1)
Cependant, toujours & = € S fixé, on a comme dans la section précédente
(o) (VI - VP I@) 2 P - (P/DE)

ainsi en intégrant par rapport & p en z et en utilisant I'invariance de u par rapport a
P*, on fait apparaitre que

(8) Ent(mP) =Y P*f(z)ln(P*f(z)) () < Ent(m)— Erpp-(y/f,4/f)

z€S
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Il reste a utiliser I'inégalité de Sobolev-logarithmique

Ent(m) = £(/f) < a(I—_lm&_pp-(\/?, NG

pour conclure au résultat escompté.

Remarques:
a) Pour 0 < v < 1, soit g(v) = ((1 — ¥)In(1 — v) + v)/(v/1 — v — 1), on vérifie
sans difficulté que pour tous t > 0 et s > —vt,on a

(9) (t+s)ln(t+s) > tln(t) + (1 +1n(t))s + g(v)(VE + s — V1)

Remarquons que g est strictement décroissante et que g(0;) = 2 et g(1) = 1. Une
nouvelle coincidence veut que la différence entre ces valeurs est la méme que celle
qui intervient dans le lemme 2.7 de Diaconis et Saloff-Coste [4] entre les situations
réversibles et non réversibles. Notons aussi que ’on peut se servir d’une inégalité du
type (9) avec un v > 0 dépendant de m et p, si 'on sait a priori que m charge tous
les points. Puis quand on finit par savoir plus précisément que f est assez proche
de I, on peut utiliser plutét une variante de l'inégalité de trou spectral a la place
d’une véritable inégalité de Sobolev-logarithmique (cf. les inégalités énergie-entropie
de Bakry [1], que P’on écrit ici sous la forme

VIeFOS), Ifl.=1,  L(f) < agsn(I - PPE(S, f)

avec pour tout h > 0, ap(I ~ PP*) = b7 inf ser(s)\Veet(1), (1fll, =1, £(£)=h E(f> f) = oI —
PP*), et on se sert du fait que limp_o, a(h) est égal & la moitié du trou spectral).

b) Par des arguments identiques a ceux de la fin de la section précédente, en
prenant P = exp(tL) avec t petit et L générateur irréductible, on montre que (8)
permet de retrouver le lemme 2.7 de Diaconis et Saloff-Coste [4] : pour tout f € F(S),
f Z 0’

£.(y/7:\/5) < 3E-2n(), )

(car il suffit de I’avoir pour toutes ces fonctions qui satisfont [ f dp = 1).

c) Le choix précédent de t = P* f(z) est commode et est suggéré par la preuve de
'inégalité de Jensen pour la fonction convexe IR, 5 t — tIn(t) et la probabilité donnée
par p*(z, - ) & ¢ € S fixé (qui permet de voir que I’entropie est toujours décroissante le
long des itérés du semi-groupe agissant sur P(S)), mais n’est pas optimal en général :
en effectuant les mémes calculs, on obtient pour tout ¢t > 0,

P(fla()(@) - (P'()(@) - (P (/D))
> tla(t) + (1 + @) P (o) - )+ (P(/D) - VE)

et & z € S fixé, on est donc amené i optimiser le membre de droite en ¢. On vérifie
facilement que le maximum est atteint pour

= ()
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si P*(+/f)(z) # 0 (sinon de toute fagon, I’inégalité précédente s’écrit 0 > 0 pour tout
t > 0). En remplagant ¢ par cette valeur, on obtient

P (fla(f))(e) - (P(£)@) - (P(/HE))

> P + (P + 2 (L) P

c’est-a-dire

P*(f1n(£))(z) — In(P*(£)(2))P*(f)(=) > In (%) P(f)(c)

En intégrant par rapport a p en z, il apparait donc que
Ent(m) — Ent(mP) 2 [[In(P*(£)) — In((P*(y/ )P (f) dp
ainsi en utilisant l'inégalité de concavité
Va,b>0, In(a)—In(b)> %(a _b)

on retrouve la majoration (8).

De maniére similaire le choix de ¢ = Pf(z) dans la section précédente n’est pas
a priori le meilleur, cependant le probléme d’optimisation en ¢ n’est plus alors aussi
trivial (et dépend de I’exposant g considéré).

Comme application immédiate de la proposition 6, on obtient une vitesse de
convergence vers 1’équilibre des chaines de Markov irréductibles et apériodiques :

Corollaire 7

Soit p une matrice markovienne irréductible et apériodique. Alors pour
toute probabilité initiale m € P(S), tout k > k(p) et tout n € IV, on a

Ent(mP") < (1 — a(I — P*P**))"/* Ent(m)
ol |- | représente la partie entiére.

En fait on aurait pu se servir de ce résultat pour montrer que () = (i¢) dans la
proposition 1, du moins si 'on y suppose p sans point transient, car il permet de voir
que si pour un k > 1, (I — P¥P**) > 0, alors on a unicité de la mesure invariante.

Notons également que contrairement aux processus de Markov a temps continu,
ici Pentropie ne décroit pas nécessairement strictement en dehors de 1’équilibre .
Plus précisément, par le cas d’égalité dans l'inégalité de Jensen pour ’application
strictement convexe IRy 3 z — zln(z), il apparait que Ent(mP) = Ent(m) si et
seulement si pour tout z € S fixé, la densité f = dm/dp est constante sur ’ensemble
{y € §/p*(z,y) > 0} (ce qui équivaut aussi a £_pp+(v/F,+/f) = 0), ainsi dans
Pexemple sur Z /nZ de la section 2, si on part d’une masse de Dirac en 1, il faut
attendre le temps n — 1 pour que ’entropie commence a décroitre strictement a la
prochaine transition (car Ent(mP) = Ent(m) équivaut ici & m(0) = 2m(n — 1)).
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Si p est une matrice apériodique irréductible telle que k(p) = 1, on pourrait
conjecturer que
Ent(mP"*!) — Ent(mP")

Ent(mPm)

est une application décroissante, ce qui permettrait de sortir du cadre d’ensembles
d’états S finis et obtenir en général une décroissance exponentielle de ’entropie, mais
avec une vitesse qui dépend de la loi initiale m par 'intermédiaire de la constante
(Ent(mP) — Ent(m))/Ent(m) < 0. Cependant ceci est faux: considérons & nouveau
Pexemple ci-dessus sur Z/nZ avec n > 3 et prenons m = %6n_2 + %60, on vérifie
immédiatement que Ent(mP?) = Ent(mP) < Ent(m). Quitte & considérer pour un
€ > 0 assez petit la matrice donnée par

IN>n+—

p(z,y) + €

Vaz,yes, pe(z,y)= 1+ ne

on obtient alors un contre-exemple a la conjecture précédente.

5 Application aux algorithmes de recuit généralisés

L’ergodicité forte en loi des algorithmes de recuit généralisés a temps discret, si
la température décroit suffisamment lentement, est bien connue (cf. les articles de
Hwang et Sheu [11] et [12]). Dans [14], nous avons présenté une preuve trés courte
de ce résultat pour les équivalents de ces processus & temps continu (voir aussi la
simplification donnée ultérieurement dans la section 2 de [16]), tout en retrouvant
la constante critique qui y apparait, en étudiant I’évolution de 1’entropie a ’aide du
comportement & basse température, donné par Holley et Stroock dans [10], de certaines
constantes de Sobolev-logarithmiques. Nous allons voir ici comment les techniques
décrites dans la section précédente étendent cette démonstration aux cas d’algorithmes
a temps discret. Le résultat n’étant pas original, la justification de cette section se
trouve plutét dans l’espoir que la relative simplicité de la preuve lui permettra de
s’adapter a des situations plus complexes que 1’on rencontre dans la pratique.

On considére toujours un ensemble fini S muni d’un noyau de probabilités de
transitions p irréductible (pas nécessairement apériodique), mais on suppose que I’on
dispose en plus d’une fonction de colit V, définie sur S x S privé de sa diagonale et
i valeurs dans IR, compatible avec (.S, p) (qui dans ce contexte est appelé noyau de
communication a priori):

Vez£yeS, p(z,y) =0 <= V(z,y) = 0

Pour 8 > 0 donné (représentant l'inverse de la température), soit ps le noyau
irréductible défini par

exp(—BV(z,y))p(2,y) ,siz#y

Vz,y€e S, pa(z,y) = { 1= %, .. ps(z, 2) , sinon.

Pour ne pas considérer des situations homogenes, on suppose que V n’est pas
seulement a valeurs dans {0,+oco}. Ceci assure que pour tout 3 > 0, il existe un
zg € S tel que pg(zo,z0) > 0 et donc que pg est de plus apériodique.
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Si mg € P(S) et une évolution de I'inverse de la température 8 : IV — IR, sont
donnés, on notera X = (X,)nenv une chaine de Markov inhomogeéne de loi initiale mq
et dont le noyau de probabilités de transitions a tout instant n € IV est pg,. Quand
Pévolution [ est telle que lim,_,, B, = +00, le processus précédent est appelé un
algorithme de recuit généralisé.

Pour donner des conditions d’ergodicité forte en loi de ces chaines, il apparait
une constante ¢ > 0 que nous allons maintenant décrire, mais il faut pour cela faire
quelques rappels sur les probabilités invariantes pg associées aux pg pour 8 > 0: il
existe (voir le lemme 3.1 p. 177 de Freidlin et Wentzell [6]) deux applications p : S —
R, et U : S — IR, (appelée parfois énergie virtuelle ou quasi-potentiel associé a
(S,p,V)), telles que pour tout = € S fixé, on ait pour 8 grand,

us(z) ~ p(z)exp(—BU(z))

Ceci montre notamment que quand 3 devient grand, les probabilités 5 convergent
vers une certaine mesure po, dont le support est ’ensemble des minima globaux de
U.

Pour z,y € 5, soit C,, ’ensemble des chemins (dont les transitions sont permises
par p) allant de & y. Si ¢ = (gi)o<i<n est un tel chemin, son élévation est le nombre

(g) = {ma,xos,-o,(U(:c;) +V(zi,2it1)) ,sin>1
9= U(z) ,sin =0 (et donc z = y)

(ol on a convenu que pour tout z € S, V(z,2) = 0 si p(z,z) > 0), et on pose

H(z,y) = qlgcijly e(q)

cette quantité étant appelée la hauteur de communication de = & y (pour le triplet

(S,p,V)). Enfin on note

¢=max H(z,y) - U(z) - U(y) >0

z,y€S -
Le résultat classique que nous voulons retrouver s’énonce alors,

Proposition 8

Supposons que ’évolution 3 satisfasse

im B, = 4o
limsup 3,/ In(n) < 1/c

n—+oo

imsupn |Bot1 — Bl < +oo
n—+oco

alors la loi de X,, converge pour n grand vers fo.

Bien que la proposition reste vérifiée dans le cas ou ¢ = 0, cette situation n’est pas
tres intéressante en théorie du recuit simulé et on se restreindra désormais a ¢ > 0.
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Exemple:
Une évolution typique de l'inverse de la température qui satisfait ces conditions
est celle donnée par

Vnel, Bn=b"1In(1 +n)

avec b > c. Profitons-en pour préciser que ces conditions ne sont pas optimales, on
pourrait d’ailleurs les étendre un peu en reprenant plus soigneusement la preuve qui
suit, cependant il semblerait qu’aucune de ces généralisations ne puissent permettre
de traiter le cas ou pour tout n € IV, B, = c"'In(1 + n), or il est connu que cette
évolution assure également la convergence en loi vers po, (cf. par exemple [17], mais
il est & noter que la démonstration est alors beaucoup plus complexe et passe par une
évaluation précise des temps et positions de sortie de certains ensembles, car nous
ne sommes pas arrivé a la déduire de ’étude de I’évolution de fonctionnelles (comme
Ientropie) définies sur P(S), et bien que la preuve soit donnée pour des processus a
temps continu, elle peut s’adapter au cas du temps discret). Néanmoins, notons que si
1’on prend pour tout n € IV, B, = b~'In(1+n), avec 0 < b < ¢, alors la conclusion de
la proposition 8 est fausse, car on sait (cf. Hwang et Sheu [12] ou [15] dont les résultats
sont donnés pour des algorithmes de recuit simulé classiques & temps continu, mais qui
peuvent également s’tendre i la situation d’algorithmes généralisés & temps discret)
que dans ce cas la loi limite dépend effectivement de la loi initiale, et en ce sens, les
conditions de cette proposition ne sont pas si mauvaises.

La preuve de cette proposition va se faire en plusieurs étapes. Tout d’abord, en
reprenant les notations de la section 2, remarquons que k(pg) ne dépend pas de 8 > 0,
on notera désormais cette quantité k. Pour ! > k, soit A(1 —P;,P;,‘) la plus petite valeur
propre non nulle de 'opérateur I —P},P},‘, qui est auto-adjoint dans L(pg), c’est-a-dire
la plus grande constante A > 0 telle que

(10)  VFeFS), A [( - sl dus < [ FI - PiPE)f dug

Commengons par rappeler le comportement pour 3 grand de ce trou spectral, et pour
ceci introduisons les quantités suivantes:

Ve#yeS, Wiey)=- lm 87 In((pp5)(=y))
puis

(U, W;) = max min magS‘(U(qi) + Wi(gi, gi+1)) A (U(@i41) + Wi(gia, @)

z,y€S ¢=(gi)o<i<n€Sz,y 051

ou S, , représente I’ensemble des suites finies de S dont le premier élément est z et le
dernier y.

Lemme 9

Il existe une certaine constante K > 0 assez grande, telle que pour tout

B >0,
K" exp(—c(U, Wi)B) < MI — P3Pg') < K exp(—c(U, W)B)

La majoration est donnée i titre indicatif, car elle n’est pas nécessaire a la preuve
de la proposition 8.
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Démonstration :

Il s’agit 14 d’une estimation classique, dés que l'on a remarqué que U est la
fonctionnelle des grandes déviations satisfaites pour 8 grand par la mesure invariante
de pi,p},‘, car celle-ci n’est autre que pg.

Pour la minoration, on renvoit i la preuve présentée dans [14], qui adapte celle de
Holley et Stroock [10] donnée dans le cas d’algorithmes de recuit classiques réversibles
et basée sur des inégalités de type Poincaré (plus précisément, on utilise ici que pour
tous z # y € § tels que Wi(z,y) < 400, il existe pi(z,y) > 0 tel que pour B grand,
2585 (2,9) ~ e, ) exp(—BWi(z,))).

Pour la majoration, on peut également reprendre la démonstration de Holley et
Stroock [10] qui est basée sur le choix d’une bonne fonction f dans (10): soit C' un
cycle relatif a la fonction de coiit W; (voir Hwang et Sheu [12] pour une définition
récursive des cycles, ou la section 3 de [17] qui les fait apparaitre comme les traces sur
S des cycles usuels relatifs a la structure de Hajek virtuelle associée a (S, 5;, W;), qui
est une notion définie un peu plus loin), dont le complémentaire contient au moins
un des minima globaux de U et qui est de hauteur de sortie maximale parmi ceux-
ci. Cette hauteur de sortie de C' vaut alors ¢(U, W;) et il suffit de prendre pour f
P'indicatrice de C' dans (10) pour obtenir la majoration escomptée.

0O

Pour tous z # y € S, notons

Hyw,(z,y) = min max U(g) + Wi(gi, giv1)

9=(%’)ogi5n6 Se,y 0<i<n-1

et remarquons que

(112 min orgiag,c‘(U(q,‘) + Wi(gi, @i+1)) A (U(gi41) + WilGi1, %)) = Huw,(=,y)

9=(i)o<i<n €S,y 0<

car puisque pug est réversible pour le noyau p,lgpfg , on a pour tous z,2' € §, U(z) +
Wi(z,2") = U(2') + Wi(7', z) (néanmoins il est connu que 1’égalité (11) ci-dessus est
toujours satisfaite, méme si pg n’avait été qu’invariante).

L’étape suivante est cruciale et consiste a trouver un k > 1 tel que
C(Wk, U ) =c

Pour décrire cet entier, on va faire quelques rappels sur la structure du paysage
d’énergie associé a la fonction de coiit V.

On dit que =z € S est un minimum local, si et seulement si pour tout y € S tel
que U(y) < U(z), on a H(z,y) > U(z), ainsi notamment les minima globaux de
U, qui sont ceux qui annulent cette application, en sont. Il ne s’agit pas 1a d’une
notion de minima locaux pour U (bien que ceux-ci en soient tous), mais par rapport
A une fonction U qui prolonge naturellement U sur un graphe (5,p) qui lui méme
étend canoniquement le graphe (S,p), comme on I’a déja présenté dans [17]: Pour
tous ¢ # y € S tels que p(z,y) > 0, soit z - y un nouveau point n’appartenant pas a

S. On prend alors

S=SU{z-y/z#ye€ S tels que p(z,y) > 0}
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et
p(z,2") ,siz=2'€S
, = — n_)p(z2) ,siz€Setz=z-y,pouruny€S
V2 €5, pz2) = 1 ,siz==z-2' etz € S,pourunz €S
0 , sinon
puis
U(z) ,siz€ S

Vzes, U(z)={U(z)+V(z,y) ,siz=z-y,avec z,y € S
Cependant, si V dérivait déja d’un potentiel U satisfaisant la condition de réversibilité
faible de Hajek, c’est-a-dire si pour tous z # y € § tels que p(z,y) > 0, on a
V(z,y) = (U(y) — U(x))+, et si en posant pour tous z,y € S,

Hy(z,y)= _ jmin maxU(a)
on a que Hy est symétrique en ses deux arguments, alors cette construction est en
fait inutile, car son but est de ramener d’une certaine maniére toutes les situations a
celle-ci.

Revenons au cas général, il apparait que H correspond a la hauteur de communica-
tion classique relative au potentiel U (i.e. la restriction a § x § de H, qui elle est
définie sur S x § ), et on a vu dans [17] que_cette application U satisfaisait une
condition de réversibilité faible de Hajek (sur (S, p)), ce qui permit de retrouver que
H est symétrique en ses deux arguments (ce résultat est di initialement a Trouvé, cf. le
lemme 1.33 p. 34 de [20], qui I’a prouvé par une méthode différente). En conséquence,
(S B, U ) sera appelé la structure de Hajek virtuelle associée a (S,p,V).

Notons L I’ensemble des minima locaux (qui est donc la trace sur S de ’ensemble
des véritables minima locaux de U sur §), sur lequel on introduit une relation d’équiva-

lence X par
Ve,yel, zXy < H(z,y)=U(z)=U(y)

Appelons Cj,---,C, les classes d’équivalence correspondantes. Du fait de 1’hypo-
these faite sur V, pour tout 1 < < s, il existe au moins un z € C; tel que pour tout
B> 0, ps(z,z) > 0. On notera C; leur ensemble.

Soit ¢ = (¢i)o<i<n un chemin (on désignera désormais par chemin, une suite finie
d’éléments de S dont toutes les transitions sont permises par les pg, pour 8 > 0, et non
pas seulement par p, c’est-a-dire que ’on admet éventuellement certaines transitions
supplémentaires qui restent en un méme point, et pour tout £ € S, on conviendra
d’ailleurs que V(z,z) = 0 ou V(z,z) = +00, suivant que p;(z,z) > 0 ou p;(z,z) = 0),
on dira que g est descendant (respectivement montant) si

V0<i<na V(Qi,qi+l)=0

(resp. si pour tout 0 < <n — 1, U(g) + V(¢,gi+1) = U(gi41))- Notons, en utilisant
que pour tous z # y € § tels que p(z,y) > 0, on a U(z -y) > U(z) vV U(y),
que les chemins qui leur sont canoniquement associés dans (S, ps) sont effectivement
descendants (resp. montants) pour U, sauf éventuellement la premiére (resp. derniére)
transition. Si V dérivait déja d’un potentiel de Hajek, descendant (resp. montant)
signifiera véritablement décroissant (resp. croissant) pour le potentiel.
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Il est clair (en travaillant par exemple sur (~,5p)), que pour tout z € §, il existe
au moins un chemin descendant (resp monta.nt) issu de z et aboutissant & un élément
de CyU---UC, (resp. partant de C; L --- U C, et aboutissant en z). Notons D(z)
(resp. M (:c)) I’ensemble des éléments de Cl -U €, pour lesquels il existe un tel
chemin descendant (resp. montant). Sur l’exemple simple suivant on voit qu’il se peut
que D(z) et M(z) soient différents:

2 1 @o—) @)
1 @)
0 @)

Ona S = {z¢,2,, 2,23, 24} et les fléches désignent les transitions strictement positives
pour p (toutes ici de valeur 1), les autres transitions étant nulles. De plus, la fonction
de coilit V' dérive du potentiel de Hajek dont les valeurs sont indiquées en ordonnée.
Avec ces définitions il apparait que D(z4) = {0} et que M(z4) = {z,}. On pourrait
d’ailleurs remplacer z3 et 4 par un seul point, mais on les a distingués pour que cet
exemple puisse aussi servir dans la remarque (b) de la fin de cette section.

Revenons au cas général, pour tous ¢ € S et y € D(z) (resp. y € M(z)) fixés,
considérons f(d) (resp. é(m>) Pensemble des chemins descendants (resp. montants)
allant dez d y (resp de y & z) qui sont d’élévation minimale parmi de tels chemins.
Rappelons par ailleurs que la longueur d’un chemin ¢ = (gi)o<i<n est définie par
I(g) = n et notons

d(z,y) = rénc}(n)l()
q

m(y,2) = gg(g) Uq)
q

On pose ensuite provisoirement

k= d(z,
I Gt

Proposition 10
On a ¢(W;,U) = ¢, ce qui implique que k > k, et ainsi il existe une
constante K > 1 telle que

VB>0, K 'exp(—cB)< AI — P§P§*) < K exp(—cp)

Démonstration :

Pour tous z € S et y € D(z), il existe au moins un chemin de C(d) de longueur
k , quitte a obliger le chemin a rester plusxeurs pas en y. Choisissons un tel chemin
que l’on notera désormais ¢(¥(z,y) = (q, (z,y))o<,<k Il sera commode aussi de faire
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(d)

intervenir son retourné §(¥)(y,z) = (g;—:(%,¥))o<i<k, qui n’est plus nécessairement un
chemin au sens précédent.

Rappelons également que si ¢ = (g)o<i<k est une suite de k éléments de S, sa
valuation par rapport & pg (resp. pj) est la quantité

k-1

va(q) = [ ps(@>i+1) < P90, )
=0

(resp. v3(q) = [1iZg PB(%i> @i+1) < P5*(90, ai))-
Ainsi pour les valuations vg(q¥(z,y)) et vz.,(cj(d)(y,z)), on a le comportement
suivant pour (3 grand:

vp(¢D(z,9)) ~ exp(—pV (2, (z,9)))rV(z,y)

= exp(—Ble(¢V(z,y)) — U(z)))r(z,y)
05 D(,2)) = wna()va(d(=,9))/rs(y)

~ exp(—Ble(¢d9(z,y)) - U V(y,z)

ot 7¥(z,y) et #9)(y,z) sont des quantités strictement positives.

Ceci nous améne a considérer une nouvelle fonction de coiit W (non nécessairement
compatible avec (S,p)) dont l'intérét apparaitra par la suite et qui est définie par

. (g (z,y)) ~ U(z) ,siy€ D(z)
Ve#yelS, W(z,y) =< e(¢9(y,z)) - U(z) ,size D(y)

+o00 , sinon

que l'on prolonge sur la dlagonale de §x § par W(z,z) = 0 ou W(z,z) = 400 suivant
quezeCU---UC,ouz gl U --uC,.

Par ailleurs, pour tous & # y, soit

—

W(z,y) = - lim B In(pj(z,y))
= min sV(z,z1)+V(:c1,:c2)+ v+ V(zp-1,9)

€1, Th-1€

Du fait que pour tous z,z’ € S, U(z) + V(z,2') > U(z'), on s’apergoit sur cette
derniére expression que

Vz#yes’ W(w,y)ZH(z,y)—U(m)
Remarquons également que pour tous z # y,

W(z,y) = minW(z,2)+U(y) + W(y,2) - U(z)

ou désormais W désigne W;.
En utilisant que pour tout z € S fixé, on a

W(z,2) + U(y) + W(y,2) ~U(z) > H(z,z)-U(z)+ H(y,2) - U(2)
= H(z,z)+ H(z,y) — U(z) - U(z)
2 H(w’y) - U(:C)
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il apparait que ’on a aussi
(12) v T,y € 57 W(:l!,y) 2 H(z>y) - U(Z)

D’aprés les inégalités H(z,y) < H(:c,z) V H(z,y), valables pour tous z,y,z € S,
et (12), il est clair que Hyw > H (en convenant comme d’habitude que pour tout
z €S, Hyw(z,z) = U(z)). Mais vérifions qu’en fait on a une égalité

Hyw=H

En utilisant que limg_. o0 5 nfos(¢(3,9))] = 0 = img_.s B~ Info3(d(3,9))]
pour tout y € €y U--- U C,, il apparait facilement que W < W, d’oa Hyw < Hyw
(cette derniére application étant définie de maniére similaire, avec W remplagant w),
et on peut donc se contenter de montrer que Hyy < H.

Par construction des quantités précédentes et en se ramenant sur (§ ,P), il suffit de
voir que si une fonction de coit V dérive d’un potentiel U satisfaisant la condition de
Hajek sur un graphe irréductible (5, p), alors pour tous z # y € 5, il existe une suite
finie ¢ = (¢i)1<i<n € Sz, qui soit une succession de chemins véritablement descendants
4 des minima locaux (pour U) et de retournés de tels chemins a partir de ces minima
locaux et telle que

max Ulg) = H(=,y)

Pour ceci, notons pour tout 1 < i < s, A; le domaine d’attraction de C;, clest-a-
dire ’ensemble des z € S tels que D(z)NC; # 0. Soit § = (J;)o<j<m € Ceyy un véritable
chemin tel que e(g) = H(z,y). On construit q & partir de ¢ de la maniére suivante:
soit 1 <149 < s tel que = € 4;, et soit mg =max{0 < j <m/VO0<I<j g€ Ay}
On peut alors remplacer le trongon (giJo<i<m, par une descente a partir de = en 5’,-0
suivi du retourné d’une descente de g, en C;,. Ensuite si mo = m c’est gagné, et
sinon il existe 1 < 3; < s tel que gn, € A, et tel qu'en posant m; = max{m, <
J<m/Vmeg <1<, § € A}, on ait my > mg (ceci provenant du fait que l'on a
nécessairement U(gm,) > U(@mo+1)). On remplace alors le trajet (g;)mo<j<m, Par une
descente en 6';, suivi du retourné d’une autre telle descente. En procédant ainsi, on
finit par arriver en y, d’ou I’existence de ¢ qui est la concaténation de ces suites finies
de descentes et de retournées de descentes.

L’identité Hyw = H implique alors par le biais de (11) que ¢(U, W) =c.
a

Si 'on avait posé

k= max (y’ )

z€S,yeM(z)
en travaillant plutét a partir des chemins montants et de leur retournés (ce qui améne
a introduire pour z € S et y € M(z), des q("“)(y, z) et des ¢™(z,y)) et des domaines
de répulsion des C;, R, = {z € S, / M(z) n C; # 0} (en fait plutdt ceux associés
a la structure de Hajek virtuelle), on montre d’une maniére similaire que pour une
certaine constante K > 1,

VB>0, K 'exp(—cB) < A(I - P§*Pj) < K exp(—cf)
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Il reste & utiliser que A(I — P§Pk*) = M(I — P§* P§) pour conclure que
(13)  VB20, K- exp(—cf) < MI - PLPE) < K exp(—ch)

est toujours vérifié avec k défini par

(14) o= (  meg,, o)) A (o5, m02)

z€S,yeD(z)

ce qui admet aussi pour conséquence que k > k.

Soit a(I — P§P§*) la constante de Sobolev-logarithmique associée & I'opérateur
I- PZ,‘P;‘, c’est-a-dire la plus grande constante a > 0 telle que

vV f € F(S), a/f2ln(f2)d;t3 g/f(I—P;P,’;')fdpﬁ

Un calcul de Holley et Stroock (cf. le théoreme 3.21 p. 568 de [10]) permet de
déduire de la minoration de A(] — P§P*) dans (13) et du comportement pour 8
grand de pg, qu'il existe une constante K > 0 assez grande, telle que

VB>1, oI — PkPk")> K737 exp(—ch)

(plus simplement encore et d’une maniére peut-étre plus explicite, ceci découle aussi
du corollaire 5.4 de I’appendice de Diaconis et Saloff-Coste [4]).

D’autre part, la constante de Sobolev-logarithmique étant toujours majorée par la
moitié du trou spectral de I’opérateur symétrique considéré (voir par exemple Diaconis
et Saloff-Coste [4]), on a en fin de compte un encadrement de la forme

(15) VB>1, K™ ' exp(—cB) < oI — PA‘P,;”) < K exp(—cB)

(notons que l’appendice de Diaconis et Saloff-Coste (4], qui donne une expression
exacte pour la constante de Sobolev-logarithmique dans le cas oi S n’est constitué
que de deux points, permet de voir que ’on ne peut pas espérer avoir en général une
estimation du type (13) pour o] — P";P;'), mais que la minoration (15) est du bon
ordre).

On a donc prouvé ’estimation suivante:

Proposition 11

Si k est ’entier donné par (14), on a

RN B In(a(I — PyP§*)) = —c

Remarquons que de la méme maniére, on montre que limg_, 1o 87" In(a(I— P§* P§))
= —c¢, ce qui aurait pu étre intéressant si on avait cherché a utiliser plutét ’hypercon-
tractivité, dans l’esprit de Concordet [2], ce qui permet plus précisément de montrer
que la densité converge vers I et de donner des estimées de la vitesse de convergence.

Des arguments standards de comparaisons permettent d’étendre ce résultat, mais
introduisons d’abord ’ensemble suivant :

R={z€ 5/ lim py(z,z)>0}
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(on a aussi, puisque pour tout = € S l'application R, > B — pg(z,z) est soit
constante soit strictement croissante, R = {z € §/3 8 > 0 avec pg(z,z) > 0} =
{z€S/VYB>0,ps(z,z) > 0}).

Supposons maintenant que I’on dispose de k (qui désormais désignera la constante
définie ci-dessus) matrices markoviennes p(1,t),---,p(k,t) dépendant d’un parameétre
t > 0 telles que pour une certaine fonction 8 : IR, — IR, vérifiant lim,_, o, B; = +00,
on ait les limites suivantes pour tout 1 <1 <k,

{ Ve # S S, ]-imt—v+oo ﬂt_l ln(p(i,t)(m,y)) = _V(z?y)
(16)

Vezelb, lime, 40 B In(p(i, t)(2, 2)) = {(loo , : i ; g

Posons

. . E1_P(1t)--Pkt)(P(1,)--Pkt)) ( [y f)
I-P(1,t)..--P(k,t)(P(1,t)--- P(k,t = f : : : :
a[I-P(1,t) (k,t)(P(1,t) (k,t))°] LT Laf)

avec fi, la probabilité invariante de p(1,t)--- p(k,t) (qui intervient aussi dans la forme
de Dirichlet au numérateur comme mesure d’intégration et dans la définition de
l’adjoint qui est compris ici dans L%(f;)), qui est bien définie du moins pour ¢ assez
grand.
Le résultat suivant se base sur la proposition 11 pour la généraliser.
Proposition 12

Les constantes de Sobolev-logarithmique précédentes satisfont

tliglwﬂt—l In(all = P(1,t)--- P(k,t)(P(L,t)--- P(k,1))’]) = —c

Démonstration :
11 suffit de vérifier que

a[I'— P(lat)"'P(kat)(P(l,t)'"P(k,t))‘])

ofI — P} P& =0

tEI-PQO ﬂt_l ].l'l (
Cependant la condition (16) permet de voir que
v z,y € S, t_]g_nwﬂg_l ln((p(l,t) . ~p(k,t))(:c,y)) = tliglm ﬂt_l ln((pgt)(z,y))

Par la formule de Freidlin et Wentzell pour la mesure invariante, il apparait alors
que

an  vVeeS,  |lm f7'h(@) = Jm 6 () = -U()
En conséquence, on a donc également pour tous z,y € 5,

Jim B In((p(1,0) - p(k, 1)) (2,9)) = lim 57 In(pf(=,9))

t—+oo

et
(18) Jim A7 In([p(1,2) -« p(k,1)(p(1,8) -+ - p(R, )], 9))

= Jim_ 87" In((pg,p5)(2,9))
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Grace a (17) et (18), via une application de I’argument de comparaison du lemme
3.3 de Diaconis et Saloff-Coste [4], on obtient le résultat annoncé.

O

Nous pouvons maintenant appliquer les calculs de la section précédente. On consi-
dére donc une chaine de Markov inhomogeéne X vérifiant les hypothéses de la proposi-
tion 8 et soit 0 < r < k fixé.

Pour simplifier les notations, convenons de poser pour tout n € IN, m,, la loi de
Xkntrs Pn 12 matrice produit pg, .., *** P, iusry €t fin la probabilité invariante qui lui
est associée. Notons que pour n grand, on a aussi

VzeSs, Bin(z) ~ p(z) €xp(—Bin+-U(z))

En effet, il est facile de voir, d’aprés la troisitme condition de la proposition 8,
que les entrées des matrices p, et p;;h” ne different que de facteurs de la forme
(1 4+ O(1/n)) (du moins dés que Bntr > 0, car sinon, si de plus Brniktr—1 > 0,
il se peut que pour un z € S, on ait (pf)(z,z) = 0 et p,(z,z) > 0), ainsi par la
formule explicite de la mesure invariante donnée par Freidlin et Wentzell, il apparait,
en considérant pg, . comme la mesure invariante de pf,kH', que pour 7 grand, on a

(19) VeeS,  Ba(z) = ppyn,.(2)(1+ O(1/n))
d’ou ’équivalence annoncée, et d’aprés la premiére condition de la proposition 8, le

fait que

(20) Va €S,  lim fin(z) = poo = {P(z) ,siU(z) =0

0 , sinon.

Mais on peut déduire de (19) un autre résultat qui nous sera fort utile: en effet,
de la méme maniére, on prouve que pour n grand,

V2 €S,  Maynny (%) = #iny, (2)(1+ O(1/n))

et puisque pour tout = € S, fint1() = Hpynyy),, (2)(1 + O(1/n)), on obtient que

z fint1(2) _ n
VzeS, ——ﬁn(z) 14+ 0(1/n)

In (ﬁ2+1)
Hn

ou |||, représente la norme uniforme sur F(S).

D’autre part, pour n € IV, appelons &, la constante de Sobolev-logarithmique
associée a l’opérateur I — P, P::

puis que

(> <)

- & _p.5: ()
T feR\Veet() Ly (f)

Qan

Une application de (12) montre que

(21) lim B, In(@n) = —c
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ce qui combiné avec la seconde hypothése de la proposition 8, donne

In(kn +7)  PBrnsr In(an,)

lim inf = liminf -
o In(n) e In(n) In(kn +7) Brntr > -1
En notant ¥ = —(liminf,_ . In(&,)/In(n) — 1)/2 < 1, il existe donc deux cons-

tantes no > 0 et K > 0 telles que pour tout n > no, &, > K/(n + 1)”. On peut
d’ailleurs prendre no = max{n € IN / Brnyr = 0} + 1 (ou no = 0 si cet ensemble est
vide) et trouver un K > 0 correspondant, et comme on peut supposer 3 i valeurs
dans IR, pour ce qui nous intéresse, on prendra ci-dessous ny = 0.

Nous disposons désormais de toutes les estimations nécessaires i I’étude de ’évolu-
tion de ’entropie Ent(7,|fi,). On aura remarqué que pour prouver la proposition 8, il
suffit, par le biais de la majoration (2) et de (20), de voir que lim,_,o, Ent(7,|fi,) = 0
(pour tout 1 < r < k fixé). Pour ceci, on écrit

Ent(Mns1|Bnt1) — Ent(Mn|fin) = Ent(Mnialfins1) — Ent(Mns|Ba)
+Ent(Mn41/fin) — Ent(mn|fin)

Pour évaluer la premiére différence du membre de droite, notons que

an = |Ent("7n+1|ﬁn+1) Ent(Mni1|85)]
= /hl(/"ﬂﬂ/ﬂn) dMin 41
< (5]
<
- n+2

pour tout n € IN, pour un bon choix de K’ > 0.
Quant a la seconde différence, d’aprés la section 4, on a

Ent(Mnt1|8n) — Ent(m,|g.) < —&,Ent(m,|f,)
d’ou en fin de compte, en posant pour tout n € IN, b, =1 — &, >0,

Ent(Mn11|fnt1)
< b.Ent(m,|g,) + an
S a, + b'na'n—l + bnbn—la'n—2 +- 4 bnbn—l e blaO + bnbn—l o 'bOEnt(;ﬁ'OlﬁO)

Il reste donc a voir que cette derniére expression tend vers 0 pour n grand. On
utilise pour ceci les inégalités

b, = 1—a, < exp(—ay,) < exp(—K/(n +1)")
qui permettent de voir pour tout 0 < j < n,
b +bj < exp(=K((n+1)"++ - +(j+1)7")) < exp(—K (1) ((n+2)'"~(5+1)" ")

On est donc ramené a voir que

E{rgoexp( K(1-79)Y(n+2)'"") E

3 exp(K(1—-7)7'(G+2)'™)| =0
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et pour cela on majore la somme entre crochet par I'intégrale suivante (car 'application
R’ >t — exp(K(1 —v)~'t!7")/t est décroissante puis croissante), que I'on integre
par parties

n+3 1 _ _
/1 ?exp(K(l — )" 7) dt

n+3
-/ L L ep(K(1 =) 'e)dt
1

ti-v ¢y

n+3
K exp(K(1 =) 84 (1 =) [ 0 exp(K (1~ ) '677) )
1
Choisissons A > 1 tel que K(1 — ) 'A'~" > 2 et écrivons que
K(1-7) / - exp(K(1— )78 dt
1 1 11— ) s —131—
< K (1-9) tz‘yexp( (1—4)""t dt+2 —exp(K(l y)7H ) dt
1
ce qui fait apparaitre que pour une certaine constante K" > 0,

L exp(K(1-)"(n+3)"")

n+3 1 11—y " 1
- — < _
/1. ; exp(K(1 —v)"t"7")dt < K" +2K mt3)

puis que pour n grand,

exp(—K(1—7) 7 (n+2)'"") [i 7 i S exp(K(1-7)7"(G + Z)H)] =0 (nll—v)

=0

(et en étant un peu plus soigneux, il est possible de voir que le membre de gauche
multiplié par n!~" tend pour n grand vers K~!), d’ou le résultat annoncé, et une
majoration de la vitesse de convergence.

Remarques:

a) Rappelons que les algorithmes de recuit simulé classiques sont ceux pour lesquels
il existe une mesure u telle que le noyau a priori p soit réversible par rapport a p et
pour lesquels V' dérive d’un potentiel U.

Dans cette situation un encadrement de la forme (15) est en fait valable pour
a(I — PgPj). En effet, comme d’habitude par les techniques de Holley et Stroock, on
se rameéne a une estimation du trou spectral Ag de I — P P3.

Or ici, il apparait que la mesure invariante pg est la mesure de Gibbs donnée par

VzeS,  pp(z)=exp(—BU(z))u(z)

et que pg est réversible par rapport & cette mesure, montrant ainsi que P = Pp.

On en déduit que 1 — A4 est la plus grande valeur propre de P différente de 1. Or
d’aprés les calculs qui précédent, il existe k € IN* tel que la plus petite valeur propre
non nulle A\g de I — PfPs* =1 — P3* satisfasse pour une certaine constante K > 1,
un encadrement de la forme

VB2>1, K~ 'exp(—cB) < Az < K exp(—cp)
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Mais en utilisant que toutes les valeurs propres de Pg sont positives, il apparait
que pour [ grand, B
As=1—(1=X3)" ~k)g

et il en découle qu’il existe une autre constante K > 1 telle que
(22) VB>1, K exp(—cf) < Ag < K exp(—cB)

Frigerio et Grillo (voir les équations (2.12) et (2.13) de [7]) affirment qu’il est
aussi possible d’obtenir directement (22) a partir des calculs classiques de Holley et
Stroock. Cependant remarquons que si I’on note pour § > 0, —1 < A((8) < -+ <
Acard(5)-1(8) < Acard(s)(B) = 1 les valeurs propres de pg (Vect(I) étant ’espace propre
associé & 1 = Acarq(s)(83)), les estimations de [10] portent sur 1 — Acara(s)-1(8), or on
alg :( 1)— (Azm_d( S)_l(ﬁ) V A%(B)), et il faudrait encore connaitre le comportement de
14+ M(8)-

Mais montrons que celui-ci n’est en fait pas génant, car
Lim 142X >0
g 1+ 1(8)

En effet, soit p la matrice markovienne limite pour 3 grand des pg, par un résultat
usuel de perturbation (cf. Kato [13], théoréme 5.1 p. 107), A;(3) converge vers la plus
petite valeur propre de p,, pour B grand (méme si p, n’est plus nécessairement
diagonalisable, contrairement ici aux pg, on aura noté que les valeurs propres de py,
restent réelles). Il suffit donc de voir que —1 n’est pas valeur propre de p,,. Pour ceci
considérons par ’absurde un vecteur propre f € F(S) \ {0} associé. On a donc pour
tout n € IV,

(23) Pof=(-1)"f
Or remarquons que les classes de récurrences de p,, sont exactement les classes
d’équivalence pour la relation X dans L, i.e. les C,---,C,. Posons pour tout 1 <

i < s, p8) la restriction de py, & C;, il s’agit de matrices markoviennes irréductibles
et apériodiques (car pour tout z € C;, po(z,z) > 0). On notera u(¥) les probabilités
invariantes associées (sur C;). Alors, pour tout = € S fixé, on a

n—+oo

lim PLf(2) = 3 %(=)ul(f)
=1
ou pour tout 1 < ¢ < s, les limites suivantes existent bien
He) = lim1 P2 (1e)(2)

Ainsi en vertu de (23), (—1)"f doit converger pour n grand, c’est-a-dire que f =0,
ce qui est la contradiction recherchée.

b) Souvent on peut aussi prendre un k plus petit que celui donné par (14) tout
en étant assuré d’avoir encore (15). Par exemple, pour z € S,y € D(z) et g € (Z(;dg,
soit j(g) la plus grande longueur d’un sous-chemin de ¢ qui, en dehors de ses points
de départ et d’arrivée, ne rencontre pas R = {z € S/ pi(z,z) > 0}, posons ensuite

d(z,y) = min j(q)
q9€Cay
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et définissons de maniére similaire m(y,z) pour z € S et y € M(z). On peut alors
prendre dans les preuves précédentes le k construit comme dans (14) mais & partir
de ces nouvelles quantités. Néanmoins méme celui-ci n’est pas minimal en général,
comme on peut le voir sur les algorithmes de recuit classiques.

On pourrait conjecturer que 1'on a toujours pour une certaine constante K > 1,

VB>0, K 'exp(—cB) < A(I — P5P5") < K exp(—cB)

mais c’est faux:

En effet, considérons un triplet (S,p,V) tel que k > 1, par exemple celui donné
par une figure précédente. On rajoute & S un point T qui n’y appartenait pas, et on
pose 8 = S U {Z}. Soit zo € S tel que U(xo) = 0 et tel qu’il existe z; € S avec
0 < V(zo,1) < +00. On définit un noyau de probabilités de transitions p par

p(z,y) ,siz,y €S, avec z # o
p(:‘:’y)/z ysiz=zoety€ S

Vz,y€S, p(z,y) =< 1/2 ,siz=zpety=7%
1/card(S) ,siz=Tetsiye S
0 , sinon.

Pour K > 0, on munit (5,7) de la fonction de coit Vx définie par
V(z,y) ,siz,y€S

= 02 K siz=zpety=7
Va#yes, Vi(2,9) = 0 :simzioetsiyes
400 , sinon.

Par la formule de Freidlin et Wentzell, il apparait que si K est assez grand, alors la
restriction & S du quasi-potentiel U de (5,7, Vi) n’est autre que U et que U(Z) = K.
Par ailleurs, sur I’expression de c, il est clair que cette constante sera aussi celle associée
a (5,7, Vk), quitte & prendre K encore plus grand. Or on se convainc facilement,
puisque k > 1, que pour tout C > c assez grand, on peut choisir K toujours plus
grand (et plus précisément, pour C grand, K et C seront équivalents) de maniére a
ce que A(I — E;T’;) soit de 'ordre de exp(—Cp) (au sens d’une minoration et d’une
majoration du type (22)) et non pas de ’ordre de exp(—cf3), ce qui fournit le contre-
exemple cherché.

Pour d’autres remarques sur les preuves de cette section et tout particuliérement
sur les maniéres d’affaiblir la seconde condition de (16) tout en gardant le bénéfice de
la proposition 12, on renvoit a la prépublication 07-96 du Laboratoire de Statistique
et Probabilités de I’Université Toulouse III qui correspond a cet article.
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