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COHOMOLOGIE DE BISMUT-NUALART-PARDOUX
ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD ENTIERE

R. Léandre

INTRODUCTION

Considérons une variété compacte orientable M. Supposons qu’elle soit munie
d’un groupe périodique de difféomorphismes. L’exemple typique est la sphere
lorsqu’on la fait tourner le long d’un de ses axes. On dit alors qu'on a une action
du cercle sur la variété. On peut toujours supposer qu'’il s’agit d’une action par
isométries : en effet, le cercle est compact, et on peut moyenner la métrique pour
qu’elle soit invariante par ’action du cercle.

Dans le cas de la sphére, on voit apparaitre deux points distingués : le pole
nord et le pole sud. Ils sont invariants sous l'action du cercle. On dit que ce sont
les points fixes sous 1’action du cercle. On nomme champ de Killing le champ de
vecteurs qui engendre cette action du cercle S;. L’ensemble des points fixes coincide
avec I’ensemble des points ou le champ de vecteurs s’annule. Il y a une relation
profonde entre 1’ensemble des points fixes et la structure globale de la variété.

Introduisons & cette fin 1’ensemble des formes S; invariantes sur la variété.
Infinitésimalement, cela se traduit si X dénote le champ de Killing par le fait que
la dérivée de Lie Lxu est nulle pour une forme S; invariante :

Lxp=(d+ix)’u=0

Sur l’ensemble des formes invariantes, on a un complexe, d +ix, et sa cohomologie
s’appelle la cohomologie $; équivariante. Quelle est la grande différence avec la
cohomologie ordinaire? Si on considére une forme Sy équivariante fermée, (d+ix ) =
0, 1 ne peut étre en général de degré fixe, car d ajoute un degré a la forme et 1x
soustrait un degré a la forme. La cohomologie Sy équivariante est donc par nature
reliée aux sommes de formes de degrés arbitraires. On ne peut parler que de groupes
de cohomologie paire et impaire.
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De plus la cohomologie S; équivariante est reliée & la cohomologie des points
fixes ([J.P]). On peut voir ceci par le biais des formules de localisations de Berline-
Vergne ([Biz], [Bis] [B.V]) : elles expriment qu’une certaine intégrale sur la variété
totale est égale a une certaine intégrale sur la variété des points fixes.

Considérons en effet une forme S; équivariante fermée p. On remarque que

([Bisl) :
Jw= [ = [ esplottd+ ix) X1 A = chu)

Le champ de vecteurs par dualité est égal & une forme; dX est une 2 forme et :x X
est le scalaire | X|2.

cap|—tdX] = Z(—l)”i—!dX""

est une somme finie. Par le théoréme des croissances comparées, quant ¢t — oo,
chy(p) se localise sur les points fixes de X ; ensemble des points fixes est bien une
variété, car le groupe périodique de difféomorphismes est un groupe d’isométries.
L’exemple typique de forme S; équivariante fermée est le suivant : on considére un
fibré qui est compatible avec ’action du cercle. On définit une classe caractéristique
équivariante qui lui est associée ([B.V]). Sur ’espace des points fixes, il se restreint
au caractére de Chern sur le fibré restreint.

L’objectif de ce travail est de passer & la dimension infinie, ou du moins d’essayer
de donner un sens analytique & un certain nombre de travaux entrepris sur ce
domaine ([At], [Bip], [Bis], [G.J.P]). On considére I’espace des lacets libres sur la
variété, c’est & dire ’espace des applications C*® 4, de S; sur M. Il posséde une
action du cercle en faisant tourner le lacet. Les points fixes sous l'action du cercle
sont les lacets constants. On récupére ainsi & partir de cet espace de dimension
infinie la variété ambiante.

Une forme S; équivariante fermée est par nature une série infinie de formes de
degré fini. La parenté avec 'espace de Fock supersymétrique apparait, puisque ’on
consideére aussi dans ce cas des sommes infinies de formes de degré fini qui dépendent
d’un parameétre. Mais il n’y a pas de mesure et on ne sait pas ce que signifie une série
convergente. Dans ce cadre formel, il a été démontré par [J.P] que la cohomologie
S1 équivariante de ’espace des lacets est égale a la cohomologie de la variété.

Un des outils fondamentaux est le caractére de Chern de Bismut chfy :
introduisons un fibré complexe auxiliaire £ sur la variété. On en déduit un fibré
€ sur P'espace des lacets en prenant les sections ¢, C*® au dessus du lacet. Il
est clair que ce fibré de dimension infinie est compatible avec ’action du cercle.
Bismut introduit une classe caractéristique équivariante, donc par nature une série
de formes de degré fini, qui se restreint sur I’ensemble des lacets constants en le
caractére de Chern du fibré ¢ sur la variété de base M. Il est relié plus ou moins
a la solution d’équations différentielles sur I’espace des lacets. Soit e; ’application
évaluation v, — v; et soit o une forme sur M. e;o est une forme sur T,,. Elle est
définie ainsi : un vecteur tangent est une section périodique X; au dessus de 7;;
e;o(X1, .., Xn) = o(7)(X1,t, -, Xn,t)- On considére alors la solution de 1’équation
différentielle : ‘

dH, = H; A ejo(dye,.)
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qui se résout formellement par la méthode de Picard :

H, = Z/ 0(d¥sy, ) Ao Ao(dys,,.)
0<81<...<8,<1

La remarque fondamentale de [G.J.P] est la suivante : I'intégrale itérée de Chen

(ICh])
H" = / a(d’hn ’) ALA U(d‘)’,", )
0<81<...<8,<1

peut étre vue comme un élément de Q (M)®", Q (M) désignant 1'ensemble des
formes de degré strictement positif sur M.

C’est le biais qu’utilise [G.J.P] pour essayer de localiser les intégrales de chemin
sur Pespace des lacets. En effet Atiyah-Witten ([At]) ont remarqué que formellement
en dimension infinie modulo des constantes infinies convenablement choisies

chy(1) = IndD4

si D désigne l’opérateur de Dirac sur la variété (on suppose que M est spinorielle).
Bismut remarque que par localisation

Chg(chfoo) = IndD.he

ott Dy ¢ est Popérateur de Dirac tensorisé par le fibré auxiliaire complexe £. Le fait
que M est spinorielle se traduit par le fait que I'espace des lacets est orientable
([At)).

Bismut donne des interprétations probabilistes de ch¢(chfs) au niveau de
la théorie de la mesure, qui évitent d’utiliser les constantes infinies d’Atiyah-
Witten, mais elles n’ont pas été justifiées par des théorémes limites convenables.
L'idée de [G.J.P] et de [Gey] est de définir ce courant sur les formes de Chen,
en utilisant la formule de Duhamel. L’intégrale de Chen permet de transplanter
sur D’espace des lacets des calculs algébriques sur la cohomologie cyclique des
formes apparentés 3 ceux de la géométrie différentielle non commutative ([Gey]).
La remarque fondamentale est la suivante : la dérivée extérieure sur I’espace des
lacets correspond au cobord de Hochschild sur I'espace algébrique associé. Le bord
de Connes en cohomologie cyclique correspond au produit intérieur par l'action
infinitésimale du cercle sur ’espace des lacets.

L’objectif de ce travail part des constatations suivantes :

-) Les séries de formes sur ’espace des lacets considérées dans [G.J.P] sont des
séries formelles.

-) Le courant ch; est défini sur un espace de formes relativement petit.

Pour définir analytiquement ce courant, on part du méme principe qui a été
utilisé par le calcul de Hida pour définir I'intégrale de Feynmann. On introduit une
mesure, mais malheureusement la mesure de Riemann n’existe pas; c’est pourquoi
on considére la mesure B.H.K du pont brownien ([H.K]). L’espoir est de définir sur
I’espace des lacets des espaces de Sobolev et un courant défini sur ceux-ci satisfaisant
les propriétés suivantes :

-) La dérivée extérieure et la dérivée extérieure S équivariante sont continues.
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-) Le caractére de Chern de Bismut appartient & tous les espaces de Sobolev,
ou plus généralement toutes les formes de Chen introduites par [G.J.P] et [Ge;]
appartiennent & ces espaces de Sobolev.

-) On peut définir un courant ch; avec son domaine sur ces espaces de Sobolev
satisfaisant a :

0
Fche(n) =0

si(d+ix)p=0eta
chy(d+ix)u=0

La premiére relation permet de localiser ce courant sur la variété.

-) La cohomologie S; équivariante stochastique est reliée a la cohomologie de
la variété.

Le premier travail dans cette direction est [J.L;] : rappelons que les lacets
considérés sont continus. Un espace de Hilbert tangent y est introduit, qui s’est
avéré ultérieurement ([F.M], [Lz]) étre celui introduit par Bismut dans [Bi;] pour
le cas du mouvement brownien d’une variété. Ceci permet puisqu’il y a une mesure
d’effectuer une théorie L? des formes sur I’espace des lacets, pour que les formes de
Chen satisfaisant & des critéres de convergences & la maniére de [Co] appartiennent &
tous les LP. En particulier, le caractére de Chern de Bismut appartient & tous les L?.
La partie scalaire du courant de Witten ch; est étendue & toutes les fonctionnelles
scalaires dans [L]. Il 0’y a pas d’opérations différentielles dans [J.L,], car il n’y
avait pas encore d’intégrations par parties. Elles sont effectuées dans [L,] : I'outil
principal est constitué des formules d’intégration par parties de [Bi;] et d’estimation
en temps petit de densité (le lecteur peut consulter les articles de revue [L,;], [K2],
[Wa]). Ceci permet de définir un opérateur d’Ornstein Uhlenbeck invariant par
rotation sur l’espace des lacets dans [L3]. Dans [L3), une relation entre ’homologie
de Hochschild de la variété et la cohomologie stochastique de I’espace des lacets est
mise en évidence, mais aucune analyse fonctionnelle satisfaisante n’est effectuée.

Ce n'est pas le cas pour [J.L,), [L.R], [Ls] : on étudie des opérateurs non
scalaires, leur adjoint est calculé, et aprés avoir utilisé une procédure limite, leur
indice est calculé. En particulier, il est possible dans [J.L;] et dans [L.R] de travailler
avec 'adjoint d’une version régularisée de la dérivée extérieure sur espace des lacets
libres. Le prix & payer est le suivant : nous avons considéré a cette fin un opérateur
qui est homotopiquement équivalent & la dérivée extérieure sur 'espace des lacets
C, et nous n’avons pas un complexe.

Le propos de cet article est de définir une version non régularisée de la dérivée
extérieure stochastique.

La remarque fondamentale est la suivante :

-) Dans la définition de la dérivée extérieure, des crochets de Lie de champs de
vecteurs apparaissent, et par suite la dérivée covariante du processus holonomie sur
un lacet qui n’est pas & variation finie. La formule exacte de cette dérivée covariante
est donnée par Bismut dans [Bi;] : mais c’est une semi-martingale. Cela montre que
la définition de la dérivée est reliée & la notion d’intégrale stochastique anticipante.
(Et pas seulement pour son adjoint comme cela est le cas pour le calcul différentiel
habituellement utilisé dans le cas plat ([Ar.Mi] [Sh])).

-) Si nous calculons I’adjoint de la dérivée de ’holonomie, un bruit fermionique
non intégrable apparait. Cela montre qu’il semble difficile de donner une cldture
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de la dérivée extérieure en utilisant des formules d’intégration par parties. On peut
comprendre ce fait par un autre moyen : les intégrales stochastiques qui apparaissent
dans la définition de la dérivée extérieure ne sont pas des intégrales de Skorohod mais
des intégrales de Stratonovitch. Nous devons supposer que leurs noyaux possédent
une certaine régularité pour qu’elles convergent, comme cela a été mis en évidence
par Nualart et Pardoux dans [N.P] dans le cas plat pour I'intégrale de Stratonovitch
anticipante. L’outil principal de cet article est le suivant ([L3]) : soit un champ de
vecteurs sur ’espace des chemins dont les dérivées covariantes successives satisfont
en dehors des diagonales au critére de Kolmogorov. Il existe alors une intégrale
de Skorohod. De plus, on peut la décomposer en une partie d’It6 et une partie de
dérivation.

Ceci nous permet de définir sur I'espace des chemins une intersection d’espaces
de Banach de sections de formes, qui est stable par produit extérieur et par produit
intérieur , pour des séries de formes. De plus, la dérivée extérieure est une application
continue pour cette famille d’espaces de Banach. Nous comparons la structure des
r formes pour la famille des mouvements browniens plats en utilisant I’application
d’Itd, et nous voyons que ’espace limite est inclus dans le premier en utilisant le
théoreme de base de [L3]. La cohomologie entiére du modele limite est égale a la
cohomologie de la variété, ce qui se prouve en utilisant le lemme de Clark-Poincaré :
la formule scalaire correspondante est usuellement appelée formule de Clark-Ocone
([Nu]).

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous établissons un diagramme commuta-
tif qui est le point de départ de la preuve de [G.J.P] de ’égalité entre la cohomologie
de Hochschild et la cohomologie de I’espace des lacets libres, et qui est une générali-
sation cohomologique des opérations menées en analyse quasi-siire ([Ar.M], [Ge,]).
Les applications horizontales sont des opérations de restriction. Les applications
verticales sont les intégrales de Chen stochastiques. Ceci nous permet d’obtenir une
application entre la cohomologie de Hochschild entiére et la cohomologie stochasti-
que de ’espace des lacets.

Essayons d’expliquer P'introduction de ce diagramme commutatif : 'objectif est
en effet de démontrer que la cohomologie de Hochschild est égale a la cohomologie
stochastique de ’espace des lacets. Pour les lacets C*, la derniére preuve de ce
résultat est due & [G.J.P], et ce résultat est di initialement & Chen pour les lacets
libres et & Adams pour les lacets pointés. [G.J.P] introduisent a cette fin trois espaces
de Hochschild associés & ’espace des chemins, qui joue dans cette théorie le role de
Iespace plat de Wiener, puisqu’il se rétracte sur la variété, celui des lacets libres
et celui de l'espace des lacets basés. Ces deux derniers ne se rétractent pas sur la
variété; on peut mesurer certaines obstructions par le II;. Les applications intégrales
itérées de Chen appliquent ces espaces algébriques sur les formes sur I'espace des
chemins, sur I’espace des lacets libres et sur I’espace des lacets basés. L'égalité entre
les cohomologies étudiées résultent alors de utilisation de suites spectrales et de
1’égalité des groupes de cohomologies considérés comme triviaux dans ce formalisme,
4 savoir l’espace de Hochschild de I’espace des chemins et I’espace des chemins. C’est
3 cette derniére fin que nous introduisons dans le cadre stochastique la famille de
mouvements browniens plats dans ’espace tangent de la variété : nous disposons en
effet de la formule de Clark-Ocone qui permet de mener les calculs cohomologiques
de rétraction du modeéle plat sur la variété initiale.
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Le lecteur peut consulter [T] ou [Sm.W] pour l’analyse en dimension infinie
dépendant d’un paramétre.

COHOMOLOGIE DE BISMUT-NUALART-PARDOUX
DE L’ESPACE DES CHEMINS

Soit M une variété compacte riemannienne de dimension d. Soit A I'opérateur
de Laplace-Beltrami. Soit pi(z,y) le noyau de la chaleur associé. Soit Py ; la loi du
pont brownien issu de = et revenant au point de départ au temps 1. Le temps est
[0,1]. Soit Pf la loi du mouvement brownien issu de z.

Nous considérons trois espaces de dimension infinie :

-) L’espace des chemins P(M) : c’est I’espace des fonctions continues v, de [0,1]
dans M muni de la mesure dr @ dPf = dv.

-) L’espace des lacets libres L(M) : c’est I'espace des fonctions continues v; du
cercle S; dans M muni de la mesure p;(z,z)dz @ dP; ; = dp.

-) L’espace des lacets pointés L,(M) : c’est I'espace des fonctions continues 4,
de Sy dans M telles que 49 = 4; = £ muni de la mesure dP, ; = du,.

Soit ¢ ’holonomie de 4 & ;. Ces trois espaces de dimension infinie sont munis
d’espaces tangents différents :

-) Pour l’espace des chemins, un vecteur tangent est de la forme X; = 7. H; ol
H, est d’énergie finie. Comme structure d’espace de Hilbert, nous prenons :

1
(11) I X 12=1 Xo |2 + / AT

En effet, il n’y a pas d’action du cercle pour cet espace.
-) Pour I’espace des lacets libres, ce sont les vecteurs de la forme X; = 7, H; tels
que X; = X,. Nous prenons comme structure d’espace de Hilbert ([J.L;]) :

1 1
(12) I X 2= / < Xo X, >ds+ / ARE
0 0

qui est invariante sous l’action d’une rotation du lacet.
-) Pour l’espace des lacets basés, nous avons X; = Xy = 0 ([Dr.R]). Nous
utilisons comme structure d’espace de Hilbert :

1
(13) 11X 2= / BARE

L’objectif de cette partie est de définir un ensemble fonctionnel de formes sur ’espace
des lacets qui est stable par produit extérieur et par produit intérieur, tel que I'on
puisse définir une dérivée extérieure qui opere continument sur lui. Les opérateurs
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de restriction seront définis plus tard. Sur I’espace des chemins, on peut définir une
connection V. Pour X; = 1, H,

(14) (VX)t = T¢VHt.

V est le ramené en arriére par P’application évaluation eg : v; — 4o de la connection
de Levi-Civita sur T,,(M) (On peut consulter [L,],[Ls]) pour plus de détails).
Précisons néanmoins comment V est définie. Localement H; = S HiXi(v0) ou
les H; sont des fonctionnelles scalaires et ol les champs de vecteurs sur la variété
de dimension finie ne dépendent que du point de départ . Soit ¥ un champ de
vecteurs sur ’espace des chemins. On a :

(1.5) VyH, =) <dHLY > Xi(n)+ Y HiVy,Xi(v0)

Vy, Xi(70) est la dérivée covariante du champ de vecteurs sur M X;(7o) suivant le
champ de vecteur Y.

Une application C* posséde des dérivées par rapport & la connection df F.
Elles possédent des noyaux :

(1.6) VF =Y ki(s1,em81)
JC{1,..,r}

dF est la H-dérivée ([Gr]) relativement & 1'espace tangent choisi. d% F est la dérivée
covariante du cotenseur dF :

(1.7 dyF(X,Y)=<d<dF,X >Y > - <dF,VyX >
et d\k-,F est la dérivéée covariante du k — 1 cotenseur d"v'lF :

dYF(Xy,.., Xk) = <d < d$'F Xy, Xkmy >, Xi >

1.8
9 =) <d§'F X1, Vi Xy oy Xioy >

kj(s1,.,81) est un | J | tenseur en H{ (s1),., H} (s1), {t1,.,54} = Jet unr— | J |
tenseur en Xj, (0),.., X;,(0), {j1,..,51} = JC.
Soit ¢ une r forme. Elle s’écrit comme :

(1.9) o= Y oss1,m8)

JC{1,..,r}

o est un tenseur antisymétrique. Cela veut dire que :

(X1, Xp) = %Z 3 (—1)rionte /

(1.10) ‘T s€S, [0,1]191
< 01(81, ..,81),H;(.-1)(31), ...,HL('-,)(SI),X,(J'I)(O), ...,X,(jr_,)(()) > dsl...dsz

ou {11,...,51} = J, {j1,.-»Ji} = J¢. s dans (1.10) décrit 1'espace des permutations
de {1,...,7}. sign(s) désigne la signature de la permutation s. Nous pouvons utiliser
la structure de fibration au dessus de M de l’espace des chemins au moyen de
Papplication évaluation ey : 4y — 7o pour décrire les formes sur I’espace des chemins.
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Soit dzj,..,dz4 une base orthogonale locale de T*M. Nous en déduisons une
base locale orthogonale de A(T*M). Localement, on peut décomposer une forme de
la maniére suivante :

(1.11) o= Z Z oyhdzp

[MN&r | |=r=|J]
Les formes o sont des pures formes sur ’espace tangent de I’espace des chemins
pointés : la longueur de leurs noyaux coincide avec leur ordre. Les dzy sont des

formes pures en l’espace des parameétres M.
Soit o une pure forme dans ’espace des chemins pointés. Nous avons :

O'(Xl,...,X,-) =

1 sign(s
] zs: /[01]'(—1) gn(s) < 0(31,..,sr),H;(l)(sl),..,H;(r)(s,) > dsy..ds,
SES, ’

(1.12)

De plus le noyau o(s1,..,8n) de la pure forme sur I'espace des chemins pointés &
est égal & ) o #(—1)‘"9"(")0(3,(1), vy 85(r))- Soit Vko' la dérivée covariante de la
pure forme sur I’espace tangent de I’espace des chemins pointés. Elle s’écrit ([Ls])
comme :

(1.13) Vko' = Z 0'1(81y .y Sryt1y ey tl)
JC{T,...k}

Précisons ce qu’on entend par V¥a'. Vo' est défini ainsi :

(114)  Vyd'(X1,.. X;) =< do'(X1,.,X,), Y > =Y o'(Xy,.., Vv Xi,. Xy)

On prend pour V*¢' la dérivée covariante du cotenseur V¥~1o' de la méme maniére
que précédemment, en itérant. Il y a deux parties dans les dérivées de o' : les
dérivations en l’espace des chemins pointés qui donnent lieu 4 des noyaux, et les
dérivations en ’espace des parameétres qui donnent lieu & des cotenseurs sur TM.

Nous pouvons maintenant définir les espaces de Nualart-Pardoux de formes.
Soit ¢ une forme. Localement o = ) o';dz;. Nous supposons qu’en dehors des
diagonales en s et t inclus :

I 0'5(815 ey 8nit1seeestt) = O'1(81y ey 83ty eees 1) |2 <

Corlo) 34/l i =i l+y/1t = 15

(1.16) | o'5(s1, s 8r5t1, s t1) [lLp < Cp p(07) < 00

(1.15)

Dans (1.15), [ < r, parce que nous prenons l'espace de toutes les dérivées de o'},
et il y a les dérivées en 1’espace des chemins pointés et les dérivées en ’espace de
départ. Cyr,C}, . sont appelées les constantes de Kolmogorov de o’; ([Ls]) (ou de
Nualart-Pardoux). Nous prenons dans (1.15) et (1.16) la norme Hilbert-Schmidt
du cotenseur de dimension finie 0';(s1, .., Snjt1, .., t1) — '5(8}, .., Shith, .., 1}), mais
on pourrait aussi bien prendre une norme supremum dans une base orthonormée
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quelconque, parce qu’elle est équivalente 4 la premiére avec un module d’équivalence
en C", ce qui n’est pas relevant vu le 2"? qui apparait dans (1.17).

Pour une n forme, nous définissons ses normes de Sobolev au sens de Nualart-
Pardoux de la maniére suivante :

(117) 19 = g o 20 30 G0 + Ch(0)

O J ILr

O est I'ensemble des ouverts constituant la partition de I'unité utilisée pour utiliser
des sections locales de I'espace tangent. Ces normes sont équivalentes si on change
de partition de l'unité, et de systémes de bases locales dépendant du point de
départ uniquement. Pour une collection o = Y, o, de n formes, nous disons que o
appartient a tous les espaces de Nualart-Pardoux (N.P), (P) si 3, || on |Ip,r est
fini.

DEFINITION L.1. : Nous dirons que o est C* au sens de Nualart-Pardoux si
o appartient & tous les espaces de Nualart-Pardoux (N.P), .(P).

REMARQUE : Sip; > ps,r1 2> 19

(1.18) (N-P)py,ri(P) C (N-P)py ry(P)

Nous obtenons un théoréme qui est un analogue différentiel du théoréme correspon-
dant dans L? de [J.L,].

THEOREME 1.2. :

-) Soit o et o' deux formes qui sont C* au sens de Nualart-Pardoux . o A o'
est C* au sens de Nualart-Pardoux.

-) Soit X un champ de vecteurs C™ au sens de Nualart-Pardoux (considéré
comme une 1-forme, il est C* au sens de Nualart-Pardoux). ixo est C*® au sens
de Nualart-Pardoux.

PREUVE : Ecrivons localement

(1.19) o= Zar,JAde
' r,J
(1.20) o'=Y o, ;Ndz;
r,J
Nous avons :
(1.21) aho' =) ( > (=1)*""0,x Ao} i) Ndzy

n,J I+l'=n KNK'=8 KUK'=J

Le noyau de o1, A a,, K+ est somme de g,,—,f,Lal K(81,..-,81) ® a,, (81,0, 8)) du
fait de l’a,ntlsymetnsatlon En effet un produit extérieur est un produit tensoriel
antisymétrisé. Les constantes de Kolmogorov de o7 ® o} satisfont 4 :

(1.22) D Cop < C)(Y_ Copa(01,i))( Y Cop(0h k1))

kLr kLr k€r
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De plus :

(123) 3 Cpalork Adh i) < OIS 0oy a(01,0) (Y Capt(hse)

k<r k<r k<r

Dans la présente formule, les deux types de constantes de Kolmogorov sont mélangés.
Si nous écrivons localement,

(1.24) ogAd' = Z(a/\a'),.,JAde
n,J

nous déduisons de (1.23) que :

1
| (0 Ad")a,1llpr< Clp, ")m

(1-25) ' l
3 oy LED) (2 Cop (@11 ))(Y Capk(Gh 1)

k<r
la somme étant prise sur 'ensemble {I + ' =n, KU K' = J, K N K' = §}. De plus,

(141 1 < C(p)
n (n—p)n! = U1 - 2p)(I' — 2p)li"!

De (1.25) et de (1.26), nous déduisons que :

(1.27) I (@A0"Yngllpse<Clrp) D Nl ouk llzprll o ko ll2pr
I4+U'=n,K,K'

(1.26)

Nous mettons ainsi en évidence une inégalité de Holder :

(1.28) I (0 Ao") llp.r< C(ryp) | 0 llzp.rll 0" llzp,r

Démontrons maintenant la seconde assertion. Soit o une n forme pure sur l’espace
des chemins. Soit o(sy, .., 3, ) son noyau. Soit X; = 7'¢(Xo+f0 k(s1)ds1) un champ de
vecteurs qui est C* au sens de Nualart-Pardoux. Nous devons estimer les constantes
de Kolmogorov de :

(1.29) A(81,.00y80-1) = /a(s,sl,..,sn_l)k(s)ds

Utilisons un principe qui sera utilisé souvent par la suite. Soit une intégrale
de la fonction A(s, 31, ..,8a) qui satisfait aux conditions de Nualart-Pardoux. Nous
décomposons ’intervalle d’intégration en petits intervalles [s;, s;+1]. Nous effectuons
de méme pour fol A(s, 8},..,8h)ds (nous avons supposé pour simplifier que s; <
s2 < . < sn et que 8y < sh.. < sh). Nous étudions la différence des intégrales

8
i+ '“ , et nous distinguons si nous sommes sur I'intersection de [s;, s;+1] et de
s} y Ot

3
[s},5i41] ou non. Si nous sommes sur I'intersection, on peut appliquer les hypotheses
de Nualart-Pardoux. Sinon, la mesure de ’espace d’intégration est bornée par
| 85 —si | + | siy; — si+1 | et nous utilisons les constantes de Nualart-Pardoux
(1.16) de seconde espéce.
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Appliquons maintenant ce principe général & la dérivée de A(sy,..,84—1) d’ordre
r qui est une somme de C(r) expressions du type

(1.30) B(81y.y8n-1it1,.41) = /a(s,sl,..,sn_l;tl,..,tzl)k(s; ty 41, t1)ds

Nous n’avons pas écrit les dérivations au point de départ. La seconde condition
découle de I'inégalité de Holder et du critére de Kolmogorov qui permet de remplacer
(1.16) par

(1.31) sup | sup || o(s1, s 8nit1, ) || ||r < 00
82,.y8n 31,0, 81

Les constantes sont des expressions en les constantes de Kolmogorov dans (1.15)
et dans (1.16) et le second supremum est pris sur la collection de petits inter-
valles dont I'union est égale a l'intervalle d’intégration dans (1.30). Nous estimons
| B(81,.»Sn—1;t15--st1) = B(1, ., Sp15th, -, 87) |lLe. Nous découpons Iintervalle
d’intégration en une union finie d’intervalles : sur chaque petit intervalle, nous pou-
vons appliquer (1.15) ou (1.16). Nous déduisons que :

” B(Sl, .y sn—l;tl» ..,t() - B((S’l, .y sln—l;t,l’ .y t; "LPS

(1.32) <(n+7)C(p, r)(z CZp,k(U))(Z Cyp,k(0")).Vincrement

k<r k<r

ol nous opérons en dehors des diagonales et oti nous prenons les deux types de
constantes dans ’expression de droite. De plus :

(1.33) I ix0 llpr< C2,r) | X llzpell o ll2p,r
car

o(n-1)p on2p
(1.34) (n+ r)m < C(p,r)(n—_—-2p—)!
¢

Rappelons la formule de Bismut ([B;],[L3]) :

t
(1.35) Vxr =1 ] 7 R(dve, X2)e
0

olt R est le tenseur de courbure.De plus, la connection de Lévi-Civita est sans torsion.
Soit X; = 7 H; and X} = 7.H; deux champs de vecteurs. Nous avons :

t
(1.36) (X, X"e=m(Vx Hi) + T,/ 77 R(dys, X, )ToHe + antisymetrie.
0
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De plus, I’espace tangent n’est pas stable par crochets de Lie. Rappelons que si o
est une n forme, la dérivée extérieure est définie par :

dO'(.X],..,Xn+1) =

— i-1 . . .
(137) =3 (-1)7! < d(0(X1, s Xicts Xigts o Xn)), Xi > +
+ 3 (=1 o([Xi, X5, X1, o0y Ximt, Xity oo Xjot, X1y o0, Xin)
i<j

Cela montre que le probléme de définir une dérivée extérieure stochastique est lié
au probléme de définir une intégrale de Stratonovitch anticipante. Ce probléme est
traité dans la derniére partie de [L3]. Nous obtenons :
THEOREME 1.3 : La dérivée extérieure stochastique est définie sur l’espace
des formes C'™ et est continue pour la famille de normes définissant cet espace.
PREUVE : Soit o, une n forme pure sur ’espace des chemins. Soit (31, ..,85)
son noyau. Si X; = 7(X,,i + fot hi(s)ds) = T H;(t), nous avons :

da,.(Xl, ..,Xn+1) =

= Z(_l)i_l / 0(31’--»3n;tn+1)

[0,1]r+1
h1(51)Bi(8:)s - hnt1(Sn)Ri(tnt1)ds1..dSndtnt1+

(1.38) +Z(—1)i/l | on,;a(sl,..,sn)hl(sl)..,ﬁ;(si),..,h,,+1(s,.)dsl..ds,,+
0,1]»

+ X0 [ ofennsn)
< [0,1]"
(T R(d761,701H (81))7s, .,1—T,—llR(d‘)‘,l,T,‘H,‘(sl))T,IHj,,l),
h](s2),..., ,'_1(3,'),h,+1(s,+1)..h1_1(8j_.1),hj+1(8j),..,hn+1(s,,)d52...dsn.

* désigne ’'opérateur omission.

Nous prenons une intégrale de Stratonovitch associée a fo T, R(d7,, Ts. )T, qui
prend ses valeurs dans les matrices au-dessus de T,,(M). En ce qui concerne les
propriétés de cette intégrale de Stratonovitch anticipante, nous nous référerons tou-
jours & I’appendice. Nous pouvons décomposer la dérivée extérieure en 5 morceaux;
ils résultent de la distinction entre dérivée suivant I’espace des parametres (vecteurs
7Hy) ou suivant I'espace tangent de 'espace des chemins basés (vecteurs 7 fot H}ds)
et du fait que I'on peut dériver les noyaux associés & la forme ou le transport pa-
rallele :

1) Le premier d; est associé & la somme d’éléments du type k(s1,. o Snitntl)-

2) Le second d; est associé a la somme de noyaux du type Vxk(s1,..,8n).

3) Le troisi¢me terme dj est naturellement associé & la somme de noyaux de la
forme f (v 9(8,835 1, 87).(T7 R(dYs, Ts.)Ts.). Cest un tenseur pur sur I’espace des
chemins.

4) Le quatriéme terme dy est naturellement associé & la somme de noyaux du
type fs 0(8,82,..,87).(T; Y R(dYs,7s.)7s.). Il posséde une partie en X .

5) Le cinquitme ds est associé au méme type d’intégrales, mais il y deux
contributions en le point de départ. L’intégrale est prise entre 0 et 1.
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De plus, les constantes de Kolmogorov .., C(p,k) des noyaux des trois
derniers termes peuvent étre exprimées en fonction de Yk<r +p C(p?, k) du premier
noyau. r + p provient du fait que I’on doit effectuer p intégrations par parties pour
estimer la norme LP d’une intégrale de Stratonovitch, lorsque p est un entier. p?
provient, d’aprés I’appendice, du fait que I'on doit estimer la norme d’un polynéme
d’ordre p en les dérivées de o. De plus, toujours d’aprés ’appendice, il y a un
nombre fini de contractions entre les temps du noyau de o et ceux de ses dérivées qui
apparaissent dans ces polynomes; on peut appliquer alors le lemme de Kolmogorov,
ce qui explique l'introduction des constantes de Nualart- Pardoux de premiére espéce
(1.15), et ce avec un nombre borné de parameétres, puisque le nombre de contractions
est bornée par p. Il y a de plus Cn? quantités qui apparaissent dans la somme
définissant do. D’autre part, nous avons si p > 2

9(n+1)p,,2 gnp’

(n+l1=p) =~ (n-p*)!

En particulier d est continue pour la famille de normes définissant ’espace de
Nualart-Pardoux.

¢

(1.39)

D’autre part, d> = 0 immédiatement, puisque nous utilisons (1.37).

Nous pouvons poser :

DEFINITION L. 4. : Le groupe de cohomologie de Nualart-Pardoux entier sur
l’espace des chemins est Kerd/Imd = H*(P) restreint aux formes C* au sens
de Nualart-Pardoux. Le groupe de cohomologie de Bismut-Nualart-Pardoux d’ordre
p est Kerd/Imd = HP(P). Im d est I'image des formes C* au sens de Nualart-
Pardoux d’ordre p — 1 et Ker d est le noyau de d appliquée aux formes C* au sens
de Nualart-Pardoux d’ordre p.

Introduisons un autre espace fonctionnel : sur T, M, nous considérons le
mouvement brownien issu de 0 4, sia¢ de loi P; fiq¢. Sur la famille de tous les
mouvements plats, nous choisissons la mesure dz ® dP; fiq¢. Nous avons un calcul
différentiel : ’espace tangent d’un chemin plat issu de yp est ’espace des chemins
H,=Hy,+ fot hds dans T, (M) d’énergie finie. La norme hilbertienne est

t
(1.40) | H =]l Ho |2 + / I hy | ds

Il y a une notion de dérivée dans la direction H. C’est la traditionnelle H dérivée
pour les chaos dans I’espace de Fock et la dérivation en I'espace des parameétres en
Hy : nous prenons la dérivée en 1'espace des paramétres des chaos, et nous pouvons
calculer de maniére aisée 1'adjoint de la dérivation en l'espace des parameétres.
L’opération de dérivation est donc fermable.

Nous pouvons répéter les précédentes considérations, et ce sur l’espace limite.
Une forme o peut étre écrite localement comme Y o A dzj ol o est une forme
pure en ’espace des chemins browniens plats. Supposons que o est de degré n en
le chemin brownien. Nous avons :

(1.41) o(Hy,..,H,) =/ (81,5 8n)h1(31)--hn(8n)dsy...dsy

[0.1]
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Soient o(s1,..,Snit1,- tr) les noyaux de 0. Les constantes de Kolmogorov (ou de
Nualart-Pardoux) de o sont définies de la maniére suivante :

" 0'(51, ooy sn;tl--ytl) - 0(3’17 “’S'n;t'l"’tg) “L”

< Cpu(flat) Y yflsi st 1 +4/I ti— i

si $1,..,8n,t1,..f sont dans la méme composante connexe du complémentaire des
diagonales que s, ., 8, t1, .t] (9(81, -, Sn3 1, .., t1) est 'un des noyaux de V" (81, .., $n)
ot | < r car nous devons prendre des dérivées en le point de départ). De plus :

(1.43) sup || a(81, - Snit1s s i) lLo= Cp (flat)

(1.42)

Nous posons pour une n forme :

(148) 115l (flat) = sy 397 (Coaloa)(Flat) + Colo)(Flet)
o J

I<r

ou la premiére somme est prise sur I’ensemble de la partition de l'unité de la
variété qui permet de décrire en coordonnées locales l'espace tangent. Quand la
partition de l'unité et le systéme de coordonnées locales changent, les normes sont
équivalentes. Pour une collection de formes on de degré n, 'espace de Nualart-
Pardoux N.P, .(flat) est défini par la norme :

(1.45) I o llp.r (flat) =Y Nl on lln,r (Flat)

Une forme est dite C*® au sens de Nualart-Pardoux si elle est un élément de tous
les espaces N.P, (flat). De plus, si p1 > p2,71 > 72

(1.46) N.P,, r,(flat) C N.Py, r,(flat)

Comme dans le cas du mouvement brownien courbe, I’espace des formes C* est
stable par produit extérieur et par produit intérieur avec un champ de vecteurs C*
au sens de Nualart-Pardoux. De plus 1’espace des champs de vecteurs est stable par
crochets de Lie.

THEOREME 1. 5 : La dérivée extérieure pour le modéle limite d est continue
pour la famille de normes définissant I’ensemble des formes C™ au sens de Nualart-
Pardoux.

PREUVE : Clest la méme que celle du théoréme 1.3. De plus, il y a une
simplification . Il n’y a pas en effet d’intégrales stochastiques qui apparaissent.

DEFINITION L6 : H®(flat) est Kerd/Imd, d étant définie sur 'espace des
formes C® au sens de Nualart-Pardoux sur le modele limite.

L’intérét du modéle limite est que l'on peut intégrer les formes fermées, ou
du moins leur partie de dimension infinie. Rappelons en effet que la dérivée de Lie
suivant un champ de vecteurs est dix +ixd, et permet d’étudier comment une forme
se comporte sous ’action d’un flot. La linéarité du mouvement brownien plat permet
de généraliser en un certain sens cette dérivée de Lie quand l’analogue de I'action
du flot est donnée en terme d’espérance conditionnelle par rapport au passé.

Ainsi si dF est la H-dérivée d’une fonctionnelle par rapport au mouvement
Brownien, elle est fermée, et on peut l'intégrer par la formule de Clark-Ocone. La
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linéarité du mouvement brownien plat permet d’étendre cette formule au cas des
formes et de montrer que :

THEOREME 1.7. (Clark-Poincaré) : H°(flat) = H(M).

PREUVE : Soit o une forme sur le modéle limite qui est seulement fonction
de 7o et de ¢, flat — Vtu_y,flat, 0 < t1 < .. <ty = 1. Ses noyaux sont constants sur
[tk—1,%k]. Considérons la partie [ty—1,tn] de la forme on. Utilisons la formule de
Clark ([Nu]) et la formule d’Ito appliquée & ¢, = Ep,on(H} —HL, _,.. Hi—H}, ),
si Fy est la o algebre engendrée par le mouvement brownien plat avant ¢. z; peut
é&tre décomposée en deux termes : le premier est issu de la différentiation de I'un des
H} et est égal &

t

(1.47) Zt Ep,on(H!) — HL,_,..hi,  Hi —H] _)ds
Ny

tN-1

Le second provient de la formule de Clark-Ocone et est égal &

t
(1'48) Eo V6'Ya,]l¢l,aN(H: - Hl HJ - HJ )

tN-17" "8 tN-1
tN-1

Nous ajoutons et soustrayons le méme terme

t
Z(—l)'_lt Er,Viyi-ni,  oN(8%sstat,

N-1

H -HL . H - HJ HM g H-H], )

tN-1? IN-17"") tN-1

(1.49)

Nous effectuons cette opération dans la formule précédente afin qu’une dérivée
extérieure apparaisse si nous travaillons en coordonnées locales. Nous prenons
lintégrale d’Itd 87, ia¢ car nous utilisons la formule de Clark-Ocone. Si nous
considérons une forme dépendant de ¢y, flat — Ytn_,,flat Mais qui ne contient pas de
termes différentiels en 4¢y, flat — Yty_1,flat, DOUS aVONS Une formule analogue, mais
nous n’avons pas & étudier la dépendance dans le temps ¢ de Hj.

Introduisons Popérateur suivant : si o est une forme de noyau o(s1,..,3a) :

(150) EF‘U = EFga(sl’--,sn)lalst--lsnst

Nous déduisons le fait suivant : si o est une forme qui dépend d’un nombre fini de
coordonnées, nous avons la formule d’homotopie suivante pour s <1 :

t t
(1.51) EF,J — Ep,0= d/ Ep“a(67,,,ﬂ.,,, ) +/ Epudo(é’yu,ﬂat,.)

Par densité, cette formule d’homotopie est valide pour toute forme C*. En parti-
culier, si do =0

1
(1.52) o—Ep,0= d/ Efp,0(8vu,flat,-) = do'
0

Montrons maintenant que si o est une forme C™ au sens de Nualart-Pardoux,
o' est encore C*® au sens de Nualart-Pardoux. (1.48) montre dans ce cas que
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H(flat) = H(M). Si 0(s,..,5,) est un noyau de &, le noyau correspondant de o'
est :

0'(81,.48n—1) =

1
(1.53) =/0 EF. < 0(3,3],",3"—1), 67a,flata' > 1.!158"1.9,.53 =

1
=/ Ef, < 0(8,81,.y50n-1), 875, flat. >
8

up 3;

Les noyaux de V"EF, 0(s,31,..,85,) sont Ep,0(8,81,..,8n—1;t1,..,%1) avec t, .., t; <
s. Cela se voit sur des formes qui ne dépendent que des accroissements Ytiyr,flat —
7Yt;,flat du mouvement Brownien. On peut méme prendre des polynémes en ces
accroissements par utilisation du théoréme de Stone-Weierstrass. De plus :

(154) | EF,0(8,81,.08n-15t1,..,t1) = Ep,0(8,8], .y $h_1ith, 0 t}) %<
S Cp || 0(8,81, 0y Sn-15t1, 00 t1) — (8,81, w0y Sh_yi th, or ) I1%»

De plus :

(1.55) | (vEups: — v/sups] [< Y 4/|si — st |

La partie la plus difficile est aprés usage de I'inégalité de Burkholder d’estimer la

quantité suivante quand sy, ..,8,-1,%1,..,¢; est dans la méme composante connexe

du complémentaire des diagonales que s}, ..,s},_;,,..,} :

1
E[(/ " EF.U(S’ 5la--’3n—-l;t1»--atl)"‘
0
Er,0(3,81,..,8h_1ith, ...t} || ds)P/?] <
1
< E| / | Er, (005, 51,0 Smeti by o )=
0

EF. (‘7(3’ 311’ i) sln—l;t’n ..,t;)) "p ds]

(1.56)

pour p > 2. [0,1] peut étre décomposé en deux familles de n + I petits intervalles
déterminés par (si,..,Sn—1;t1,..,4) et par (815 +18n—1;t1,.-,t}). Supposons pour
simplifier que s; < s3 < .. < 8, < #; < .. < #;. Nous décomposons lintégrale
sur [0, 1] en intégrales sur des intervalles déterminés par les temps de la subdivision.
Nous obtenons , en appliquant le principe général donné dans le théoreme 1.2 :

1

" / EF. < 0(8,31,.., sn;tly")tl)-;‘s')’a,ﬂat- > -
0

Ep, < 0(8,81,-, 8051, ., 81):6%s flat- >||1r <

1.57 fitt
(157) < Z I EF, <0(8,81,.8n-15 1,0, 11), 675, flat, - > —
8

Sig1
—/ EF, < 0(8,81,80_1;t1, 1), 87s, flat- >||Lr + termes
s
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Si dans une intégrale [s;,si41] N [s},s},;] = 0, nous avons une borne supérieure en
Cip.r(\/Si1 — 8i+ /3Ly, — s qui est plus petite que la quantitéCy, (/] si — s [+

| sit1 — skyq |- Si Pintersection de [s;,8:41] et de [s},s!,,] n’est pas vide, nous
avons une estimation du terme correspondant en (Cyp r + C3p . )(1/] Sit1 = 854y |

++/] 8i — s |). Nous déduisons une borne des constantes de Kolmogorov de ¢’ en
Cn(Cy,,(0) + Cop,r() et par suite le résultat.
¢

REMARQUE : On peut voir la formule & la base du théoréme dans R%. On
considere la 1 forme o f(’y,‘ﬂa,)H,l. Son noyau est o(t) = 1jo,qf(7,s1at)e1 ((€1,€2)
désigne la base canonique de R?). On applique la formule de Clark-Ocone et la
formule d’It6 : '

t t
f(ve,p1at)H = /0 E[f' (7, 51at) | Fo)6%s, s1ae Hy + / E[f(t,f1at | Fu]dH;
0
t t
(1.58) =/0 E[f'(1t,f1at) | Fal6%s, s1at H, —/0 E[f'(1t,f1at) | Fo)Hs67; 10t
t t
+ [ BU (i) | RH5Y, s + | B0 | Fla

On reconnait dans la somme des deux premiers termes j;)t [y Eldo(s,u)| F,]6v,dH,
et dans la somme des deux derniéres la H -dérivée de fot E[o(s) | Fs]67s,flat-

COHOMOLOGIE DE BISMUT-NUALART-PARDOUX
DE L’ESPACE DES LACETS
ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Considérons une fonction F sur ’espace des chemins, qui est C*°. Nous pouvons
la restreindre sur 'espace des lacets et sur 'espace des lacets pointés ([L3]. Théoréme
I11.10]). Rappelons comment on procéde. Nous considérons une suite Fy de fonctions
cylindriques qui tend dans tous les espaces de Sobolev sur l'espace des chemins vers
F. Nous considérons si p est un entier pair la mesure m sur M x M :

(2.1) f = Epanll FN — Fm IP f(0,m)]

La densité de cette mesure moyennée sur la diagonale est Epoop[| FN — Far |P]
et en (z,z), cest pi(z,2)EL (ml| FN — Fu |P]. Pour obtenir des estimations de
cette densité quand N, M — oo, nous prenons le champ de vecteurs sur I'espace des
chemins 7¢(Xo(70)(1 —t) + 772 X1(1)) ot 7y est I'holonomie entre o et 71. Nous
déduisons une formule d’intégration par partie :

(2.2) v[< df, Xo(70), X1(m1) >| Fn = Fn IP] S|l f looll FNv = Fut w0 (0)

ot W, +(v) est la norme de Sobolev sur I'espace des chemins de [L3]. Nous prenons
une norme LP avec r derivées; cela signifie que nous choisissons la norme Hilbert-
Schmidt de d%, et nous intégrons dans L? cette norme Hilbert-Schmidt aléatoire. Il
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est possible d’appliquer ceci aux fonctionnelles cylindriques car 7; appartient a tous
les espaces de Sobolev (Voir [Ls]).
En itérant, nous déduisons que :

(2.3) VX3 () XT" (1) f | Fn = Fu P] S| f llooll FN = Fum lwy i)

ou X est I'itération de n champs de vecteurs au point de départ et X{* est I'itération
de m champs de vecteurs au point d’arrivée. ¢ dépend seulement de p et de n + m.
Ainsi Fy sur ’espace des lacets est une suite de Cauchy dans tous les L?(u) et dans
tous les LP(u,).

Nous pouvons effectuer une analyse des normes L? d’un noyau k(sy,..,s,) en
utilisant la connection V : V1 H; = 7V H;. Nous déduisons que :

(24) Il £(815 5 8n) Loy I R, 05 88) llwg, )

(2.4)’ " k(317 ..,s,,) "Lp(,‘,)sll k(sl,..,s,,) ”wq,_'_,(,,)

avec ¢,7,q',r' dépendant seulement de p.

Rappelons que si o est une p-forme sur L(M), nous pouvons définir sa norme
L2(norm) =|| o |2 pour la structure d’espace de Hilbert (1.2) et sa norme LP(u)
égale & Epgen[|| oy ||P]'/P. Les espaces de Hilbert (1.1) et (1.2) sont les mémes, et nous
pouvons prendre pour ’espace des chemins muni de la structure riemannienne (1.2)
la base orthonormée formée de 7660'—2%’ 7’%’,‘1—1 et d’un nombre fini d’orthogonaux
([J.L4])- Nous avons lorsque o est issue d’une forme pure sur I’espace des chemins
avec la structure Hilbertienne (1.1) :

Cﬂ
(2.5) |ol2< - I o(s1, -y 8a) |I? ds1..dsp
n: [0,1]»

En effet, ||o||? est égal & sa norme Hilbert-Schmidt divisé par n! pour la norme (1.2)
du fa%t d,e l’antisymétf‘ie. D’au.tre part, les dérivées de VCC",—:.',‘_‘"_—I .et de 7"(-1,“7';‘_;_—1 sont
constituées d’un multiple de sinns ou de cosns par une quantité bornée. Dans le
méme esprit que [J.L;], nous définissons la norme L, d’une collection de n formes

par :

(26) 17 1= 3 gyt 1 7 1200
De plus, par (1.12), (2.4) et (2.6) :

(2.7) | On o< K(n +1)"P9 || 0y ||n,pg.r,

ou K dépend seulement de p, ¢, r pour ¢ > p,r indépendant de n. C ne dépend pas de
P, ¢, et dépend seulement de C dans (2.5). Nous avons pris les normes de Nualart-
Pardoux sur ’espace des chemins. Nous déduisons une estimation des normes LP
d’une forme sur I’espace des lacets & partir de ses normes de Nualart-Pardoux sur
Pespace des chemins. En effet :

(28) loll,<Cllolinpar
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car C"2"P(n + 1)7(P9) < C2™ si ¢ > p.

De plus I'image par restriction des formes qui sont C® au sens de Nualart-
Pardoux sur l'espace des chemins est une algébre de formes Ay est,, OU Ayest, pour
Pespace des lacets pointés, incluse dans tous les espaces L? de formes.

Puisque do est un tenseur et puisque les normes de Nualart-Pardoux de do
peuvent étre estimées a partir des normes de Nualart-Pardoux de o sur ’espace
des chemins, nous pouvons définir d dans 1’espace Arest,1, €t dans espace Arest,L-
d? = 0 sur ces espaces et d applique ces espaces sur eux-mémes.

Soit @y = wp @ w1 @ .. ® Wp @ Wnt1 un élément de QM) ® Q.(M)%" @ QM).
Q (M) est P’espace des formes sur M de degré non nul. Nous posons :

(2.9) o(@) = wo(70) /\/ w1(dYsy, ) A o Awn(dYs,,.) Awnta(11)
0<81<.8n<1

Rappelons que ([J.L;]) que o(&) est de degré degwy + degwn1 + i, (degw; —1).
Montrons sur un exemple comment fonctionne o(@) quand wy = 1, wpy1 = 1 et
quand w; est de degré 2 ainsi que w,.

(2.10) o(@) = /

(e, Xy Jon (s, Vi) / wi(de, Yolwa(dve, X:)
0<s<t1

0<s<tl

Du fait de 'antisymétrie, il y a de plus en plus de sommes qui apparaissent quand la
longueur de 'intégrale itérée croit et que le degré croit. De plus comme X, = 7,H,
et que H, est & variation finie, ces intégrales ne sont qu’en apparence anticipatives
et on peut calculer en particulier le noyau de ().

Une forme de Chen n’est pas une forme cylindrique. Soit e, ’application
évaluation v — 7;. Soient a1, .., 0, n formes sur la variété. Une forme cylindrique est
égale par définition a e}, 01 A... A€}, 0p, et ne contient pas d’intégrales stochastiques.

Sur Q(M) @ Q.(M)®" @ (M), nous introduisons la norme de Sobolev C3
associée & l'opérateur (dd* + d*d + 2)*. Si 'ensemble des w; constitue une base de
vecteurs propres associée a (dd* + d*d + 2), nous obtenons une base de I’espace de
Hilbert Cy i en posant si @ = ) iy iy ..,in41 Wio ® Wiy @ Wi, 4y

(2'11) “ (:) "%,k= Z a?o,..,i,..n A%:"'A?f+1

(A; est la valeur propre associée & la forme propre w;). Rappelons I'inégalité de
Garding pour Q(M) :

(2.12) Il @ ko<l @ ll2,k

pour un certain k' > k ([Gi]).
THEOREME II. 1. : Soit &, une suite de (M) ® 2.(M)®" @ UM). &n n'est
pas forcément un produit. Si pour tout k la série entiere :

(2.13) bro(z) = Z 2" I 5’\;%2,&

posséde un rayon de convergence infini, la forme correspondante ) o(&,) est C*°
au sens de Nualart-Pardoux sur ’espace des chemins.
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PREUVE : Supposons que @p = w; ® .. Qwy, n’a pas de partie initiale et finale.
Ecrivons que 7, H; = 7,(Hp + fo hsds). Nous omettrons de décrire la contribution du
terme Hy : il y a au plus Cn? éléments dans cette derniére et ils sont tous du méme
type que la contribution des termes obtenus, quand on considére seulement la contri-
bution des termes en h, avec seulement quelques modifications mineures. Aprés avoir
fait ce choix, le noyau de o(&,) est la somme d’au plus (degw; + .. + degwy, —n)n®
noyaux du type f0<u1 .<up<l,u1>sup sl,..,u, >sup s" wl(d‘y"l 1 Tuys ')"'w"(d7“” 1 Tun ) =
I.(s). (degwy + ... + degwy, — n)! est issu de I'antisymétrie d’une forme aprés avoir
distribué les différents termes qui apparaissent dans un produit extérieur. Rappelons
en effet que o A o'(X1,.., Xy, Xr41,--, Xr4r ) st somme d’au plus (r + r')! produits
de o, une r forme, appliquée & r vecteurs choisis de maniere ordonnée au hasard
dans (X1, .., X7, Xr41,.-Xr4r) et de o' appliquée aux 1’ vecteurs restants, modulo
des signes qui sont sans importance quand on veut faire des estimations. Cela nous
conduit & considérer s*, 'ensemble des A’/ ot1 w; est prise Il ne reste plus qu’a écrire
wi(dys, 7s fy Ridu, ..,y f5 hEdu) = f[o ot w(dys, Tshy, - ,‘r,huk)dul .duy) pour en
déduire la formule précédente. Si nous ordonnons les s*, il subsiste au moins n!
termes I,,(s) mais cela est sans conséquence pour le calcul des normes de Nualart-
Pardoux.

Les noyaux de V¥I,(s) sont des intégrales itérées I,(s,t) ot nous introduisons
un nombre fini d’intégrales stochastiques auxiliaires entre sup s* et sup s**!. Pour
montrer cela, nous utilisons que les dérivées covariantes du transport paralléle
sont des intégrales stochastiques itérées avec des temps gelés, et que le produit
de deux intégrales de Stratonovitch itérées avec des temps gelés est une somme
d’intégrales itérées de Stratonovitch. Si on prend la dérivée d’ordre k d’une intégrale
itérée de longueur n, nous obtenons au plus n€ intégrales itérées de Stratonovitch
avec des termes gelés. On peut en effet appliquer la régle de Leibniz et le fait
qu’un produit d’une intégrale itérée de longueur n par une intégrale itérée de
longueur C est au plus la somme de nC intégrales itérées de longueur n + C.
Il y a au plus n* termes qui apparaissent quand on dérive k fois. Quand nous
intégrons dans In(s,t), les quantités intégrées sont des polynomes en les dérivées
covariantes des formes w;, en les dérivées covariantes du tenseur de courbure R, de
I’holonomie et de son inverse (Cf [L3] , theoréme IV. 5 et theoréme IV. 7). Aprés
avoir effectué toutes ces opérations, nous obtenons un polynéme homogene en les
w;i (modulo leurs dérivées covariantes). Nous appliquons le théoréme IV.5 de [Ls]
et le théoréme IV.7. Nous classons les s;, t; et les u; et nous décomposons chaque
Ix(t,s) en une somme d’au plus Crtipdegwit.tdegwn—n intéorales itérées avec des
termes gelés en sup s’ et ¢t*'. Utilisons la formule de Stirling : ndegwi+.+degwn—n o
C"t1(degw; +..+degw, —n —p)!. Pour cela, nous estimons ezp[(Logn — LogK)K)
en étudiant 'extremum de K — (Logn — LogK)K et nous montrons qu'’il est borné
par ezp[Cn].

1
(degw; + .. + degwp — n —

<cwer el 5 o —spa+ ¥ le -4

)' " In(tys) - In(t'vsl) "LP
(2.14)
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Rappelons briévement comment on montre cette derniére propriété. On écrit :
(2.15) I,(t) = L (¢, tit1)

aprés avoir décidé que tous les termes gelés sont écrits ¢; et satisfont & ¢; < t;44, ce qui
est sans incidence pour calculer les constantes de Nualart- Pardoux. On utilise pour
cela le fait que 'on manipule des intégrales itérées de prodmts I; est de longueur n;
et S n; € [n — C,n + C). Par la formule de Stirling, IT-1; < C— 1l suffit puisqu’on

a un produit de I; de montrer que ||I;(¢;,tit1) — Li(2), t,+l)"Lp < C\;_‘Lrl I||w]|k,00 OU

les w dans le produit sont ceux qui figurent dans I'intégrale itérée. On utilise encore
une fois que I; est une intégrale itérée de produits pour conclure, en se ramenant
soit au cas t; =t soit au cas t},; = t;41, et en classant les temps d’intégration qui
sont dans l'intervalle [t;,¢i11] N [ti,¢},,] ou non. La conclusion découle du lemme de
Schwartz ([J.L;]) et de la formule de Stirling ([Ls]). Si il n’y a pas d’intégrales entre
t; et t;41, on utilise le fait qu’on a un polynéme de semimartingales en ¢; et en ;4.
Mais d’un autre coté :

(2.16) \/|sups"—sups"'|§ZZ\/|55—39|

j€st
ce qui achéve de prouver (2.14).
De plus :
n( oy LI @i k.00
(217) S:‘}? " Iﬂ(s,t) "L"S c (P) \/m

Nous déduisons que :

" ,,“ Wi ||k,00
" O'(w) "N,p,rs ndC(p) _"..n!l—k <
C IT [l @i llk .00 2l @2,k

Si nous prenons Wy = Y, @iy, . in4 W0 ® . ® Wn41 , NOUS AVONS alors :

(2.18)

| o@n lIN,Pp,r <
C
(P) EI lo, oingl |)‘k Aikn+l bt

C"’) Zla.o, e | MR NI E K

(2.19) K ¢
C - -
C(p)" /\.—2K1 n/2 )
< (P) (Z\/;,! L G ke,

En utilisant les propriétés des opérateurs elliptiques, on peut choisir K tel que
Y A72K1 < 00, Le théoréme en découle.

%
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REMARQUE : Nous avons démontré que lapplication intégrale itérée est
continue de l’espace fonctionnel donné par la famille de normes (2.13) sur I’espace
des formes C'° au sens de Nualart-Pardoux donné par la famille de normes (1.17).

Nous avons le méme théoréme pour l’espace des lacets libres. Nous prenons
On € UM)QQ.(M)®". Si ©y, est un produit, la seule différence est que nous avons
pris des dérivées en le point final dans w; dans (2.18).

Nous prenons ici si @ est un produit :

(2.20) (@) = wo(y0) A / w1(dYsyy ) A oo Awn(dys,,-)
0<81<..<8,<1

Nous avons :
THEOREME II. 2 : Considérons une suite @, d’éléments de Q(M)Q Q. (M)®",
Si pour tout k, la série entiere

_ N, ol @n ll2k

(221) ¢k,w(2) Z z \/m
posséde un rayon de convergence infini, 'intégrale de Chen correspondante est un
élément de Arest,. De plus l'application intégrale itérée est continue de l’espace
défini par la famille de normes (2.19) sur l'espace des formes LP sur I’espace des
lacets libres.

Si &p est un élément de Q. (M)®" (Il n’y a pas de forme en le point de départ),
nous pouvons obtenir le méme théoréme pour ’espace des lacets pointés. Nous
posons

(2.22) (W) = / w1 (dYsyy ) A e Awp(dys,, )
0<81...<8,<1

THEOREME I1.3 : Considérons une suite &, d’éléments de Q (M)®". Si pour
tout k la série entiere :

Wn ||2,k

(2.23) Pro(2) = Z z"%
possede un rayon de convergence infini, la somme correspondante d’intégrales itérées
est un élément de Ares, .. De plus Iapplication intégrale itérée est continue de
Pespace défini par la famille de normes (2.23) sur ’espace des formes qui sont dans
tous les L*.

Introduisons un élément & = wy Qw1 @ V.. Qwy Qwnt1 de YM)QQ(M)®" ®
Q(M). Le bord de Hochschild b, est défini par :

(2.24) byl : bo @ + by p
avec

bo,p(ﬁ =dwg @ w1... Wy ® Wnt1—

(2.25) - Z (-1)'wp Q.. ®dw; ® .. @ Wny1
1<j<n+1
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ollg; = degwo+zlsj<.- degw;—1. by , prend ses valeurs dans Q®Q (M)®"RQ(M) :

by p0 =wp Awy @ wa.... @ Wy @ Wpp1—

- Z (—1)“&)0 Qwre. QWi Awit1.. @ Wn @ Wt
1<i<n

(2.26)

n ||G:,. "2 k
n!

THEOREME I1.4. : by p et bl,, sont continus pour les normes précédentes.

PREUVE : Soit &n = 3 ajy,...jn41Wio ® - ® Wj,,,. d commute avec dd* + d*d.
De plus dw; est un vecteur propre associé a dd* + d*d + 2 avec la valeur propre A;.
Mais un vecteur propre n’est pas forcément unique. Aussi écrivons-nous :

(2:27) dwj; = Z'ﬁnkwk

De plus || dwj; [|k,0< C || wj; ||K+1,00< C/\}T'. pour r dependant seulement de K
par 'inégalité de Garding. D’un autre c6té, nous avons clairement :

(2:28) | dwji llz,k72< C || dwji |lk,00

Soit la famille de normes Y 2

Nous déduisons de plus :

(2.29) Do <O

pour C ne dépendant que de K et pour r — 0o quand K — oco. D’un autre c6té :
Bo.pBn = Y @i, jnps

(2:30) Y (sign)wjo ® - ®wjiy @ (D Vjskwk) O Wiy e O Winsa
i k

Nous distribuons et nous déduisons que :

(2.31) bo,pon = Zweo Q.. Qwi; ® .. @ Wint1 Z(sign)Ots'o,..,i.-l,j.,i.+a,..,-'..+x’7j..i,

l,jl
De plus :
| bo,p@n I13,x=
= Z )‘ZK' ’\lu+12K(Z(3ign) Qig,nyit=1,0014150erin 41 Vibsi )2
l‘j’
(2.32) < Z )‘2K ’\-n+12K(n +1) E(E(SWT‘) Qig,yeitmt,dlbi41,ee tn+1711,u)
2.

-K
< Z ,\ZK /\?:it (n+1) Z(Z O yyit=1,3158 141 yerin 1 J‘ )(Z 7]'," y 1)
<€ E Gioysintt ’\:?" i1 Z(Z ’YJ.,k/\_K‘ AZK)

le
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pour K3 > K car 1 < A; . Nous utilisons (2.29) et nous choisissons K; assez grand
pour que ). /\]'-_K ! < 00. Nous déduisons que :

(2:33) Il b0,p%n 113,k< C Il &n 113,

pour K, assez grand indépendant de n.
Etudions la seconde opération. Posons :

(2.34) wy Awj = Z Vi, j kWk
La norme || . ||k,00 de wi A wj peut étre estimée par la norme || . ||k,00 de chaque
terme. Nous en déduisons apres avoir utilisé I'inégalité de Garding ([Gi]) :
(2.35) S oA < oAn
k

pour C independant de ¢,j et pour r — co quand K — 0o0. D’un autre cété, nous
avons :

Bipn = Y @jo,._jnia

(2.36) Z(sign) Wi ® ... QWj—1 @ (Z Yiirjipr kWk @ Wig2.. ® Wnt1)
. - T

= sz'o ® ...Qw, Z(sign)a.‘o,..,ij_.,l,l',i,-+,,..,i,.+1‘w,l',i,
L

De plus :

~, 2
I b1,p@n "2,1( <
2K 2K 2K 2
D NI NE 0 Y () g, i a bt gareinga Ml i)
3

. K\2K K1\ K
(237) <C § :’\l?o ’\?1 "/\?ﬁlnE :(E :a?o,-wl'i-l»1,1’,ii+2,-~in+l ’\1 l/\l' ')
FN]

Ky \ -
(Z 712,1',:’,- AT A fa )
L

par inégalité de Cauchy-Schwarz car 1 < \;. Nous déduisons que :

Il 81,p%n 13,5 <
Kay\Ka K K\—Ki\-K
(2.38) PP HEPLLSLIC PN E T R T ot
ik
<C |l én iz k,

pour C et K, choisis assez grand indépendamment de n.
¢

Si nous prenons seulement Q(M) @ Q.(M)®" by, n’est pas modifié mais by,
est transformé. Il n’y a pas de wp4+1 dans (2.24) et le dernier terme est transformé
en (—1)(des “’"‘1)‘"-‘(w,, Awp ® w1 ® .. ® wp—1). Nous prenons la méme famille de
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normes qu’avant. Les opérateurs différentiels modifiés sont appellés b, et b;. Nous
obtenons le théoréme suivant dont la preuve est la méme que celle du précédent :

THEOREME IL5 : by et b; sont continus pour la famille de normes (2.19).

Nous pouvons faire la méme chose pour 2 (M)®". Nous ne prenons pas de
dérivées dans la premiére composante et dans b; le terme en wp, Awp @wi.. @ wn—;.
Nous obtenons deux opérateurs differentiels by, et by ;. Nous considérons le méme
ensemble de normes que précédemment.

THEOREME I1.6 : by , et b;,, sont continus pour la famille de normes (2.21).

Considérons une fonction C*® f . Soit S;(f) 'opérateur défini de la maniére
suivante : entre w; et w;+1, nous introduisons f dans un produit &,. Le noyau
algébrique de l’application intégrale de Chen itérée est constitué des combinaisons
linéaires finies de [b, S;(f)]@n, b étant le bord de Hochschild associé & chaque espace
algébrique ([G.J.P]). Den: est la cloture de cet espace défini algébriquement pour
la famille de normes utilisée dans chacun des trois cas. Nous notons suivant les
indications de [Co] Nent(QUM), M), Q(M)) le quotient du premier espace par
Dept. Nent(A(M)) désigne le quotient du second espace par D,y. Dans le troisiéme
cas, nous obtenons Nen¢(R,, (M), R). Dans tous les cas, nous prenons la topologie
quotient.

Nous avons :

THEOREME IL7 : le diagramme de complexes suivant est commutatif :

Nent(Q(M), ?(M)a Q(M)) - ent(?(M)) - Ncnt(R, ?(M), R)

nNP,T(P) i Areat,L - Are.!t,Lz

Chaque application le définissant est continue, exceptée pour I’application restriction
entre Arest,, €t Arest .. Les applications verticales sont constituées des intégrales
de Chen itérées stochastiques.

PREUVE : La seule chose & prouver est que c’est un diagramme de complexes. I1
est suffisant de montrer cette propriété pour des sommes finies. Dans le cas des lacets
C®, c’est un résultat de [G.J.P]. Il reste & appliquer le théoréme de positivité de [B.L]
(Le lecteur peut trouver dans [L3] une preuve stochastique directe). Rappelons que
Papplication restriction entre Nep:(Q(M), M), U M)) et Nent(QM)) est définie
par:

(239) W QW1 Q..QwWny1 — (-—].)deg wn+1(degwo+..+degwn _")wn+1 Awo Qw1 R..Qwn

¢

Si la cohomologie stochastique de 1'espace des chemins est H(M), le théoreme
suivant montrerait que la premiere application verticale dans le théoréme IL.7 est
un isomorphisme :

THEOREME I1.8. : Le groupe de cohomologie de Nen:(QUM), (M), Q(M))
est égal au groupe de cohomologie H(M) de M.

PREUVE : Définissons a : Q(M) — Nene(QUM),w(M),Q(M)) par la formule
aw = w® 1. ga = B ou B associe 3 la forme w sur M la forme w(7yo) sur
lespace des chemins de M. La preuve est trés proche de celle de [G.J.P] avec
une argumentation analytique en plus. Nous utilisons I'application contraction de
QM) QQ(M)®" @QM) sur YM)@Q(M)P+D QM) : s(wo Qwi.. @Wat1) =
W Qw1 ®..QWn4+1®1. Si wpyy est une 0 forme, s(wWrQR..Qwny1) = 0. s est compatible
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avec les noyaux définissant N(Q(M), U M), Q(M)) et est clairement continu pour
la famille de normes définissant N(Q(M), Q(M), Q(M)). De plus :

bo,p8(@) = bo,p(wo Qw1 ® .. ®wWn41 Q1) =
(240) = Z (sign)wo ® .. @ wi-1 @ dw; ® Wit1..wWnt1 @ 1 = 8b, &
0<i<n+1

oUW =w)Qw; ®.. Qwnt1. D'un autre coté
+ y

bl,ps(u”.:) = bl’p(wo BOuwi ®.Qwn41 @ 1) =
(2.41) = Z (sign)wo ® .. @ wiy B wi Awit1 B Witz @ wn1 ® 14
1<n
+(stgn)wo @ .. @ Wy @ W1 = 8by p(W) + (sign)d

quand n > 0.
Quand n =0,

b1,ps(wo ®wi) = by p(wo Qw1 ®1) =
(2.42) =wo Awy ® 1+ (sign)wo Qw1 =
=8by p(wo ®w1) + (sign) @ + (sign) an(we @ wy)

ol N(wg @ wy) = wo Awy
Dans (2.42), nous introduisons le signe qui apparait dans (2.41) dans s. De

maniére plus précise, §(@) = (—l)deg wot) 1 cigaldes w‘_l)s(d)). Nous obtenons :

(2.43) bo 3 + 3by , = 0

(2.44) by pé + 3by , = 1 + aij

where fj(wp ® w;) = (—1)%9%0wy Aw; @ 1. ,
Considérons &, un élément de Nen:(UM), QM), QUM)) tel que b, = 0.
8o est un élément de Nent(UM), UM), QU M)) et

(2.45) Boo = bDoo + Afidoo

De plus & et afio, sont dans la méme classe de cohomologie, ce qui prouve le
résultat car aifj = (sign) sur Q(M).

APPENDICE

THEOREME A.1. : Soit F une fonctionnelle sur le modeéle limite qui est C*°
au sens de Nualart-Pardoux. Elle est C® au sens de Nualart-Pardoux sur l’espace
des chemins.

PREUVE : Soit 05 = 0(7uy,flats - Yun,flat);0 < u1,.,< un = 1 pour une
subdivision dyadique de longueur 2. Soit F}, = E[F | 0,]. C’est une fonctionnelle
qui dépend seulement d’un nombre fini de variables. De plus les noyaux de F,
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sont mﬁIfﬂ;ﬂk;H] E[k(ty,..,t;) | op]dt;..dt, ol s; est un élément de
[uk;, uk;+1] (k désigne 'un des noyaux de F') . Soit Fy, = Fu(Y0, Vuiys, flat—Yus, flat) =
Fn(')’o,f':"_‘+l 77 dys) = Gn(y). G et F, ne sont pas C*® au sens de Nualart-
Pardoux. Mais G, est C* au sens de [L3] : G, — F. Pour montrer que G, est
une suite de Cauchy sur I’espace des chemins, nous allons considérer le cas le plus
compliqué : dans la dérivée d’ordre r de G,, nous ne prenons que les dérivées
covariantes de 7,;”!. Nous trouvons une somme d’expressions algébriques en les
noyaux de F}, dans le cas plat et en les dérivées de [*+' 7;1dv,. Nous savons par [Ls)
comment se comportent les dérivées de I’holonomie au temps s : ce sont des intégrales
itérées avec des temps d’intégration gelés plus petits que s. Entre deux temps gelés,
nous intégrons des expressions algébriques en 7,771 et en les dérivées covariantes
du tenseur de courbure. Ce sont des intégrales de Stratonovitch non anticipatives.
Un produit d’intégrales itérées de Stratonovitch est une somme d’intégrales itérées
de Stratonovitch. Ainsi les noyaux considérés associés & G, sont des intégrales de
Stratonovitch : entre deux temps gelés, nous intégrons des expressions universelles
en 7, 771 et en les dérivées covariantes du tenseur de courbure, qui ne sont pas
anticipatives, et une expression linéaire dans les noyaux de Fy,, terme anticipatif mais
constant par morceaux. Soit H,, cette expression. Soit H,/ la méme expression quand
le pas de la subdivision décroit. Soit (H,—Hyn)(t1, .., tx) la différence de tels noyaux.
E[(H, — Hy/)(t1,..,t)?] pour un entier pair est la somme d’espérance d’intégrales
itérées avec les mémes temps gelés : les termes anticipatifs sont des polynémes de
degré r en les noyaux de F, — Fy,s, qui sont anticipatifs mais constants par morceaux.
Les termes non anticipatifs sont des polynomes en 7,7~! et les dérivée covariantes
du tenseur de courbure ([L3]). Nous convertissons les intégrales de Stratonovitch
en intégrales d’Itd. Si il y a r; temps & intégrer entre [tj,t;41] dans (H, — Hyr),
il reste aprés cette conversion au moins r;p/2 intégrales & manipuler entre ¢; et
tj+1 dans P'espérance. Nous intégrons par partie en v, pour le dernier temps u
ou une intégrale d’Ité apparait. Modulo les termes anticipatifs, c’est presque une
divergence, mais il y a une contribution du tenseur de Ricci qui apparait dans les
formules d’intégrations par parties de Bismut ([Ls]).

Pour surmonter cette difficulté, nous écrivons I’espace tangent sous la forme de
Bismut. Nous notons par D 'opération de différentiation covariante d’un champ de
vecteurs le long d’un chemin courbe. Un vecteur le long d’un chemin sous la forme
de Bismut est solution de :

(a.1) DX, = —-1/2Sx,ds + Tsh,ds

ot S est le tenseur de Ricci. De plus X; = 72(Ho + fot rB-1r,h,ds) et 72 = 1,0,
ou

(a.2) dO; = —1/277" Sr,0,dt

Cela nous montre qu’il y a une relation entre les champs de vecteurs écrits dans la
forme de Bismut et ceux écrits dans la forme de [J.L;] ([Ls]) : si F' est une fonction
C sur l'espace des chemins courbes, les noyaux de F écrits pour ’espace tangent
dans la forme de [J.L;] et dans la forme de Bismut sont reliés : si les premiers satisfont
aux conditions de Nualart-Pardoux, les seconds aussi et réciproquement. Leurs
familles de normes au sens de Nualart-Pardoux sont équivalentes. Cela provient du
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fait que les noyaux d’une solution d’équation différentielle stochastique satisfont aux
conditions de Nualart-Pardoux puisqu'ils sont donnés par des intégrales itérées. Ceci
se justifie de la maniére suivante : soit dy; g F" la dérivée d’ordre r au sens de Bismut.
Supposons par récurrence que ses dérivées covariantes au sens de [J.L;] satisfont aux
conditions de Nualart-Pardoux, le temps de la dérivée de Bismut inclus, et que ses
normes de Nualart-Pardoux soient estimées par les normes de Nualart-Pardoux au
sens de cet article. Utilisons la relation algébrique existante entre Vdy, p F et d'v"";,F
donnée par (a.1) et (a.2). Cela permet de conclure par induction.

Aprés avoir effectué au plus rp integrations par parties puisqu’il y a au plus
des produits de rp termes anticipatifs, nous trouvons que notre espérance est égale
a D'espérance d’intégrales itérées sans termes d’It6 anticipatifs et en les noyaux de
F,, — F, avec des contractions possibles pour les termes qui sont issus des formules
d’intégrations par parties : les deux genres de noyaux apparaissent. Nous augmentons
le nombre de dérivées par rp. Dans les intégrales itérées, il y a des termes non
anticipatifs en 7, 7, ,0¢, O;!, les dérivées covariantes du tenseur de Ricci et du
tenseur de courbure.

Il reste & passer & la limite : nous voyons que des demi-limites sur les diagonales
apparaissent quand nous passons a la limite. Pour passer & la limite, il y a deux
procédures dans 'intégrale approximée au lieu d’une comme dans [Lj] : m, est
la procédure d’espérance conditionnelle du noyau de F et x, est la procédure de
moyennisation. Soit Ker F' un noyau de F. Le noyau associé de F, est m,x, Ker F.
Nous avons :

(a.3) mpxnKerF —mpxpKer F = mp(xn — xn')Ker F + (7p — 7tps ) Ker F

mnKer F satisfait aux conditions de Nualart-Pardoux avec de meilleures constantes
que 'original Ker F'. Nous pouvons appliquer le lemme de Kolmogorov. Notons par
U le produit de deux fois la méme composante connexe du complémentaire des
diagonales dans le cube constitué par les paramétres. Nous avons :

-— ! !
| Bl te) | on] = BIRE, o) oal |

(a ) I sup (AR

pour un certain a > 0.

Les normes L? précédentes sont plus petites que les normes L? obtenues quand
nous ne prenons pas ’espérance conditionnelle. Nous avions obtenu une expression
polynomiale en les noyaux de F, — F},; nous la décomposons en une expression
polynomiale en (7, — mn)xnKer F et en (xn — xn')mnKer F. Le premier type de
termes tend vers zero uniformément dans tous les L? par utilisation du lemme de
Kolmogorov et de (a.4) quand n — oo et n’ — o0o. Cela est aussi vrai pour le second
terme. Cela nous montre que nous avons une suite de Cauchy dans les espaces de
Sobolev & la maniére de [Ls].

Si nous prenons la procédure de moyennisation, les expressions précédentes
convergent vers les intégrales de Stratonovitch obtenues quand nous faisons formel-
lement le changement d’espace tangent dii a la formule de Bismut ([Bi,]) :

(a.5) dh, = / 77 R(du, Xa )T 0o flat + hods
0



96

qui découle du fait que Vdy, s1a¢ = (V7;1)dy, + 7,1 Vdy, et que Vxdy, = 7, H 'ds
si X, = 7,H,. Mais E[k(sy,..,8,) | on] — k(31, .., $;) tend uniformément vers 0 dans
tous les L?, par application du lemme de Kolmogorov. Ainsi les expressions limites
sont les intégrales de Stratonovitch obtenues quand nous prenons des sommes de
Riemann sans conditionner.

¢

Le lemme suivant permet de démontrer complétement le théoréme.

LEMME A.2. : Soit F(s,t,u,3) une variable aléatoire qui vérifie les condi-
tlons de Nualart- Pardoux, les paramétres inclus. Alors I'intégrale de Stratonovitch
f < 1. F(s,t,u,35),dy, > satisfait aux conditions de Nualart-Pardoux.

PREUVE Puisque F(s,t,u, §) vérifie les conditions de Nualart- Pardoux, nous
pouvons appliquer la régle de dérivation suivant un paramétre. Ainsi il suffit pour
montrer notre propriété de prouver que les intégrales de Stratonovitch satisfont aux
conditions de Nualart-Pardoux sans avoir & considérer leurs dérivées. Ecrivons aprés
avoir appliqué le principe général du théoréme 1.2 :

t t
/ < 1 F(s,t,u,3),dvy > —/ <1, F(s',t'u,8"),dy, >=
Sig1 §ip
(a.6) =Z/ < 1o F(8,t,u,3),dvy > —/ < 1o F(s,t,u,3),dy, >
=) A

Nous avons divisé les intervalles d’intégration [s,?] et [s',#'] en petits intervalles
d’intégration comme dans (1.53), les 3; et les 3} étant les éléments de § intérieurs &
[s,?] (respectivement & [s',#']) et nous avons supposé qu'ils étaient rangés par ordre
croissant pour simplifier.

Il y a deux cas, comme dans ce qui suit (1.53), pour estimer la norme L? de A;.
Le premier est quand [3;,3;41] N [8},3},,] = 0. Nous intégrons par parties et nous
obtenons pour calculer E[A?] des intégrales de polynémes de degré p en les noyaux de
Bismut de F(s,t,u, 3) et de F(s',t',u, 3), et la longueur de chacune de ces intégrales
est au moins p/2. Les mémes contributions auxiliaires en le tenseur de courbure, le
tenseur de Ricci et le transport paralléle apparaissent. Nous obtenons dans ce cas une
estimation de la norme L? de A; en les termes des constantes de Nualart-Pardoux

de F de seconde espece (1.12) et en les termes de /| 841 — 3; |+ /| 81, — 8% | qui

est plus petite que /| 3}, — 3ip1 |+ /] 3 — 5 |.
()

Le deuxieme cas est quand Dintersection de [3;,3i41] et de [3]},3},,] est non
vide. Si nous intégrons la différence des noyaux sur lintersection des deux in-
tervalles, les conditions de Nualart-Pardoux en (s,t,u,3) et en (s',t,u,§') sont
globa.lement vérifiées. Nous obtenons aprés l'usage de formules d’mtegratxons par
parties adéquates une estimation de la norme L? de la différence d’intégrales
considérée en 30 \/]3; — 341 | + \/It—t’ | + /| s —s'| fois les constantes de
Nualart-Pardoux de F de la premiére espéce (1.11). Si nous intégrons en dehors
de l'intersection de ces deux intervalles, nous obtenons une borne en les termes de
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/| 841 — 8ix1 | ++/] 8, — 3i | et des constantes de Nualart-Pardoux de la deuxiéme
espéce (1.12) de F.
¢

Le lemme A.2 permet de démontrer le théoréme suivant aprés utilisation de la
formule de changement de variable de Bismut (a.5) :

THEOREME A.3 : Soit une forme de degré fini sur le modéle limite qui satisfait
aux conditions de Nualart-Pardoux. Alors elle satisfait aux conditions de Nualart-
Pardoux sur le modeéle courbe.

PREUVE : En effet ses noyaux courbes sont donnés en suivant les considérations
de la premiere partie par des intégrales de Stratonovitch itérées en ses noyaux plats.

%
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