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UN LIEN ENTRE RÉSEAUX DE NEURONES
ET SYSTÈMES DE PARTICULES:
UN MODELE DE RÉTINOTOPIE

C. KIPNIS~ , E. SAADA1

Résumé

Nous étudions un modèle stochastique de rétinotopie introduit par M. Cottrell
et J.C. Fort. Nous faisons une nouvelle démonstration qui généralise leurs résultats
sur la convergence de ce processus, grâce à des techniques de systèmes de particules.
Celles-ci fournissent également une méthode de simulation de la loi limite.

1. Introduction

L’algorithme de Kohonen (écrit en 1982, voir [10],[11]) modèle un processus
d’auto-organisation des liens neuronaux, la rétinotopie. Il s’agit de l’établissement
d’une bijection bicontinue entre des cellules de la rétine (représentée par (0, ... , n +
1 } 2 ) et du cortex (représenté par ~0,1~ 2 ) . Chaque cellule rétinienne est reliée à
plusieurs cellules corticales, les liens sont renforcés proportionnellement au produit
de l’intensité des stimuu reçus par la rétine, et de l’excitation des cellules corticales
(principe de Hebb). Les cellules corticales images de cellules rétiniennes voisines
deviennent elles-mêmes voisines dans ~0,1~2 (auto-organisation).

Toutefois, une étude rigoureuse de ce modèle historique est délicate en dimen-
sion supérieure à 1 (voir [1],[4],[9]). Nous nous intéressons donc ici à un algorithme
modifié proposé en 1986 par M. Cottrell et J.C. Fort ([3]), qui est à bords fixés, et
qui localise l’interaction (le prix en est malheureusement une perte du réalisme bi-
ologique). Dans [3], ce modèle est complètement analysé en dimension 1, et certains
résultats étendus en dimension 2.

Nous souhaitons illustrer par cet article l’intérêt de l’utilisation des techniques
de systèmes de particules (ici la dualité) pour l’analyse de réseaux à interaction ’

locale: dans la section 2, nous décrivons le modèle de Cottrell et Fort, puis nous
l’interprétons comme un système de particules, le processus de lissage. Celui-ci est
dual d’un processus de marches aléatoires couplées. Cette dualité fournit une nou-
velle démonstration de la convergence du processus initial, via le calcul des moments
de la variable limite, et permet une simulation plus rapide de cette dernière (section
3).

1 C.N.R.S., U.R.A. 1378, L.A.M.S. de l’Université de Rouen, U.F.R. de Sciences,
mathématiques, 76821 Mont-Saint-Aignan cédex.
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2. Le modèle et son interprétation comme système de particules.

Le processus de Markov (wt) étudié dans [3] a pour espace d’états ([O,l]d)S,
avec S = ~0, ..., n + 1}~, d E N* ; il est élément de l’espace des
fonctions càdlàg à valeurs dans (~0, muni de la filtration canonique (.~5, s > 0).
L’ensemble S est muni de la distance d(x, y) = - où x = (xl, ... , xd),
y = (yl, ... , Yd), et nous notons aS son bord. Les points voisins de x E S situés sur
~6’ (resp. sur forment l’ensemble V2(x) (resp. V1(x)):

vl (x) = v(x) n 

v2 (x) = v(x) n as.

Pour l’évolution, chaque point x E est muni d’une horloge exponentielle
de paramètre q(x) > 0, toutes les horloges étant indépendantes. Etant donné un
paramètre réel e, 0  e  1 /2d, lorsque l’horloge sonne en x ~ âS à l’instant t, wt
devient wf tel que

LVt(Y)
yEV(x)

wt (z) pour y E vl (x)
zEV(x)

03C9xt (u) = wt (u) sinon. (1)

Les valeurs au bord restent fixes: si x E wt (x) = wo (x) pour tout t > 0.
Il s’agit donc d’un algorithme à pas constant e, où q représente la loi des stimuli

sur S. Lorsque cette loi est uniforme (i.e. q(x) = 1 pour tout x E la con-

vergence de l’algorithme (p.s. si le pas est décroissant, en loi s’il est constant) avec
calcul des moyennes limites si â  2 et l’auto-organisation si d = 1 sont prouvés dans

[3]. Dans [15], ces résultats sont étendus si q est quelconque. Enfin, la convergence
p.s. à pas décroissant est démontrée dans [5] pour tout d. Nous proposons ici une
nouvelle démonstration du

Théorème 1. Pour toute configuration initiale wo e ([0, (wt) converge en loi
quand t tend vers l’infini, vers une v.a. Woo indépendante de {wo(x), x fi- âS~ et de
e.

Les systèmes de particules sont des processus de Markov à interaction locale,
pour lesquels sont mis en oeuvre des outils spécifiques (cf. [12],[7]). L’un d’eux est
la dualité :

Définition ([12]). , Soient (’lJt) et (t) deux processus de Markov d’espaces d’états
respectifs X et V, et soit ~) une fonction mesurable bornée sur X x Y. Les
processus (’lJt) et (t) sont duaux l’un de l’autre par rapport à H si, E"1 (resp. E()
désignant ia loi du processus (resp. (t) d’état initial q (resp. ~)

~) = ~t) pour tous q E X, ~ E Y.

Ainsi, l’analyse de (’lJt) se ramène à celle du processus auxiliaire ((t).
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Quel est le lien avec la rétinotopie? Il se trouve que l’évolution décrite ci-dessus
correspond à un système de particules introduit dans [14] (puis approfondi dans
[13],[12]), le processus de lissage . Ce dernier, que nous notons bien sûr (Wt), est
défini par son générateur infinitésimal

- ~ - (2)
xES

pour t 2 0, f mesurable par rapport au processus, avec la convention q(x) = 1 si
x E 95’, et où {Ax (u, v), u, v E S} est une famille de matrices positives sur S, et

_ _ (u E S, 1  i  d). ° (3)
vES

Ici, par les équations (1), ces matrices sont:
Pour x E 95B Ax est la matrice identité, et pour x E 

Ax(x, x) = 1 - 2de
Ax(x, y) = e si d(x, y) = 1

si d(x, y) =1, Y ~ aS (~)Ax (y, x) _ e si d(x, y) =1, y ~ as (4 )Ax(y, z) = c si y) = x) == 1, y ~ ~S, z ~ y
Ax (u, u) = 1 sinon.

Nous introduisons le processus auxiliaire (vt), dit processus de marches aléa-
toires couplées (voir là aussi [12],[13],[14]). C’est un processus de Markov de sauts
d’espace d’états où pour x E S, 1  i  d, vt (x) est le nombre de particules
au site x à l’instant t pour la coordonnée i. Il a pour générateur infinitésimal

_ ~ - (5)
xES

pour t > 0, f mesurable par rapport au processus et

_ 03C6k(x, y, v) (1  i  d, x, y E S) (6)

où les cpk (x, y, v) (1  l~  v2 (v), v E S) sont indépendantes; chaque cpk (x, y, v)
vaut 1 avec probabilité Ax(v, y) et 0 sinon, Ê est l’espérance par rapport aux cp~.

Ce processus décrit donc l’évolution de particules qui se déplacent sur S: quand
l’horloge sonne en x E (à l’instant t), de façon simultanée et indépendante, les
particules vt (u), ... , présentes au site u sautent au site v avec la probabilité
Ax (u, v). C’est-à-dire ici que chacune des particules vt (x) (i E {1, ... , d}) reste en
x avec probabilité 1 - 2de ou saute en y E V(x) avec probabilité s; pour y E Vl (x),
chacune des particules reste en y avec probabilité 1 - 2de, saute en x avec
probabilité ~ ou saute en z E V(x), z ~ y avec probabilité e. Le bord as est
absorbant: lorsqu’une particule l’atteint, elle ne bouge plus. De plus, le nombre
total de particules dans le système reste constant.

Ce processus va nous permettre d’étudier 
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Proposition 2. Les processus (Wt) et (vt sont en dualité: ils sont liés par la relation
d d

Il + - Evo Il ~~1.~.. (7)
yESi=1 y~S i=1

pour tous t > 0, a E 1~, wo E ([0, vo E où w _ (c~l, ... , c~d), v =
(vl, ... vd), (resp. EVo) est la loi du processus (resp. (vt)) de configuration
initiale Wo (resp. vo).
Démonstration.

Soient w E (~0, l~d)s, v E et H la fonction de dualité définie par

d

H(w, v) _ Il + (a 
y~S i=1

Alors, pour tout x E SIaS,
d

Ê[H(w, = E~1111(~ + 
yESi=1

d 

- Ê[03A0 Il 03A0 exp(03A303C6k(x, y, v) + par (6)

d 

- 03A003A0 Il (03A3 Ax(v, y)(l + 
vES i=1 k=l yES

d

_ Il + par (3)~ et car ~ Ax (v, y) =1
v~S i=1 yES

= H(Axw, v).

Par conséquent d’après (2) et (5),

v) = v)

et (7) s’obtient en intégrant, par passage du générateur au semi-groupé. o

Proposition 3. Pour toute configuration initiale vo, (vt) converge presque sûre-
ment vers qui est indépendant de e.

Démonstration.
Soit t > 0 fixé. Pour x E S, y E v E S, v # x,1  i  d, nous notons

le nombre de sauts de particules de v vers x sur la i-ème coordonnée lorsque
l’horloge sonne en y, entre 0 et t. Pour simplifier l’écriture, nous supposons q(y) =1
(sinon il suffit de remplacer Ay (., . ) par q ( y) Ay (., . ) ) Alors,

vt (x) - vô (x) _ ~ ~‘~y’v’x (t) - (t)~ (8)
y~SB~S
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d’où la martingale centrée (par rapport à 3it)

Û§ (~) ~ "l l’~) ~ "à (~) ~ £ (9)
y~SB~S
v#x

de processus croissant

 vi (z) > ~ = £ / t [Ay (v , z) v§ (v ) + Ay (z , v ) v§ (z)] ds
y~SB~S
v#x

(voir [2] pour les détails de calcul).
Si z e 85, (8) et (9) se simplifient en

"§ (~) ~ + £ (i°)
y~03BD1 (x)

veSN8S,v#x ,

° ~ "É(~) ~ £ £ "§ (11)
~~~ 

~

Par (10) , v§ (z) est croissant et majoré, donc converge p.s. Par (1 1) il en va de même
pour E"° [ j§ si z = y e Vi (z) ou z = v e Vi (y) , v # z.

Ensuite, lorsque z e S)85, comme v§(z) est borné, les convergences de

E"° [ j§ et de E"° [v§(z)] se démontrent par récurrence sur n = d(z, 85),
en passant aux espérances dans (9). La limite p.s. de v§ (z) est nulle car pour tout
z e S)85, E"° [ j)°° est fini.

Toutes les particules effectuent des marches aléatoires absorbées en 85, et la loi
de est indépendante de e, puisque ce paramètre n’apparaît que dans la vitesse
de déplacement des particules (cf. (8) et (9)) . La loi de découle de la résolution
du problème des moments (voir par exemple [6]): en prenant les espérances et en
passant à la limite dans les équations (9) pour tous les z e S, on obtient un système
d’équations linéaires en les E"° [ j)°° z e S)85. Il faut résoudre le sous-
système (de Cramer, cf. [8] p. 403) réduit aux z e S)85, puis substituer les solutions
dans les équations où z e 85 pour obtenir les premiers moments de On procède
de même pour les moments d’ordre supérieur, en appliquant la formule d’Itô pour
écrire les équations adéquates. Par exemple pour les seconds moments, pour t >
0, 1  1  d, z # y e S, on calcule les martingales centrées

Û§ (z,z) = (v§ (z) ) ~ - (vÉ (z) )~ - 2 £ / t Az (v, z)vl (z) vl (v)ds
z~SB~S

veSN8S,v#x

+ {x~SB~S}2 £ t0Az(x,v)(03BDis(x))2ds - £ t0 Az(v,x)03BDis(v)ds
"#" veSN8S,v#x
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t

_ {x~SB~S} Az(x,v)03BDis(x)ds (12)

t

i 
- ~ / °

t

+ {y~SB~S} b0 Az(y,v)03BDis(x)03BDis(y)ds
v~y

t

- ~ / Ax(v, 
z~SB~S

v~S=~S,v~x

+ {x~SB~S} £ t 
t 

Az(z,v)vl(z)vl(v)ds
v#x

t 

+ {y~SB~S} Az(y,x)03BDis(y)ds
t

+ {x~SB~S} Az(x, y)vs(x)ds. (13)

a

Démonstration du théorème 1.
Il se déduit des propositions 2 et 3. La relation (7) permet de calculer les

moments de c~~, d’où la loi limite. 
D

3. Applications: calcul de moments et simulations.

1. Nous explicitons tout d’abord comment les premiers et seconds moments de w~
découlent de la relation de dualité (’l) . Pour une configuration initiale wc et un site

~e E si ve ne comporte qu’une seule particule en xo sur la composante i, un

passage à la limite de (7) où a =1 donne

= E"° 03A0[1 + 03C9i0(y)]03BDi~(y) - 1, ° (I4)
’ 

yEas

Nous prendrons d = 2 pour les simulations, mais pour les calculs nous 
nous re-

streignons à d =1 (pour simplifier l’écriture) . Ainsi, (14) devient (puisque 
=

0, wo (n + 1) _ 1)

+ 1~ = p~°~v~(~) =1~~1 +~o(p)~ + 1) ~ 1~~1 + + 1)~
=1 + Ex° (v~ (n + I)) (15)

où signifient que vo n’a qu’une particule, en ~o.
Pour les seconds moments, nous prenons va composée de deux particules, et

nous passons à la limite dans (’T ) avec a ~ 1:
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* si x E 

+ ~~(x))2l - = 2}
+ + 1) = 2} + = voo(n + 1) =1}

et puisque

- 2} + + 1) = 2} + = v 00 (n + 1) - 1} = 1, ,

= + 1) = 2}
+ = + 1) =1} - (16)

* si x / y ~ 5’B95’,

+ + ~~(y))l = 2} + + 1) = 2~
+2px,y~v~(~) = v~(n+1) =1}

= + 1) - 2} + = voo(n + 1) -1}
- (17)

comme

= 03BD~(n + 1) =1} = + 1)]
(18)

+ 1) = 2} = + 1))2] - Ex,y[03BD~(0)03BD~(n + 1)]}

on conclut par le calcul des moments de 03BD~ (expliqué dans la démonstration de la
proposition 3).
Un exemple.

Nous traitons le cas (simple) d = 1, n = 2.
Les termes A1(1, o), A1(1, 2), A1(2,1), A1(2, o), Az(2,1), A2(2, 3), A2(1, 2), A2(1, 3)
valent e, les autres sont nuls (cf. (4)). Nous notons = 

p(j, k) - où i E ~l, 2}, 0  j, k  3. Pour les premiers
moments, le système linéaire déduit des équations (9) à résoudre est

(-4 2 ) ( ep(1 ) ) ( -vo (1 ) )2 -4 ~03C6(2) 
= 

-03BD0(2)
et il reste à substituer les solutions dans

vo(O) + + ~~P(2)
= vo(3) + + ~~P(2)

d’où

f E~[~(0)] = ~o(O) + ~[~o(l) + ~o(2)]
= vo(3) + 1 2 fvo(1) + vo(2)]
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Pour les seconds moments, la résolution (cf (12),(13)) du système linéaire

- 4 2 1 1 0 0 0 
2 -4 0 1 1 0 0 ~cp(o, 2)
0 0 -8 4 0 0 0 

0 0 2 -8 2 0 0 ~cp(1, 2)
0 0 0 4 -8 0 0 ep(2, 2)
0 0 1 1 0 -4 2 ~cp(l, 3) -

0 0 0 1 1 2 -4 ~cp(2, 3)
/ - + 

- vo(0)vo(2) + 
- (vo(1))2 - 2U2~P(1) + ~P(2)~

= -vo(1)vo(2) + 2~y(1) + SP(2)~ ]
- (vo(2))2 - + 2~P(2)~

- vo(1)vo(3) + 
B - vo(2)vo(3) + 

permet la substitution dans

=(vo(~))2 + + ~~P(2) + 2~cp(o,1) + 2)
=(vo(3))2 + + ~~P(2) + 2~cp(1, 3) + 2~~p(2, 3)

Ev° =vo(~)vo(3) + 1) + 2) + 3) + ~~P(2~ 3)

d’où

E~° v~ 0 2 = (vo(0))2 + 1 vo 1 2 + (~o(2))’ + + vo(2)]

+ + vo(0)vo(2) 

E"° v~ 3 2 = (~o(3))’ + ~[(~(1))’ + (~o(2))’ + vo 1 + ]

+ vo(2)vo(3) + vo(1)vo(3) 

vo(0)vo(3) + -[(vo(1))2 4 1 + va (2) )2 - vo(2)]

+ + + vo(1)vo(2)

+ vo(1)vo(3) + 

Finalement, en utilisant (15)-(18),

(w~ (1)] = (~~ (2)~ =1/2

E~’°((W~(1))2~ = EW°((c~~(2))2~ = 1/4.

2. Remarques.
* Dans [3], le calcul des premiers moments de la loi limite (effectué pour d = 1

et d = 2) se ramène à la résolution du même système linéaire qu’au dessus.
* Contrairement à ce que peut laisser croire l’exemple, Woo n’est pas détermin-

iste (sauf dans le cas trivial n = 1). En effet, si vo comporte N particules dont
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Xt , ~ ~ ~ , X N sont les positions respectives à l’instant t > 0, il est facile de voir

que la v.a. Woo est déterministe si et seulement si X~, ~ ~ ~ , X~ sont indépendantes.
Ceci est faux à cause du fort couplage des marches: Par exemple, lorsque l’horloge
sonne en x E deux particules situées en v2 E peuvent bouger
simultanément, ce qui empêche l’indépendance.

3. Simulations.
Par la relation (14), il suffit de laisser évoluer (vt) lorsque vo est réduite à une

seule particule située en xo E S sur la coordonnée 1  i  2 pour simuler les
premiers moments de Woo ( pour d = 2). D’après (5),(6), cette particule effectue une
marche aléatoire R absorbée au bord: lorsqu’elle est en x ~ 95’,

* Elle saute avec probabilité 2e en y E Vl (x) (ce qui correspond à la probabilité
6- si l’horloge sonne en x, plus e si l’horloge sonne en y).

* Elle saute avec probabilité 6’ en y E V2(x) (si l’horloge sonne en x).
* Elle saute avec probabilité 6; en z E S voisin d’un seul élément l de Vl (~) (si

l’horloge sonne en 1) .
* Elle saute avec probabilité 2e en z E voisin d’exactement deux éléments

l et m de VI (x) (e si l’horloge sonne en l, plus e si l’horloge sonne en m).
* Elle saute avec probabilité e en z E as voisin d’exactement deux éléments de

V (x), l E Vl (x), m E V2 (x) (si l’horloge sonne en 1).
* Elle reste en x avec la probabilité complémentaire.
Pour la simulation, comme la loi de c~~ est indépendante de e, on choisit c pour

que la probabilité qu’une particule située en y g as y reste soit aussi petite que
possible (soit e == 1/20).

Pour n = 10, à partir de la configuration initiale c~o (fig.l), nous avons ef-
fectué mi = 7000 simulations de (vt) pour calculer l’espérance dans (14) (fig.2).
Cette méthode est donc plus rapide que la méthode directe utilisée dans [3] : 20000
itérations étaient nécessaires dans ce cas, comme le montrent les figures 3 et 4,
reproduites avec l’autorisation de Biological Cybernetics (Springer-Verlag).

Enfin, dans les démonstrations de la section précédente, nous n’avons utilisé ni
que l’espace d’états de (Wt) était ([0, avec S = ~0, ..., n + ni un. type
spécifique de voisinages dans S. Un espace où W est un compact de Rd et S’
un réseau convexe de Rd convient. Par conséquent, dans la simulation suivante nous
prenons W = D(0,1) (le disque centré à l’origine de rayon 1 de R2), et

S’ _ {0,...,nr+1},l~{1,...,nt}}.

Dans ce cas, V(0) a nt éléments, en utilisant la distance naturelle sur S’ i.e.

d(x, y) =|kx-ky| + |lx-ly| où x = kx exp(ilx03C0 2(nt+1)),y=ky exp(ily03C0 2(nt+1)) ,

ce qui modifie les probabilités de transition de R autour de l’origine (cf. (4)). Pour
nr = 6, nt = 9, à partir de la configuration initiale c~o (fig.5), nous avons effectué
mi = 9000 simulations de (vt) pour obtenir les premiers moments de Woo (fig.6).
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