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1 Introduction.

1.1 Généralités, motivations.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé complet et G = (G;),, une filtration sur (2, A, P)
vérifiant les conditions habituelles. On identifiera deux processus indistinguables ainsi
qu’une martingale uniformément intégrable X avec sa variable terminale X,. Le point
de départ de ce travail est le

Théoréme 1 Soit L une fin d’ensemble prévisible, A la projection duale prévisible
du processus 1|1,co[. On suppose : 0 < L < oo presque sirement. Les quatre propriétés
suivantes sont satisfaites :
1) Pour toute martingale [continue a droite, limitée & gauche] uniformément intégra-
ble X

X =0 si et seulement si E [Xm | QZ] =0 L.

2) Pour tout processus prévisible Z tel que
/ |Z,] dA, < oo presque siirement,
10,00]

ona:
. 8. . .
Z1 %2 0 si et seulement si /

0,00!

[ Z,dA, = 0.

1 g7 est la tribu 0 {Z | Z prévisible}, Gy, est la tribu 0 {Zy, | Z optionnel}
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8) Les variables {X1- | X € L?(Goo)} sont denses dans L* (g,j) .
4) La famille des variables aléatoires

{ oo 22 40 | Z preévisible et Z € L (g;)}

est dense dans L? (g;) .

11 découle de la propriété 2) du théoréme 1 que pour Z prévisible tel que /] o] |1Z,| dA,
,00
est presque siirement finit?, I’égalité

(1) / Z,dA, = 0 presque siirement
10,00(
implique la propriété a priori plus forte :

(2) o Z,dA, = 0 presque sirement pour tout ¢.
X

On dira d’un processus croissant (ou plus généralement & variation bornée) [prévisible]
A pour lequel I'implication (1) = (2) est satisfaite, qu’il est de type injectif.

Une grande partie de ’article est consacrée a I’étude de cette propriété d’injectivi-
té. Elle est & rapprocher de la propriété d’injectivité de I’intégrale stochastique par
rapport & une martingale locale (M;),, i-e. :

si Z est un processus prévisible, vérifiant

3
2 — ~
E [(/lo,ool Z;d[M, M],) ] < oo et /[o’w[ Z,dM, = 0 presque siirement,

alors :

o0 Z,dM, = 0 presque silirement pour tout ¢.
X

On pourrait également rapprocher la propriété de densité 4) du théoréme 1 d’'un tra-
vail important, trés récent [DMSSS], ol est discutée la densité dans L? (Gr), pour

T temps d’arrét, des intégrales stochastiques /] om Z,dX,, par rapport & une semi-
martingale (vectorielle) donnée.

il

1.2 Une caractérisation de l’injectivité.

Rappelons tout d’abord que le support gauche Supp?(C) d’un processus & variation
finie C (prolongé a ]—o0, 0[ par 0) est ’ensemble

{TE[O,oo[;Ve>0, /] lldC,|>0}
7—e,T

2 L'intégrale / Z,dA, est aussi notée (Z - A),.
Jo.t)



314

des points de croissance & gauche de / 0. |dCs|. Supp?(C) est fermé pour la topologie

gauche (c’est le plus petit fermé gauche H tel que 1gc-C = 0) ; il est optionnel (resp.
prévisible) si C est lui-méme optionnel (resp. prévisible). Le support Supp(C) de C
est ’ensemble

{TE [0,00[ ; Ve > 0, /] |dCs|>0}

T—€,7+¢€]
des points de croissance de / |dCs| ; il coincide avec la fermeture (pour la topologie

usuelle) de Supp?(C) ; il est [seulement] optionnel si C est optionnel ou prévisible.
Supposons que C soit & variation localement intégrable et notons C(© (resp. C®)) sa
projection duale optionnelle (resp. prévisible) ; on a :

Supp?(C) < Supp®(C) C Supp?(CP).
Dans le cas continu, I'injectivité est une propriété du support gauche ; plus précisément
on ale

Théoréme 2 Soit C un processus continu, d variation finie, prévisible, nul en 0. C
a la propriété d’injectivité si et seulement si :
pour tout temps d’arrét S, ’ensemble

Supp? (C) N]S, o0
est évanescent ou n’a pas de section compléte par un temps d’arrét prévisible.
Une caractérisation compléte de la propriété d’injectivité est donnée par le

Théoréme 3 Soit C un processus d variation finie, prévisible, nul en 0.
C a la propriété d’injectivité si et seulement si il vérifie les deuz conditions suivantes

(@) pour tout temps d’arrét S, l’ensemble
Supp? (C) N8, oo

est évanescent ou n’a pas de section compléte par un temps d’arrét prévisible T tel
que Supp? (C) N ]S, T ne soit pas évanescent ;
(B) pour tout temps d’arrét prévisible S tel que ACs # 0 sur {S < oo},

1S, 00[ N {AC # 0}

est évanescent ou n’a pas de section compléte par un temps d’arrét prévisible.

1.3 Exemples

Outre les projections duales de fins d’ensembles prévisibles, des exemples concrets de
processus de type injectif sont donnés par le résultat suivant :

Théoréme 4 Soit u une mesure de Radon sur R, et (Lf),cp ;50 la famille bicontinue
des temps locauz du mouvement brownien réel. Le processus

Vo= [ Lindu(a) ;

a la propriété d’injectivité si, et seulement si, le support de p est d’intérieur vide.
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1.4 Plan de D’article.

Le reste de cet article est organisé comme suit :

- dans le paragraphe 2, on donne une nouvelle démonstration de la propriété 1) du
théoréme 1 ;

- dans le paragraphe 3, on étudie des relations entre projections duales et propriété
d’injectivité, ce qui nous permet, dans le paragraphe 4, de démontrer les théoremes 2
et &;

- dans le paragraphe 5, on donne plusieurs exemples, liés au mouvement brownien, de
processus injectifs ou non-injectifs ; on y démontre en particulier le théoréme 4 ;

- le paragraphe 6 est inspiré par la propriété de densité 4) du théoréme 1. On y étudie
des classes de variables aléatoires de L? (G,_) se représentant, ou ne se représentant

pas comme intégrales de la forme / [Z,, dA,.

10,00|
- Enfin, un appendice, composé de deux sections, apporte d’une part quelques complé-
ments sur les fermés gauches, et, d’autre part quelques précisions sur les équivalences
démontrées dans le paragraphe 3.

2 Démonstration de la propriété 1) du théoréme
1.

Une premiére démonstration est donnée en [AJKY]-théoréme 2, au prix d’un détour
un peu pénible, qui utilise les résultats d’un article antérieur [AMY]. La démonstration
directe donnée ici repose sur quelques lemmes élémentaires ayant leur intérét propre.

Lemme 5 Soit M une martingale locale, C un processus a variation finie, prévisible,
nul en 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i)yM_-C=0;

i) MC est une martingale locale ;

ii1) VZ préuvisible (localement borné), M (Z - C) est une martingale locale.

Démonstration. D’aprés la formule d’intégration par parties die & Yoeurp,
MC=M_-C+C_-M+[CM]=M_.C+C-M;

MC est une semimartingale spéciale, dont la partie martingale locale est C - M et la
partie a variation finie prévisible est M_ - C.

i) et 1) sont donc équivalentes ; de fagon évidente, iii) = 1) = i). Supposons d’autre
part M_-C =0 ; soit Z prévisible localemeént borné ; on a :

0=Z-(M_-C)=M_-(Z-C);
Pimplication i) = i), appliquée & Z - C & la place de C, donne #1) O

Lemme 6 Soit C un processus prévisible d variation finie nul en 0.

i) Soit V = {H - C | H prévisible localement borné} ; V est une algébre, stable par
composition par les fonctions f : R — R, de classe C*, avec f (0) = 0.

i1) Soit L la fin du support de C et E=o{V, |V €V, t >0} ;

{L >0} €&, >0y = Griiz>0) ; Eifr=0 est triviale.
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Démonstration. i) Pour H, K prévisibles localement bornés,
H- K. = H- ,dC, . L, dC,
(H-C), (K -C)= [ (H-O), KidC,+ [ (K-C),H.dC

et K(H-C)- + (K - C)H est prévisible localement borné.

Pour v & variation finie?, nul en 0, et f de classe C* avec f(0) = 0,

f(%) = f, (7& d’Ya + OZ (f (7& ('Ys—) - fl ('73) A’Ys)
o ,(f (%) + Laysey (L08200e2) — 17 (y,))) dy.

i) Quitte & remplacer C par 7 - C ol 7 est prévisible & valeurs dans {—1,1} et

o ]n, daC, = /] o |dCs| pour tout t, on peut supposer que C est croissant (ce qui ne
¢ ,t
change pas L ...). C étant constant aprés L,

/] o He 8 = f] oy 0

et la tribu £ est contenue dans G;_ ;

{L > 0} = {Csx > 0} € € et sur {L = 0}, toutes les variables de V sont identiquement
nulles.

Soit f, (z) = 2Arctg (nz), S temps d’arrét, a € R}, H = 1j500( ;

fa </]o,a1 H, dC‘) = fa ((C" - CS)+) o Yc.-cs>0} 5

en faisant tendre a vers l'infini, on obtient : {Co, > Cs} € € ;
or {Co >Cs} = {S < L} ; lafamille {{S < L} | S temps d’arrét} engendrant G;_
sur {L > 0}, le lemme 6 est acquis O

Lemme 7 Soit M une martingale uniformément intégrable et C un processus a varia-
tion finie, prévisible, nul en 0 ; soit L la fin du support [gauche] de C. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) MC est une martingale locale ;

i) sur {L >0}, E[M | GL-]=0.

3 De fagon plus générale, pour n € N*, F I R® — R localement lipschitzienne, nulle en
0, z1, ..., zn boréliennes [localement] bornées sur R, et b fonction croissante continue & droite,
nulle en 0, de mesure associée 8 = db,

t—F (/]o,q 2 (s) db.,...,/;wl zn (8) db.)

est & variation finie, continue & droite, nulle en 0, de mesure associée absolument continue par rapport
a f et & densité localement bornée sur R;.

Si v, ..., V() sont dans V, il en est donc de méme de F (V(),..., V(™) ; V est donc stable par
composition par les fonctions localement lipschitziennes nulles en 0.
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Démonstration. Plagons-nous sous la condition i) ; d’aprés le lemme 5, pour tout
processus H prévisible localement borné, M (H - C) est une martingale locale. On
reprend la démonstration du lemme 6 (avec les mémes notations) en supposant (ce
qui n’est pas une restriction) que C est croissant.

Mf, ((C, —Cs) +) est une martingale locale, uniformément intégrable, donc une mar-
tingale uniformément intégrable, nulle en 0, de variable terminale

Moo fn ((Coo - CS)+) )

on a donc :

E [Moo fa ((Coo - CS)+)] =0
et, par convergence dominée :
0=E[My; Co —Cs > 0] =E[M; S<L=E[E[Mys|G-];S<1I];
d’ot ).
Inversement, sous i), limitons nous & nouveau au cas ou C est croissant ; si H est

prévisible borné, a > 0 et si R est un temps d’arrét tel que sur {IMo| < a}, Cr et
M}, _ = sup, g | M| soient bornées, alors :

E [ HM,_ dcs; IMOI < a:' =k [Mm / H, dCa; IMol < 0]
]0,R) JO,R)

=E [E[Moo 1G] /M H,dC,; |Mo| < a] =0.

On en déduit facilement M_ - C = 0 et d’aprés le lemme 5, la condition i) ci-dessus
est satisfaite O

Lemme 8 Soit A un processus & variation localement intégrable, D sa projection
duale prévisible et M une martingale uniformément intégrable telle que M_-A = 0.
Soit A la fin du support de D ; on a

E[My | Gr-] =0 sur {X > 0}.

Démonstration. La projection duale prévisible de M_ - A est M_ - D ; il suffit d’ap-
pliquer les lemmes 5 et 70

Fin de la démonstration du théoréme 1-1).
Si L est une fin d’ensemble prévisible avec 0 < L < oo, la fin du support de A est L ;
en outre, pour Z prévisible,

Zp =0siet seulement si Z- A = 0.

Par suite, pour X martingale [continue & droite, limitée & gauche] uniformément in-
tégrable,
Xi-=0X_-A=0 "B °E[X, |G, ]=0D
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Remarques 9

1) Soit X une semi-martingale, C un processus a variation finie prévisible (nul en 0)
et, pour 7 > 0, A, la fin du support [gauche] de C 4, :

A, =sup{s < r|s € Supp’(C)}.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) X_-C =0 (ou X.= 0 sur Supp?(C)) ;
W) XC=C-X;
ii1) pour tout K prévisible borné, X (K -C) = (K -C)- X ;
iv) pour tout K prévisible borné, X, Ky, = /[ g Fh 8o

4]
L’équivalence de 1) et i) résulte de la formule d’intégration par parties :
XC=X_-C+C-X.

Le passage & #i) se fait comme au lemme 5. Sous iii), avec les notations de la
démonstration du lemme 7,

Xifa (G- Cs)y) = [ fa((Ca=C),) aXe,
ce qui donne quand n tend vers V'infini :
Xiliscay = /[0 . 1is<a,) dXu ;

le passage & la forme générale de iv) s’obtient par classe monotone. Le retour & i) se
fait en appliquant iv) & I'égalité H =C = C, O

2) Soit maintenant H un ensemble prévisible, fermé gauche ; et, pour ¢t > 0,
{=sup{s<t|se€H},

Lt = »/]0 4 1y (S) ds + 20<ssl l{l.<a€H}Aea-

y

L est un processus croissant, prévisible, nul en 0 et tel que :
H = Supp? (L) :

Par suite, si la semi-martingale X vérifie X_ = 0 sur H, elle vérifie X_ - £ = 0 et,
d’apres la remarque précédente : pour tout K prévisible borné,

X, K, = /l g X

On retrouve ainsi la formule de balayage gauche déja donnée dans la proposition 3 de
[AJKY]-(Appendice B).

3) Des compléments sur les fermés gauches sont donnés en appendice.
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3 Projections duales et injectivité. .

Nous allons montrer ci-dessous les propriétés 2 et 4 du théoréme 1. Il nous a toutefois
semblé intéressant de travailler d’abord avec une variable aléatoire positive 7 générale,
avant de considérer le cas d’une fin d’ensemble prévisible.

Lemme 10 Soit 7 une variable aléatoire positive, 5 (resp. B) la projection duale
optionnelle (resp. prévisible) du processus croissant ljpcr<.}-

1) Pour H processus optionnel tel quei* /] . [|H,| dfs < 00, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) H, =0 sur {0 <7 <o0};

i) H-B=0;

iti) (H - §), =0 ;

i’) (H-6),=0sur {0 <7 <o0};

iv) (H- ), + (H-B),_=0;

w) (H-B);+ (H-B)r-=0sur {0 <7 <00} ;

v) H, ((H~ﬁ)T + (H-ﬂ),_) <0 sur {0 <7< o0}

2) Pour K processus prévisible tel quet® /] . [|K,| dB, < 00, les propriétés suivantes

y

sont équivalentes :

i) K, =0sur {0<7<o0};

i) K-B=0;

i) (K-B), =0;

#i’) (K-B),=0sur {0 <7 <o0};
w)(K-B),+(K-B),_=0;
w’)(K-B),+(K-B),_=0sur{0<7<oo};
v) K, ((K.B),+(K-B),_) <0 sur {0 <7< o0}

Démonstration. 1) Par définition de 3, on a clairement i) < i) = 4ii) = 44i’) ; on
a en outre sur {0 < 7 < oo},

H.(H-f); = 3H, ((H-B), + (H - B),_) + 1H? (AB,)
si bien que #ii’) = v). Supposons maintenant v) satisfaite. Posons :
h=H, ((H-B),+(H-B),-) Locreory et C=H - §;
par hypothese,ona: h<0. Deplus,siC=H-fBona:
C’=(C+C.)-C

et C? est la projection duale optionnelle du processus hl{o<r<} qui est décroissant ;
C? est donc décroissant, nul en 0, donc nul, ce qui équivaut & 11). Comme on a aussi
i) = ) = iv’) = v), le point 1) est établi.

4Ceci nécessite |H,| < oo sur {0 < 7 < 00} .
5Ceci nécessite | K| < 0o sur {0 < T < 00} .
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2) s’établit de.fagcon analogue O

Si 7 est la fin d’un ensemble optionnel (resp. prévisible), 3 (resp. B) est constant aprés
7. On peut ainsi énoncer les trois corollaires suivants (on notera que les corollaires 12
et 14 sont des redites des propriétés 2) et 4) du théoreme 1) :

Corollaire 11 Soit L une fin d’ensemble optionnel et a la projection duale option-
nelle de 1jo<1<} ; pour H processus optionnel, tel que :

/ |Hy| de, < 00,
10,00(
il y a équivalence entre :
i) Hy =0 sur {0 < L < oo} ; ii) /]0 Hudory =05 i) /}0 Hudey =0

Corollaire 12 Soit L une fin d’ensemble prévisible et A la projection duale prévisible
de 1jo<r<) ; pour K processus prévisible, tel que :

Kl dAy < oo,

10,00(

il y a équivalence entre :
)KL =0 0<L< 1) K,dA, =0; i K.dA,=0.
i) K sur {0 < oo} ; i) /] o) 0 ; i) /] oeel

Lemme 13 Soit 7 une variable aléatoire positive, B la projection duale optionnelle
(resp. prévisible) de 1{o<,<;..

1) Pour tout a € [0,1],

1
l-a

etE [e“ﬁ‘”] <

E[e“ﬂ'|0<f<oo]§11a

2) Pour tout processus optionnel (resp. prévisible) H, et tout r € [1,00],

NGH] - B)ell, < 7 |

Démonstration (voir [DM]-chapitre 6 et plus particuliérement le théoréme 105).
Traitons le cas optionnel ; la démonstratiorr est analogue dans le cas prévisible.

1) Soit ¢ = P[0 < 7 < 00]. On notera que Af = ° (llflnlo,ool) est & valeurs dans
[0,1]. Soit T, =inf {t | B; > n} ; comme B est majoré par n+ 1 sur [0, T},], pour tout
a€[0,1],

H‘rl{0<‘r<oo} "’_ .

E{e°5';0<r<oo,7'_<_Tﬂ] 5c+]E[e“ﬂTn _1]
=c+E [a /]or | e df+ 3 or € (1-anB, - e‘uAﬁ.)]

Sc+aE[/IOT]e°ﬂ'dﬂ,] =c+a]E[e“ﬁ*;0<T<oo,T$T,.]
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d’ou : .

l1-a

Cc
—-a

E[e“ﬂ’;0<r<oo,‘rST,,]51 et]E[e“pT"]S

et, quand n — oo,

c 1
. < — < .
]E[expa,B,,0<T<oo] S1-a E[expaﬂw] =1_a

2) De méme, pour r > 1 et V processus croissant,
— r—1 T _yr _ r—1
W= r/]0,t] VoVt Z:0<ast (Va Vi-1i} AV’)
< r| vilay,
Jo¢)
Ainsi, soit H un processus optionnel borné et V = |H|- B. VZ est intégrable et :
E[V.]<rE V:—ldV,]=1‘EV:-lH,-;0<T<OO.
val<eB[f, [Vt 1) ]
11 suffit d’appliquer I'inégalité de Holder pour obtenir :
[ 15| ds,
10,00

inégalité se prolongeant, par limite monotone, & tout processus optionnel H O

< [Aicrcm],

Corollaire 14 Soit T une variable aléatoire positive, § (resp. B) la projection duale
optionnelle (resp. prévisible) de 1j0<,< ) ; d condition de se restreindre ¢ {0<7 <o}

{ o ]H,dﬂ, | H optionnel avecE[Hf; 0<7< oo] < oo}
est dense dans L*(G,) lorsque T est fin d’ensemble optionnel ;
{ o ]K, dB, | K prévisible avec E [Kf; 0<71< oo] < oo}

est dense dans L*(G,_) lorsque 7 est fin d’ensemble prévisible.

Démonstration. Traitons seulement le cas optionnel.
Soit W la fermeture dans L?(G,) de

{(H-B), | H optionnel, E [H31(0<,<,,°}] < oo},

et u € L2(G,) tel que ul{o<r<co} SOit orthogonal & W ; soit U un proé&sus optionnel
tel que -
u="U, sur {0<7<oo}.
On a en particulier :
0 =2E[U,(U-B),;0< 7<)

=E[U,((U-B),+(U.B),_)+U,2AB,;0<r<oo]
2
=E [(/10 [U,dB,) ] +E[U2AB,; 0< 1< oo ;

ainsi, / o IU, dB, = 0 et (corollaire 12) ul{ocrco) =0 O
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4 Une caractérisation de I'injectivité.

Venons-en & une étude précise de la notion d’injectivité définie dans Dintroductiont®.
Commengons par les constatations suivantes, ol C désigne un processus prévisible,
3 variation totale / ol |dC,| finie presque sirement, nul en 0 et ayant la propriété

y

dinjectivité.
$1) Pour Z prévisible tel que : Vt > 0, /l ] |Z| |dC,| < oo presque sirement, Z - C
0,t

a la propriété d’injectivité. En particulier,
d __ c __ _d
C —ZOGS.AC’,etC =C-C

sont injectifs.

#2) Soit ® une fonction localement lipschitzienne sur R, nulle en 0 ; on a :

o(z) = /0 " o(u) du
ol ¢ est borélienne localement bornée et

' ®(C,) - ®(Cs-
®(C) = /10 ] (I{AC.=0}¢(Cs) + 1{Ac.¢o)—(—d)’f-c%-—)) dc, ;

comme
/] o [lacim €+ 1acuso) 28220 dC,| < o0 ps.,
® (Coo) = 0 implique & (C) = 0.
Ainsi soit a > 0, U, V prévisibles tels que :

[ o QUL+ V2D 14Cl < 00

prenant ®(z) = (z —a), et remplagant C par (U =V) - C dans ce qui précéde, on
obtient :

(U-0C), < (V-C),, + a presque sirement = U-¢)<(V-C)+a.

#3) Notons P (G) la tribu prévisible sur Q x Ry et soit D un processus croissant,
borné, prévisible, équivalent & C ; vp est la-mesure sur (2 x Ry, P (G)) définie par :

vp(U)=E [ /) e dD,] .

Alors,
M_ = {M_ | M martingale bornée}

6Vu le corollaire 11, en remplagant prévisible par optionnel, on peut légitimement introduire une
notion analogue d’injectivité optionnelle. Nous n’avons pas cherché de caractérisation de I'injectivité
optionnelle. Notons toutefois que, dans le cas continu, elle coincide avec I'injectivité prévisible : si H
est optionnel, de projection prévisible PH, {PH # H} est & coupes (au plus) dénombrables, et n’est
donc pas chargé par les processus a variation finie, continus.
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est dense dans L?(vp).

2
Soit en effet Z prévisible avec / Z? dvp < oo. ( /] . []Z,| dD_.,) est intégrable et

comme
o Z;dDs| =E M,_Z,dD;|,
s f, 20 =5 n,
Z est orthogonal dans L?(vp) & M_ si et seulement si

Z,dD, = 0 presque sirement ;
10,00

D ayant la propriété d’injectivité, cette derniére condition impose Z - D = 0 et donc :
/ Z 2 dVD =0.

Ce résultat, appliqué a la projection duale prévisible A de 1jp<z<} ou L est fin
d’ensemble prévisible, donne le point §) du théoréme I (et achéve sa démonstration),
puisque

/ZduA=E[ZL;O<L<oo].

Proposition 15 Soit C un processus préuvisible, d variation finie, ayant la propriété
d’injectivité et Z un processus prévisible tel que :

120 1dC| < .
10,00]

1) Soit T le support de la loi de la variable aléatoire (Z -C),, ; le processus Z - C
est presque sirement a valeurs dans T' U {0}. Si C est continu, I est un intervalle
contenant 0.

2) Soit T un temps d’arrét et ' le support de la loi de (Z - C),, conditionnellement
d Gr ; on a presque sirement

T<t=(Z-C),el'ru{(Z-C);}.

Démonstration. 1) Soit plaloide (Z-C) ;

soit J un intervalle ouvert, borné, contenu dans le complémentaire de I' U {0}. Pour
toute fonction f de classe C* & support dans J, f((Z-C),) = 0 et (propriété §2)
ci-dessus), f ((Z - C)) = 0, d’otr le premier résultat. Si C est continu, supposons :

SuppuN]0,00[# 0@ et 30 < a < b, a ¢ Suppy, b € Suppy ;

soit n > O tel que: 0 < a—netla—mna+n[ C (Suppu)® ; il suffit de choisir une
fonction f de classe C? sur R, & support dans Ja — n,a + 7|, avec f(a) # 0 pour
contredire la propriété des valeurs intermédiaires vérifiée par la fonction continue

f(z-cC).
2) s’obtient de facon analogue O

On a aussi :
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Proposition 16 Soit C et D des processus prévisibles d variation finie, nuls en 0,
ayant la propriété d’injectivité. On suppose en outre D continu. Soit T un temps
d’arrét. Le processus A

t = Ay = Ciar + Li7<ty (D, — Dr)
a la propriété d’injectivité.
Démonstration. Soit Z prévisible avec

z,dc,/ Z,||dD,| < t/ Z,dA, = ; .
/JO,Tll [1dCs| + ]T,wll | |dD,| < oo & oo 2288 0 presque siirement

0!1 pose .
é = ZG dc, = _/ Z,dD,.
]OIJ ' ]J ,oo[

Pour tout € > 0, 1(]{[)6}% / Z,dD, = —1yg5¢) 5
17,00
le processus H = 1{|¢|>5}%Z 1y7,00[ €st prévisible et —1yj5) = (H - D) ;
D ayant la propriété d’injectivité, il résulte de la proposition 15-1) que ’on a presque
strement : |£| < € ; ainsi,
0= / Z,dD, = / Z, dC, presque siirement
T, 00( 10,7}
et, d’apres l'injectivité de C et D,

Z,dC, =0, 1 Z,dD;,=00
/]o.tAT] 0 Lr<sy /]T,t]

Remarques 17

1) Si D n’est pas supposé continu, le résultat précédent n’est plus vrai :

soit T un temps d’arrét fini, C un processus ayant la propriété d’injectivité, avec
P[Cr#0]#0; pour € > 0, T +¢ est un temps d’arrét prévisible et D = —Cr1[1.e,00(
a aussi la propriété d’injectivité. Néanmoins le processus W défini par

t = W, = Ciar + ly7<t) (Dy — Dr)

vérifie
W £0, /}0

2) Soit (Tn)n>1 la suite croissante des temps de sauts d’un G-processus de Poisson N ;
pour tout n > 1, t — inf(¢, T,,) a la propriété d’injectivité ; d’autre part, le processus
déterministe ¢ — ¢ n’est bien sir pas injectif ; la propriété d’injectivité ne se localise
donc pas.

[IdWsl < ooet Wy =0.

»

Proposition 18

Soit C un processus prévisible d variation finie nul en 0, S un temps d’arrét avec
P[S < 00] > 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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i) Il eziste un temps d’arrét prévisible T > S tel que :
S < T < oosur {S< oo} et [T)C Supp? (C).

i) Il eziste un processus prévisible H tel que

/]S HL| [4C.| =1 sur {8 < oo}

Démonstration. Sous la condition ) on peut supposer C croissant ; soit (7,) une suite
de temps d’arrét minorés par S, annongant T sur {S < oo} ;
sur {S < oo}, pour tout n, Cr — C-, est strictement positif ; soit donc (u,) une suite
de réels strictement positifs avec :

VneN, P[Cr—C,, Su,|S<o00] <277

d’aprés le lemme de Borel-Cantelli,

limsup, X (Cr — C,,) > 1 presque siirement sur {S < oo} ;
la suite de réels positifs (c,) = (ﬁ) vérifie donc

{S<oo}c{¥ en(Cr-Cr,) =00}

Soit
1 .
K= Enzl Cnl]-r,.,T[ + I{ACT>0)A_C':(~1ln et T = mf{t >S5 | (K . C)t > 1} 5

T est un temps d’arrét prévisible ; sur {S < oo}, on a aussi :
T<oo, (K-C),_<1,

(K-C),<oosit<Tour=TetACr=0;
il suffit de prendre

1-(K- C),_) I

H= Klls‘,[ + 1(r=T, ACT>0} ( AC

pour obtenir ii). Inversement si 1) est vérifiée,

T= inf{t > 5| /]S"q |H,| |dC.| > %}

est un temps d’arrét prévisible, fini sur {S < oo}.
[T'] est contenu dans Supp? (C), d’ot i) O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le

Théoréme 2 Soit C un processus continu, prévisible, & variation finie, nul en 0.
C n'est pas de type injectif si et seulement si il existe un temps d’arrét S tel que
l’ensemble _

: ]S, oo[ N Supp? (C)
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n’est pas évanescent et admet une section compléte par un temps d’arrét prévisible.

Démonstration.
1) Si C n’a pas la propriété d’injectivité , il existe un processus prévisible Z avec

Zg| |dCs| < o0, Z2,dC;=0et D=2 ;
/]o,w[‘ | |dCy| < 00 /10,,,[ e C#0

d’aprés le théoréme de section [prévisible], il existe un temps d’arrét S [prévisible] tel
que :
P[S < o0 > 0 et Dg# 0 sur {S < oo}.

Sur {S < oo},
1

_ 1
1=__/ z,dc,s—/ Z,||dCy| ;
Dg J)5,00] | Ds| ]S-ooll 14|

d’apres la proposition 18, il existe un temps d’arrét prévisible T tel que
S<T<oosur {S< oo} et [T] C Supp’ (D) C Supp? (C).

2) Inversement, supposons qu'’il existe un temps d’arrét S, tel que |.S, oo[ N Supp? (C)
ne soit pas évanescent et qu'il en existe une section compléte par un temps d’arrét
prévisible T' ; d’aprés la proposition 18, il existe un processus prévisible Z avec

Z,| |1dCs , Z,dC, =1 S < ;
/m| I |<oo/]m C, =1sur {S < o0}

d’apres la proposition 15, C n’est pas de type injectif O

Proposition 19

Soit C un processus prévisible ¢ variation finie nul en 0, S un temps d’arrét avec
P[S < oo] > 0. S’il existe un temps d’arrét prévisible T > S tel que :

S < T < oo sur {S < oo}, [T] C Supp? (C)
et 1S, T[N Supp? (C) non évanescent,

il eziste un processus prévisible Z tel que

Z,| 1dCs| < o0, Z,dC;=0etP Z,s| |dCs| #0] >0
[oizdcd <o, [ k[ 12| 1#9]

(en particulier, C n'est pas de type injectif ).

Démonstration. Soit (7,) une suite de temps d’arrét minorés par S, annongant T sur
{S < oo} ; dire que ]S, T[N Supp? (C) est non évanescent revient a dire :

P [/m[ dC,| # o] > 0.

En particulier, il existe m € N et a > 0 vérifiant :

P [ /] o 1dC,| > oz] > 0.
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Comme dans la démonstration de la proposition 18, on établit I’existence d’un pro-
cessus prévisible J tel que

/ |, [dC,| = 1 sur {S < oo}
Jrm, T

Soit £ le processus

1
= A 1 s<m dc; / Lirn<s Js dCy| ;
b= ([, o) M)+ [ Tewcasry ] 1O

onafoo?_1sur{S<oo}et;]l"[%<§,m<1]>0;sif&stunefonc‘ciondeclasseC1

sur R, telle que {f # 0} soit I'intervalle ]%, 1[, le processus & variation bornée f (£)
est de la forme Z - C pour un processus prévisible Z, dont on vérifie immédiatement
qu'il vérifie les conclusions énoncées O

Corollaire 20 Soit C un processus prévisible & variation finie, nul en 0 ; une condi-
tion nécessaire pour que C ait la propriété d’injectivité est que tout ouvert aléatoire
prévisible contenu dans Supp (C) soit évanescenti’.

Démonstration. On peut supposer C croissant ; soit a > 0 et U un ouvert aléatoire
prévisible contenu dans Supp (C) N [0, a] ; supposons U non évanescent. Il existe un
temps d’arrét prévisible S avec

P[S<o]>0et [S]CU;
soit 7 le temps d’arrét 7 = inf {t > S |t ¢ U} ; sur {S < oo}, 7 est fini, 7 ¢ U (7

est donc prévisible), 7 € Supp (C) et Supp? (C) N]S,7[ =18, 7| est non évanescent. Il
suffit d’appliquer la proposition 19 pour conclure O

Lemme 21 Soit D un processus a variation finie, prévisible, nul en 0, tel que :

st < P Doo = 0, P dD

/lo’m” | < oo [/;o,w[' ,|>o];eo
et {AD # 0} C {D=0}.

1l existe des temps d’arrét S et T tels que :

P[S<o0]>0, Test prévisible ;
sur {S < oo}, S<T <oo, T € Supp? (D),

D est continu sur ]S, T, et /]s [|dD_,| >0
T

7 Cela ne signifie pas que Supp(C) soit d’intérieur vide : si T est le premier temps de saut d’un
processus de Poisson, t — t AT est prévisible, injectif, de support [0,T].
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Démonstration. Notons tout de suite que I'on a :
D2=2/ D,-dD, +[D,D =2/ _dD¢ — D, D), .
t 10,4 8 + [ ]t ]O,t] D-’ s [ vD]t

En particulier, D¢ n’est pas nul (i.e. D n’est pas de saut pur). En outre, D, # 0
implique : pour ¢ fixé, D est continu en ¢.
Soit @ > 0 avec {|D| > a} non évanescent et

S =inf{t >0]|D| >a}.

Plagons nous dorénavant sur {S < 0o} (qui est de probabilité non nulle). Par conti-
nuité & droite de D, |Ds| > a tandis que |Ds_| < a ; en fait, D est continu en S et
|Ds| = a. Soit alors

T =inf{t >S5 ||Di| < }a}.
Comme |Doo| =0, 0na S < T < oo et T €Supp? (D) ;

D est continu sur ]S, T[ ; |Dr| = } |al 1{aprs0) ; T est prévisible.

En outre, / s |dDg| #0 :
en effet, par définition de S, Ve > 0, 3r €]5,S +¢[, |Dr| > a, soit :

0<(D2-D3%) =2 /] . De-dD: = [D, D), +(D, Dls

=2 D, dD¢sir<TO
1Sr]

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le
Théoréme 3 Soit C un processus prévisible, & variation finie, nul en 0. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
1) C n'est pas de type injectif ;
2) C vérifie l'une des deuz propriétés :
() il eziste un temps d’arrét S tel que l’ensemble
]S, 0o[ N Supp? (C)
n'est pas évanescent et admet une section compléte par un temps d’arrét prévisible T
tel que )S, T[N Supp? (C) ne soit pas évanescent ;

(—B) il eziste un temps d’arrét prévisible S tel que ACs # 0 sur {S < oo} et que
l’ensemble

15, 00[ N {AC # 0}
n'est pas évanescent et a une section compléte par un temps d’arrét prévisible.

Démonstration. 1) D’aprés la proposition 18, si C vérifie (—a), il n’est pas de type
injectif. De méme, si C vérifie (—f), il existe des temps d’arrét prévisibles S et T avec

S<T < oo, ACs#0, ACr #0sur {S < oo} ;
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AC N
soit Z le processus prévisible Z = 1) — ——SI[T] ; on a immédiatement :

ACr

Z,||dC,| = 2|ACs|, Z,dCy =0et Z,||dC,| = |ACs],
Jou/Z18C = 210051, [ et [, 1Z11dC = 1aCH

et C ne vérifie pas la propriété d’injectivité.

2) Inversement, si C n’a pas la propriété d’injectivité, il existe un processus prévisible
Z avec
/ |1Z,] |dC,| < oo, / Z,dC,=0et D=Z-C #0.
10,00 10,00(

Soit D = Z - C ; d’apreés le théoréme de section [prévisible], il existe un temps d’arrét
S [prévisible] tel que :

P[S < oo] >0et Ds# 0sur {S < oo}.

Sur {S < o0},
1

- 1
l=— ZydCs £ —— Z,||dCy| .
Ds ./]S,oo[ IDSI ./]S,oo[ I I I l

D’aprés la proposition 18, il existe un temps d’arrét prévisible T tel que
S <T <oosur {S < oo} et [T] C Supp?® (D) C Supp? (C) ;

> Si ]S, T[N Supp? (C) n’est pas évanescent, C vérifie la condition (—a).

> Sinon ]S, T[N Supp? (C) est évanescent, T est un temps de saut de D (et donc de
C).

- Si {AD # 0} C {D =0}, il résulte du lemme 21 que C vérifie (-a).

- Sinon, {AD # 0, D # 0} est non évanescent et on peut choisir le temps d’arrét S
tel que
D57é0, ADs#OSUI‘ {S<OO}

D (ou C) vérifie alors la condition (~8) O

Remarques 22

Soit H un fermé gauche prévisible. H est le support gauche d’un processus croissant
prévisible ne vérifiant pas la propriété d’injectivité si et seulement si il existe des
temps d’arrét prévisibles S et T' avec P[S < 0o] > 0 et, sur {S < oo},

S<T<oo,SeH TeH.

La condition est manifestement suffisante (prendre 1is,00[ — 1{T,00[)- Inversement, soit
D un processus & variation finie, prévisible, nul en 0, tel que :

d ] ) = ’P )
/]0,00[|Dl<oo D=0 [/lo,w['dD"”J’éo

{D # 0} N Supp? (D) est non évanescent ; il existe donc un temps d’arrét prévisible
S avec
P[S < oo] > 0et Ds #0, S € Supp? (D) sur {S < oo} ;
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la proposition 18 fournit T' O

D’aprés le théoréme 3, si C est un processus croissant, prévisible, nul en 0, de type
injectif, tout processus croissant continu 7 tel que

Supp? (7) C Supp’ (C)
est encore de type injectif. On a I’amélioration suivante :
Théoréme 23 SoitY un processus prévisible d variation finie et T une fin d’ensemble
prévisible ; soit B la projection duale prévisible de 1j<-<) et X le début de Supp’ (B)
; supposons que sur {0 < 7 < oo},
Y, =0 et Supp? (Y) N\, 00 C Supp? (B).
Alors, sur {0 < 7 < 00}, on a presque sirement :

VE> A Y =0.

En conséquence, si 0 < T < 0o presque sirement, tout processus préuvisible d variation
finie, dont le support est contenu dans Supp? (B) a la propriété d’injectivité.

Démonstration. 1) Y, =0sur {0 < 7 < oo} équivaut aY - B=0;
ainsi, pour Z prévisible, on a :

0=(2Y)-B=Yx(Z-B)-((2-B)_-Y)

et finalement,
((z-B)_-Y) =0sur {0<7<oo}.

Comme dans la démonstration du lemme 6, on obtient aussi :
VZ prévisible, /]0,1'] 1{(2,3)')0} dY, =0sur {0 <7 <oo}.
Comme Supp® (Y) C ]0, 7], on a aussi, pour tout Z prévisible,
/]0,00[1{(2'8)">0} dY, =0sur {0 <7< o0}.
2) Soit S un temps d’arrét prévisible et Z = 1;g] ;
(Z-B)_=ABsls, et {(Z-B)_>0}={ABs>0}n]S,00;
ainsi,
Ys =0sur {ABs>0,0<7 < 00}.

Soit M la martingale de variable terminale Mo = lo<r<eo ; 1€ processus Y 1(ap>o} M_,
qui est la projection prévisible deY 1{ap>0)1{o<r<oo}, €st donc évanescent ; en parti-
culier sur {0 < 7 < oo}, puisque M_ ne s’annule pas, on a :

Y =0sur {AB > 0}.
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3) Soit R un temps d’arrét avec R > A et H = Ljp o ;
(H-B),_ = (B:- — Br) l{r<t} ;
sié,=inf{t>r|B;> B,},ona
{(#-B)_ >0} =18g,00 ;
plagons nous sur {0 < 7 < oo} ; par 1), on a: Y5, =0; de plus,
|R, 6r[ N Supp? (B) = 0 = Y est constant sur [R,dg] ;

enfin, soit 6 ¢ Supp? (B), ou ég est un temps de saut de B ;
compte tenu de 2), dans les deux cas Y = 0 sur [R, ég) et

Yg = 0 presque sfirement sur {0 < 7 < 0o} .

4) Ainsi, par projection optionnelle, Y'1j) oofM = 0. Sur {0 < 7 < 00}, puisque M ne
s’annule pas, on a Ylp =0 O
On a une réciproque partielle du corollaire 20 dans le cas saturé, propriété dont il

n’est pas inutile de rappeler la définition (pour une étude approfondie, voir [AY1] ou
[AMY]) :

Définition 24 Un fermé optionnel M est saturé si : VR temps d’arrét,

sur {R<oo, R¢ M}, PIMN]R,0[#0|Gr] < 1.

4

Proposition 25 Soit I' un processus prévisible, d variation finie, nul en 0. On sup-
pose que son support est saturé. I' a la propriété d’injectivité si et seulement si les
ouverts prévisibles contenus dans Supp (I') sont évanescents.

Démonstration. D’apreés le corollaire 20, il suffit d’établir que si I' n’est pas de type
injectif, H = Supp (I") contient un ouvert prévisible, non évanescent. Or, si I" n’est
pas de type injectif, il existe un processus prévisible Z avec

/IOOO(]Z,I ldT,| < 00, D= Z -T # 0 et D = Dy = 0.

Si S est un temps d’arrét prévisible tel que P[S < oo] > 0 et Dg # 0 sur {S < o0}, il
existe un temps d’arrét prévisible T" avec

S<T<ooetTeSupp® (D) C Hsur {S<oo}.

[S, T[N H® est évanescent ; sinon, il existerait un temps d’arrét R avec
P[R<oo]>0et,sur {R<oo}, S<R<T,R¢H;
on aurait ainsi :
P[R<o] =P[S<R<T, R¢H|
=P[S<R<T,R¢H, TeH|
P[R < o0].

conditionnement
par rapport & r
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Par suite,
H2[S5T)2]S,T],

qui est un ouvert prévisible non évanescent O

Par ailleurs, on a le résultat suivant qui compléte la proposition 16 :

Proposition 26 Soit L une fin d’ensemble prévisible, presque sirement finie et telle
que
VR temps d’arrét prévisible, P[L = R > 0] = 0.

Soit A la projection duale prévisible de 1{o<1<) (A est continu). Soit W un processus
prévisible, & variation finie, nul en 0, et tel que

Supp? (W) C]0,L].
Si W est de type injectif, W + A est aussi de type injectif.

Démonstration. Soit Z = ° (110,1,])- Pour tout temps d’arrét S, sur {S < oo} la loi de
Ao — Ag conditionnellement & Gg est

(1- Zs) bo + Zsl(bo}e_tdt

(voir [A] ou [J]-proposition 3.28). Supposons que Y = W + A n’ait pas la propriété
d’injectivité. Appliquons le théoreme 3. A étant continu, AY = AW ; si la condition
(—B) est vérifiée, W n’est pas injectif. Sinon la condition (—a) est vérifiée et il existe
un temps d’arrét S tel que Supp? (Y') N ]S, 0o soit non évanescent et ait une section
compléte par un temps d’arrét prévisible T avec

Supp? (Y) N]S, T[ non évanescent.
Sur {S < oo}, on a donc :

>S<T<LetT e Supp?(Y);

> Zr =1 et A, — Ar est indépendant de Gr, de loi exponentielle de parametre 1, i.e.
Vp >0, B [ePUx—dn) | g] = L

> Zs=1et Ao — Ag est indépendant de Gs, de loi exponentielle de parametre 1, i.e.
Vp>0, E [e_"(A‘”_AS) | Qs] = p-%

Par suite, sur {S < oo}, Vp >0,

=E [e-p(Am-As) | Qs] =E [E [e—‘P(Aoo—AT)e-P(AT"AS) | gT] | gs]

= p_.%]E [C—P(AT‘AS) | gs] ,

1
1
soit :
P[AT—A5=0|S<00]=1,
si bien que T' € Supp? (W) et
Supp? (W) N]S,T[ = Supp? (Y) N]S, T est non évanescent.

Toujours d’apres le théoréme 8, W n’a pas la propriété d’injectivité O
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5 Exemples.

Nous donnons maintenant des exempl%"’éoncrets”. Dans tout ce paragraphe X est
un G-mouvement brownien nul en 0 ; (Lf) ,)cr, xr €st 1a famille bicontinue de ses
temps locaux ; pour y € R,

T, =inf{t| X. =y}
La projection duale prévisible du processus croissant 1jg o[ ol
g=sup{t<1|X,=0},
est
A
- ./2 0
A=4Z /0 S dL.

Ainsi, (A¢),5, et par conséquent (par absolue continuité) (L, ),», sont de type injectif.
Plus généralement,

Proposition 27 Soit 0 < a < b; C = L%, et D = 15 (Lf\‘; - Lf“) ont la
propriété d’injectivité, de méme que C + D.
Démonstration. Soit pour 0 < a < b, v, =sup{s <b| X, = X,};

la projection duale prévisible de 1[,,“ oo est

tAb
t=lpeny2 [ A dl;

les injectivités annoncées résultent de la proposition 16. On notera que C + D a pour
support
{te0,q] | X, =0} U{t €]a,b] | X, = X,}

et que la connaissance de la fin du support de C + D (soit -,3) ne peut fournir de
renseignements que sur {t € ]Ja,b] | X; = X,} O

On peut se demander quelles sont les fonctionnelles additives continues, & variation
bornée, du mouvement brownien qui, arrétées en t = 1, sont de type injectif. On a la
réponse suivante :

Théoréme 4 Soit u une mesure de Radon sur R et

Vo= [ Lindu(o) ;

V a la propriété d’injectivité si et seulement si le support de pu est d’intérieur vide.

Démonstration. Soit F le support de la mesure u (supposée non nulle) ;
Supp (V) = {t € [0,1], X; € F} ;

Supp (V) est saturé : soit R un temps d’arrét et Ju,v[ une composante connexe de
F¢. Sur I'ensemble {R < 00, u < Xg < v},on a:

P[3g€]R,1], X, € F|Gr)<P[3g€]R,1], X, ¢ Ju,v[| Gr] < 1
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si bien que :

P(3g €]R,1], X, € F|Gg] <lsur {R< oo, Xgr ¢ F}.
Si X est la filtration (diment complétée) engendrée par X, les tribus X-prévisible et
X-optionnelle coincident ; I'intérieur J de Supp (V') est donc X-prévisible et par suite
G-prévisible ; d’aprés la proposition 25, V a la propriété d’injectivité si et seulement
si J est évanescent. Soit F' l'intérieur de F ; comme

J2{telo,1[, X, € F},
si J est évanescent on a, par exemple, P [X 1 € F‘] =0, soit F' = 0.
Inversement, si J n'est pas évanescent, soit R un temps d’arrét tel que :
P[R<1]>0et Re Jsur {R<1};

soit R' =inf{t > R |t ¢ J} ; on a presque sirement sur {R < 1},

R=inf{t>R|X;> Xg}=inf{t>R| X, < Xg} <R
et, par continuité de X, F contient l'intervalle (non vide)

]infRSKR’ Xt,SUPpicpr Xt[ 0
Pour z € |-, 1], ﬁvf/\n est la projection duale prévisible de 1{o<, <} Ot
Y.=sup{t<T | X, =z}.

C’est donc un processus de type injectif, porté par I’ensemble fermé, non saturé
{t<Ty| X; =z} (son saturé est {t < T} | X; < z}).

Proposition 28 Soit v une mesure de Radon positive sur |—oo, 1] et

K! = [ Lig v (@)

1) Si v est une mesure & support fini, K¥ est de type injectif.

2) S’il existe une suite (ay) strictement croissante dans Supp(v), K¥ n'est pas de type
injectif.

8) Si Supp(v) = (bn),cn 0t (bn) est une suite décroissante (strictement) dans ]—oo0, 1|,
K" a la propriété d’injectivité.

Démonstration. 1) a <b < 1=> 4, <1 ; on déduit de la proposition 26 que

b
t— Lg/\Tl + LU\T]

est de type injectif ; si v est une mesure & support fini ag < a; < ... < ap, < 1, on
montre par récurrence - puisque Supp? (z
méme de K*.

0<i<n Lir,) € [0,%.,) - qu'il en est de
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2) Supposons qu'’il existe une suite (a,) strictement croissante dans Supp(v) et soit
G0 = SUP,, @y ; sur {To, < T1}

vneN, Ly - LT, >0

et il existe une suite (u,) de réels positifs avec 3, u, (L}:N - L‘,ﬂ:o) 00 ;

R=inf{s>To | Y oun (Li" - LE) 21}
est tel que le processus
l{Tu°<T1} ano Un (L‘;',\'R - L;‘:o)

n’a pas la propriété d’injectivité. D’apres le théoreme 2, K n’a pas non plus la pro-
priété d’injectivité.

8) Supposons enfin : Supp(v) = (ba),cx Ol (bn) est une suite décroissantet? (stricte-
ment) dans ]—o0,1[. Si K¥ n’était pas injectif, il existerait des temps d’arrét S et T
tels que P[S < oo] > 0 et,

sur {S<oo},S<T<T, T e Supp? (KY).
Toujours sur {S < oo} on a
Xre{b,|neN} etT <y =sup{t<Ti|X;=bo} ;

la projection duale prévisible de 1 {wos} est ﬁl’:})\ﬂ et, comme dans la démons-
tration de la proposition 26, on obtient :

S, T) N Supp? (L*) = 0.
La condition : T' € Supp? (K*) a pour conséquence :

P[S < 00, X1 = bg] = 0.
Par récurrence, on a : Vn, P[S < 0o, Xr=b,]=0...!

Ainsi, K" a la propriété d’injectivité O

Proposition 29 Soit v une mesure de Radon positive sur R ; on suppose qu’il existe
deuz suites (a,) et (bn) de réels de Supp(v), (an) étant strictement croissante et (b,)
strictement décroissante, de limites respectives ao €t by Vérifiant be < 0 < G-

t— [ Liv,_a,, v (@)

ne vérifie pas la propriété d’injectivité.

8 Le cas inf, b, = —00 n’est pas exclu.
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Démonstration. Soit en effet pour y, T € ]buo, @uo|, avec y < 0 < z,
'y;j;'b“ =sup{t < T, AT | X: € {z,9}};
la surmartingale d’équilibre associée & 7‘;7;"’“’ est ¢ (XMT,,,, ,\wa) ou

U — beo Qoo — U
¢(u) = l{uSy}'y—:'i):; + 1{y<u5=} + I(J:Su} G —1T 3

la projection duale prévisible de 1 {o<reg s} est donc le processus :

1 1
t— —— ¥ 1 s .
-5 (4 = bog) "\ TeceATocs + 2 (@o0 — 7) N ToooAToos

En particulier, pour tout n € N tel que b, < 0 < a,

P R S Y Py e S

suit une loi exponentielle de parameétre 1 et est presque stirement strictement positive.
Il existe donc des suites (u,) et (v,) de réels positifs avec

Zn u,,L‘:}'.;& Ay, + zn W LE _ar, = 00
Le temps d’arrét R défini par
R=inf{t|Y uLi"+Y vali">1}
est majoré par T, ATy et
t—Y uLiRg+Y. unlitg

n’est pas de type injectif. Le théoréeme 2 permet & nouveau de conclure O

Corollaire 30 La somme de deuz processus de type injectif n'est pas nécessairement
un processus de type injectif.

Démonstration. Avec les notations de la proposition 29, le processus
b"
t— Zn unLMR -+ Zn vﬂL't’/’\‘R

n’a pas la propriété d’injectivité, contrairement (appliquer la proposition 28-3)) aux
processus
t—Y ulinp et t— Y wlig, O
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6 Représentations de variables aléatoires.

Revenons sur les propriétés de densité §) et 4) du théoréme I : dans tout le para-
graphe, L est fin d’un ensemble prévisible, telle que P[0 < L <oo] = 1; Aest la
projection duale prévisible de 1jo<1<.}. Comparons d’abord les deux sous-ensembles
denses dans L? (G.-)

{(U- A)y | U prévisible, Uy € L} et M}_={X, | X el (Goo) } -

Notons, pour t > 0,
Av=sup{s < t|s € Supp’ (A)}

et désignons par Z~ la projection optionnelle de 1jz) ; MY = Z¥ — 1+ A est une
martingale (de BMO (G)).

Soit U un processus prévisible, borné ; A étant porté par {Z L= 1}, d’apres la formule
de balayage (voir la remarque 9-2)),
L) _ _ L .
U (1-2F) = /] o U MY+ (U 4),
Upx- ML est une martingale de variable terminale U, — (U - A),. En utilisant 'inégalité
de Doob et le lemme 13, on a, pour r > 1,

r2

<
r—r-1

[lsupe (U3 - M*), vzl

inégalité se prolongeant & U prévisible quelconque. Ainsi,
L = . ME
(1-2E) Uy, - /10.4 UsdA, = - (Us- MY)
et
_ L
U-A),=(U-M"), .
{ . U, dAS | U prévisible avec Uy, € L2} est donc contenu dans M2 _.

La réciproque est en général fausse, comme le montre ’exemple suivant :
X est un mouvement brownien réel, Y un processus de Poisson indépendant de X. G
est la filtration (diiment complétée) engendrée par le processus (X,Y) et

L=inf{t|Y=1}.

On a: A; = inf(¢,L). X n'est pas de la forme /0 y U, ds pour un processus G-
prévisible U avec /0 - |U,| ds < oo (sinon X serait & variation finie ... ).
Dans le cas général,
(U-A), e Mi_ & UAAL e ME_.
Une condition équivalente est : (UAA)- A= X_-Aou,
UAA = X_sur {AA# 0} et X_ =0 sur Supp? (A°) ;
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en particulier, on doit avoir Uy, = 0 sur {AA, # 0} si L n’est pas isolé dans {AA #0}.
Le lecteur se convaincra en utilisant 'exemple de Dellacherie [D] que toutes les situa-
tions sont possibles pour

M3 n{Y,. Us DA, | U prévisible, Uy € L*}.

Pour C processus prévisible & variation finie (nul en 0), on cherche & étudier ’appar-
tenance de certaines variables & 1’ensemble

Jo = {(U -C)y, | U prévisible, /]o [lUsl |dCs| < °°}'

Supposons dorénavant A continu (en conséquence X est continu & gauche) et appor-
tons quelques précisions sur J4. D’aprés la proposition 15, les supports des lois des
variables de J4 sont des intervalles contenant 0 ; il est donc facile d’exhiber des varia-
bles G, mesurables qui ne sont pas dans J4, par exemple 1{4.>1) (on rappelle que
A, suit une loi exponentielle). Un exemple moins trivial est le suivant : soit v une
mesure bornée sur (R, R ), diffuse, étrangere & la mesure de Lebesgue ; le processus
N =v[[0, A]] est étranger & A, de type injectif ; ainsi Ty N J4 est réduit a 0.

De facon plus précise, soit C un processus croissant, continu, prévisible, avec

Supp? (C) C Supp’ (4) ;
soit h une fonction continue sur R telle que h(Cs) € Jc ; soit Z un processus
prévisible, avec /0 |Z,] dC, < 00, et b (Co) = (Z - C),, ; le fermé prévisible
{t1h(C)=(Z-C)},
contenant [L], contient aussi Supp (4) et h (C) = (Z - C) sur Supp (C). Ainsih(0) =0
et, avec 7, = inf {t > 0| C; > v}, on a, sur {Ceo > v} :

h(v)=h(C,)=(2-C),, = /Ov Z.,ds;

le support de la loi de Cy est un intervalle I contenant 0 et la fonction h est donc
absolument continue sur .

Soit ¢ une fonction continue sur R, telle que ¢ (L) appartienne & J4. Il existe donc Z
00

prévisible avec / |Z,| dAs < o et @ (L) = (Z - A),, ; comme ci—dessus on a presque
0 .

surement

Vt € Supp (4), (Z-A),=¢ () =9 (4),

si bien que t — ¢ (\+) est & variation finie, et est absolument continu par rapport a
A (donc continu) ; en particulier,

e(0)=0et Y lps) =0 N)|=0;
Comme pour tout ¢ > 0,

Aty >)\¢¢$)\t<t€Supp(A),
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si Supp (A) # [0, L] avec probabilité positive, ¢ (L) ¢ J4 si ¢ est une fonction continue
strictement croissante. Plagons nous & nouveau dans le cadre brownien du paragraphe
5, et prenons

L=g =sup{s<1|X, =0},
Alors, pour t € [0,1], A\; = g; = sup {s < t | X, = 0} suit la loi de I’arc-sinus sur [0, ]
; 8t — ¢ (ge+) est continue sur [0,1], on a :

E LZ |0 (gs+) —w(gs)l] =E LE 1(g.<s}MAgs]

<s<1 <s<1 (5 —9s)

. [/01 Iié%;fsq‘nl{g.<s} ds] ,

0

la derniére égalité découlant de la propriété de martingale de (gt+ -£t> O) (pour un
développement systématique du calcul stochastique relatif & la martingale d’Azéma,
voir par exemple [AY2]).

Ainsi / l¢ (u) — ¢ (y)| dudy = 0 et  est constante.
O<y<u<l

Finalement, si ¢ est continue sur [0, 1], non identiquement nulle, ¢ (g;) ¢ Ja4.
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7 Appendices.

Dans la section 7.1, on rassemble des résultats sur les fermés gauches. Dans la section
7.2, on présente des variantes des résultats du paragraphe 3.

7.1 Compléments sur les fermés gauches.

Soit M un ensemble progressif. Avec la convention sup (#) = —oo, on définit sur R,
les processus croissants :

LY =sup{s<t|se M},
LM =sup (L{“,th (t)) ,
¢M =sup{s <t | MN|s,t] n'est pas dénombrable} .
OnafM<IM=[M,
> LM est adapté, continu & gauche, donc prévisible et
M ={t>0|[¥=t},

I’adhérence de M pour la topologie gauche sur R, est progressive ; si M est de plus
optionnel (resp. prévisible), M* est optionnel (resp. prévisible).

M={t>0|LM =t},
P’adhérence de M pour la topologie usuelle est optionnelle.
MW= {t| 1Y =t > 1)
est & coupes [au plus] dénombrables (il est optionnel si M est optionnel).
> Soit F C R, un ensemble fermé sans point isolé (i.e. un ensemble parfait). Comme
conséquence du théoréme de Baire, on a :

Vz € F, YU ouvert, £ € U = U N F est non dénombrable

(tout point de F' est point de condensation de F).

Soit G C R, un ensemble fermé gauche, sans point isolé & gauche (i.e. un en-
semble parfait gauche). G est un ensemble parfait. De plus si £ € G, pour tout
€> 0]z — ¢,z NG est non vide, |z — £,2[ NG n’est pas dénombrable, de méme que
]z — €,2) NG puisque G — G est au plus dénombrable. Tout point de G est point de
condensation d gauche de G.

Lemme 31 Soit H un sous-ensemble de R, borélien, non dénombrable.
i) H contient un sous-ensemble parfait.
i1) L’ensemble des points de condensation d gauche de H est non vide.

Démonstration.
Si M est la tribu borélienne de H, (H,H) est isomorphe & (R4,R,) (théoréme de
Kuratowski) et porte donc une probabilité diffuse v. Il existe K compact avec

KCHetv[K]|>0;
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quitte a remplacer v par #}()1 K-V, on peut supposer v portée par K ; le support de v
est parfait, contenu dans K. Soit, pour z € ]0, 1],

7, (z) =inf {t > 0| v[[0,t]] > z} ;
7, (z) est un point de Supp? (v). Sit € Supp? (v), t =1, (v[[0,2]]) et
Jt—et[2{n @) lyelv[ot-e],v[04]} O

> £M est adapté (voir [D] VI-Théoreme 20) et continu & gauche : il suffit de montrer
(Pautre cas est trivial) :
M=t M=t

ora=£1 <t=Vselot], Mot est dénombrable et £M < a.

Lemme 32 {t | M = t} est prévisible, fermé pour la topologie gauche, contenu dans

M? et sans point isolé & gauche ; lorsque M est fermé pour la topologie gauche, c’est
le plus grand ensemble parfait gauche inclus dans M.

Démonstration. Si M =t > 0,
VneN*, F,= [t -1 t] N M est non dénombrable

donc contient un point de condensation & gauche. Pour H C M, <M <tetsi
H est parfait gauche, ¢ = L O

Lemme 33 {t | ¢4 = t} est optionnel, fermé (pour la topologie usuelle) contenu dans
M et parfait ; si M est fermé, c’est le plus grand ensemble parfait inclus dans M.

Démonstration. On montre facilement que {t | M = t} est fermé.

SieM =t, Ve >0, Jt —e,t + €[N M est non dénombrable, donc contient un point de
condensation [a gauche] O

Supposons dorénavant que M est fermé pour la topologie gauche. On a :

M — M,

Notons P¢ (M) = {t| & =t}, P (M) = {t1a4=t}.

P9 (M) = ps (H) est le noyau parfait gauche de M, P (M) = P (ﬂ) est le noyau
parfait de M. M = P (H) +D ot D est [au plus] dénombrable (sinon D contiendrait
un parfait K, et P (H) U K serait encore un sous-ensemble parfait de 7, ce qui
contredirait le caractére maximal de P (H))

P(M) - P (M) = {t1 AR
est & sections [au plus] dénombrables, de méme que M~M, M~ P (H) et M— P9 (M).

En particulier, M — P9 (M) est une réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét
prévisibles.
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Proposition 34 Si M est fermé gauche [prévisible], sans point isolé & gauche, M
est le support gauche d’un processus croissant continu [prévisible].

Démonstration.
On reprend [D-M]-Tome 1, p.258. La mesure construite est portée par M et charge
tout intervalle ouvert I tel que M NI est non dénombrable. On a donc

Supp? (v) € M C M = Supp (v).

M — Supp? (v) est & sections dénombrables et s’écrit comme réunion dénombrable de
graphes de variables aléatoires (Ly),¢cn- ; POur tout m € N*, ]L,, - #,Lnl] N M est
non dénombrable, donc porte une probabilité diffuse pp . ; L. est dans Ie support

e 2P €t 3 (V + Zn,men- 9—(n+m) Pn.m) aM

pour support gauche ; si M est de plus prévisible, la projection duale prévisible de v
est un processus croissant continu adapté, dont le support gauche est M O

gauche de la mesure diffuse Y
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7.2 Compléments au paragraphe 3.

On reprend les notations du paragraphe 3.

1) Pour H optionnel avec E[H?; 0 < 7 < 00} < 00, introduisons les conditions sui-

vantes :
") E[H,(H-f),;0<7<00]=0 ou

o) E[H ((H-B),+(H-B),_);0<7<00]=0.
Comme 2E[H,(H-f8);;0<7 < o0
=E[H, (H-B),+(H-B),_) + H(AB), ;0 < 7 < 0]
=E[(H-0)5] +B[H}(AB), ;0 <7< o]

v') et
= { H,(AB), =0sur {0 <7< oo} tandis que v') & (H - f)o, =0.

Si 7 est de plus fin d’ensemble optionnel, 3 est constant aprés 7 et v’) équivaut donc
4 4ii’) ; le lemme 10-1) montre que ") ou v’) sont équivalentes & I- ), ..., v) si T
est fin d’ensemble optionnel.

2) Si K est prévisible, on a De méme si 7 est fin d’ensemble prévisible, les condi-
tions 2-i), ..., v) sont encore équivalentes (pour les processus prévisibles K vérifiant
E[K?; 0 < T < o0] < 00) aux conditions :

iii”) E[K,(K-B),;0<7<o00]=0 ou
v') E[K,((K-B)T+(K-B),_);0<r<oo]=0.
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3) Soit H processus optionnel tel que / o I|H$| dfs < o ;

soit en outre r € R, U optionnel borné avec U > r : on a :
UH-P)+@r—U)(H-B)_=r((H -B)+(H-H)_)+({U-r)HAB;
si H, (U (H-B), + (2r = Us) (H - B),_) < 0sur {0 < 7 < 00}, on a aussi
H, ((H-B), + (H-p),_) <Osur {0<7 < oo} ;

on a donc H. =0 sur {0 < 7 < 0o} en vertu du lemme 10-1).
8’) De méme, pour r € Ry, V prévisible borné avec V > r et K prévisible avec
/ IK,| dB, < oo,

]0’(”[

K,(V,(K-B),+(2r—VT)(K-B)T_) <0sur {0 <7< oo}

= K, =0sur {0<7<o0}.

4) Soit o un processus optionnel, & variation localement intégrable (nul en 0) de pro-
jection duale prévisible A ; soit H prévisible, avec /] | |H,| |da| localement intégrable
..

; (H - A)? est la projection duale prévisible de /]0 ]H, [(H cA),+(H- A),_] da,.
Pour r € Ry, U prévisible borné avec U > r, i
N=r(H A+ Tocss (U — ) H2 (AA,)?

~ oy (U.(H- 4),+(2r - U,) (H- A),_) H,da,

est une martingale locale. Comme

B [( f, A IdAsl)2J <48 [( [, 1 Idasl)z] ,

2
siE [( /} . [|H,| ]da,l) } est fini, IV est une martingale uniformément intégrable ; si

de plus,
/]0 [ (Ve(H-A),+(2r-U,)(H - 4),_) H,dar, = 0

N est positive et N est une martingale positive, nulle en 0, donc nulle, si bien que
r(H-A)L+Y ., U, ~r)H} (AA)? =0;

en particulier, (H - A), =0et (U ~r) HAA=0.
De méme, si a est croissant et H (U(H cA)+ (2r-U)(H- A)_) <0,onaN=00



