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Une démonstration élémentaire d’une identité de Biane et Yor

Christophe Leuridan

Institut Fourier, Université de Grenoble 1
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Introduction

L’objet de cet article est de donner une démonstration élémentaire d’une iden-
tité entre lois browniennes due à E Biane et M. Yor. Cette identité s’écrit: :

+~0 Pt0 dt = (+~0 PT0r0 dr) o (R(P03C30a)V da)
avec des notations que nous détaillerons plus loin. Elle constitue une décomposition
des trajectoires browniennes issues de 0 par rapport à leur dernier zéro avant chaque
instant t ~ R+.

E Biane et M. Yor ont obtenu cette égalité (parmi beaucoup d’autres) dans [2], ,
comme conséquence de la théorie des excursions browniennes. Ils l’ont ensuite utilisée
dans [3] pour obtenir une nouvelle formulation du théorème de Ray [5] (décrivant la
loi des temps locaux d’un mouvement brownien en un instant de loi exponentielle et
indépendant du mouvement brownien) à partir des deux théorèmes de Ray [5] et Knight
[4] les plus classiques (voir par exemple [6]). .

Nous allons voir une démonstration qui ne fait pas appel à la théorie des excur-
sions et n’utilise que des propriétés élémentaires du mouvement brownien. Explicitons
maintenant les notations que nous avons utilisées pour écrire l’identité et qui serviront
dans toute la suite.

NOTATIONS. - annote W l’espace des trajectoires à durée de vie finie, c’est-à-
dire l’ensemble des applications continues w d’un segment [0, ( w)] dans R. On munit
W de la tribu engendrée par les fonctions coordonnées : :,

Xt:W--~R 
’

w ~ w(t) si t  ~(w). .

On définit sur W les opérations suivantes :
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. Concaténation ; :

Pour wi o w2 E W, on note wi o w2 l’élément de W défini o w2) =

03B6(w1)+03B6(w2) et :

w1(t) 
pour 0 ~ t ~ 03B6(w1)

w1 o w2 (t) = w1(03B6(w1)) 

+ w2(t - 03B6(w1)) - w2(o) pour 03B6(w1) ~ t ~ 03B6(w1) + 03B6(w2).

. Retournement temporel : :

Pourw E est l’élément de W ~(w) et: :

W (t) = ~(((tu) - t) pour 0  t  ~(w) . .

. Retournement spatio-temporel : :

Pourw E W, w est l’élément de W défini par ~(w) _ (M et: :

w(t) = u?(0) + u;(((tu)) - w«(w) - t) pour 0  t  ~(w) . .

La trajectoire w s’obtient à partir de la trajectoire w en effectuant un retournement spa-
tial par rapport au niveau ! (w (o)+w (~ (w))~, puis un retournement temporel On remar-
quera que cette transformation ne modifie pas les extrémités des trajectoires puisque
w(o) = w(o) et w(~(w)) = w(~(w)).

Les trajectoires de W que nous considérons dans la suite sont obtenues en
"tuant" des trajectoires browniennes en temps fini : : étant donné une trajectoire
w E C(R+, R) et to E R+ on note wt° la trajectoire w "tuée à l’instant ton, définie

= to et; :

wt° = w(t) pourO  t  to .

Pour b E R, on note Pb la mesure de Wiener issue de b, et si T est un instant aléatoire

sur R) presque sûrement fini sous P6, on note PTb la mesure image de Pb par la
fonction w H 

Les temps que nous utilisons ici sont de trois sortes : :

- les temps fixes : to E R+. .

- les instants d’atteinte d’un point par la trajectoire :

03C3b(w) = inf {t ~ R+ | w(t) = b} pour b ~ R.

- les instants d’atteinte d’une valeur par un temps local :

Tr (w) = inf {t E  ‘ Lt (w) = r} pour b E R et r E R+ ,

où: 

Lbt (w) = lim inf 1 2~ t0 1 { |w (s)-b| ~~ }
ds .
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Avec ces notations, l’égalité de Biane et Yor:

r~(f~M~’~
signifie que la mesure image 0 par l’application

(1~1,~2) ~ ~10 1~2 de ~ dans W est la mesure En l’écrivant sous la

forme:

+~0 Pt0 dt = R (+~0 PT0r0 o (P03C3003B1)v dr) da,

elle s’interprète comme la désintégration de la mesure 03C3-finie +~0 Pt0 dt suivant la
fonctionnelle iu (w(03B6(w)),L003B6(w)(w)). Venons-en maintenant àla démonstration.

Démonstration de l’identité. 2014 La preuve s’effectue en trois temps. La pre-
mière étape consiste à désintégrer la mesure +~0 Pt0 dt suivant la fonctionnelle u; 
(u;(((u;)), L~~~M). On a l’identité suivante:

THÉORÈME. 2014 +~0 Pt0 dt = R (+~0 Par0 dr) da.
La deuxième étape consiste à transformer cette identité par retournement

spatio-temporel. En remarquant que les probabilités Pt0 sont invariantes, et que l’on
a (d’après la propriété de Markov) Par0 = P03C303B10 o Para pour a e R et r > 0, on obtient
l’égalité:

+~0 Pt0 dt = (+~0 P0r0 dr)~o(RP03C30a da) v.
Pour obtenir l’identité de Biane et Yor, il ne reste plus qu’à montrer l’invariance

par retournement spatio-temporel de la mesure j~ .F~ dr, ce qui fait l’objet de la troi-
sième étape. La démonstration élémentaire que nous donnons permet de retrouver l’in-
variance des probabilités ~~ par retournement du temps (voir la remarque à la fin de
l’article).

PREMIÈRE ÉTAPE.

Le théorème est une conséquence immédiate de l’observation suivante :

LEMME. 2014 Pour P0-presque foutu; ~ C(R+,RUa mesure image de la mesure
da dr par l’application (a, r) ~ ar(w) deR x R+ dans R+ est Ja mesure de Lebesque
sur R+.

Démonstration du lemme. 2014 Il suffit de constater que pour tout t 6R+:

R (+~01{rar(w)~t}dr) = R (+~0 1{r~Lot(w)}dr) da

= R Lat(w) da = t.
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Démonstration du théorème. - Soit F une fonctionnelle mesurable de W

dans R+. D’après le lemme, on a pour Po-presque tout w E C(R+, R) : :

+~0 F(wt)dt = R(+~0 F(wror(w))dr) da .

En intégrant cette égalité contre Po(dw), on obtient :

+~0 Pt0[F] dt = R(+~0 Pr0t0 [F] dr) da ,

ce qui prouve le théorème. 

DEUXIÈME ÉTAPE.

On effectue un retournement spatio-temporel dans l’égalité de la proposition.
On remarque d’abord l’invariance des probabilités Pt0. En effet, si (Bt ) t > o est un mou-
vement brownien issu de 0, alors pour tout t E R+ :

(Bt - a même loi que .

On a donc : 

+~0 Pt0 dt = R(+~0 (Prar0)dr) da .

Or, d’après la propriété de Markov: 

Par0 = P03C3a0 o Para pour a ~ R et r > 0 .
En remarquant que pour 1~1 et w2 E W :

t~i o (u;2 + a) = t~i o w2

et: :

(Wl o W2)" = W20 Wl + Wl(O) - w2 (o) , >

on obtient:

(Prar0)~ = (P03C3a0 o Pr0r0)~ = (Pr0r0)~ o (P03C3a0)~ = (Pr0r0)~ = (Pr0r0)~ o(P03C30a)v .

Ainsi : 

+~0 Pt0 dt = (+~0 Pr0r0 dr)~ o (R P03C30a da) v.

TROISIÈME ÉTAPE.

fi s’agit de prouver l’invariance par retournement spatio-temporel de la mesure
+~0 Pr0r0 dr.

Pour cela, on munit W d’une métrique de la "convergence uniforme" en définis-
sant la distance entre deux trajectoires W par :

d(w1, w2) = sup |w1(t ^ 03B6(w1)) - w2(t ̂ 03B6(w2))| + 03B6(w2)|.
tO
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Soit F une fonctionnelle continue bornée, à support borné, de W dans R. On a :

+~0 (P0r0)~[F]dr =  P0(dw) +~0 F((wr0r(w))~)dr
= .

Le fait d’avoir choisi une fonctionnelle continue bornée à support borné per-
met d’utiliser le théorème de convergence dominée en approchant l’intégrale
+~0 F((wt)~)dL0t(w) par une somme:

F((wtk)~)(L0tk+1 - L0tk)(w),

avec tn > > o = 0 fixés. Or, sous la probabilité P0, on a les identités en loi:

((Af 2014 ~-Jo~t ) (~)~~t) = ((~)o~t ) (~)~~t) , ,
d’où pour ~ 6 {0,...,n-l}:

" 

.

Donc:

/* 
~20141 

~ n2014l

~ = ~ .

" 

~=0 ~ ~=0

Ainsi:

+~0 (Pr0r0)~[F]dr = +~0 Pr0r0[F] dr,
ce qui prouve l’invariance de fr par retournement spatio-temporel.

remarque. 2014 Cette démonstration permet de retrouver de façon élémentaire
l’invariance des probabilités ~ par retournement du temps qui est un résultat clas-
sique généralement obtenu comme conséquence de la théorie des excursions brow-
niennes (voir [6] au chapitre XII, exercice 4.17) ou de la relation entre le pont et le
pseudo-pont browniens (voir [1] ou [6] au chapitre VI exercice 2.29).

En effet, la mesure dr est portée parles trajectoires de W . commençant
et unissant en 0. Pour de telles trajectoires, le retournement spatio-temporel se com-
pose d’une symétrie par rapport au niveau 0 et d’un retournement du temps. La me-
sures fr étant symétrique (ie. invariante par la transformation tu ~ -tu),
son invariance par retournement spatio-temporel entraîne son invariance par retour-
nement du temps. L’invariance des probabilités s’obtient en conditionnant par rap-
port à la fonctionnelle L~ (qui est elle aussi invariante par retournement du temps).
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