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Une propriété des martingales pures.

J. Azéma, C. Rainer, M. Yor

Laboratoire de Probabilités, tour 56, 3ème étage, 4 place Jussieu,
75252 Paris cedex 05

1 Introduction, notations.
Soit (Mi une martingale locale continue, nulle en zéro, vérifiant  M, M >oo= +00 (cette

dernière condition sert à éviter des lourdeurs rédactionnelles). Soit sa filtration naturelle

(on appelle ’filtration naturelle’ la plus petite filtration vérifiant les conditions habituelles à
laquelle (Mi est adaptée ).

On pose, pour tout t > 0,

~0,M,M>,>~},

et pour tout t > 0,

c,- = .

Le processus (Q) est strictement croissant et continu à droite; de plus, pour tout s > 0, Cs
est un (~)-temps d’arrêt. On note la filtration 

Le processus (Ft) = (Me,) est un (~)-mouvement brownien qui vérine,

.

Il est appelé le ’mouvement brownien de Dambis-Dubins-Schwarz’ (de DDS) (voir [Da] ou
[DuSiJ). On note sa filtration naturelle; il est clair que C 

L’égalité M~ = montre que toute martingale locale est ’à un changement de temps
près’ un mouvement brownien. Mais cette phrase trop rapide cache une difficulté: il n’est en

général pas vrai que, pour tout ~ > 0, soit un (~)-temps d’arrêt (c’est seulement
un (~)-temps d’arrêt), de sorte qu’on ne peut pas reconstruire toute martingale locale
continue à partir de la seule donnée ((~),(~)). Cela a conduit à la définition suivante :

Définition 1.1 On dit que est pure ~ pour 0, M,M>~ est un

temps d’arrêt de la filtration (Bt).

Il serait agréable de caractériser la pureté d’une martingale locale, sans faire référence au
mouvement brownien de DDS associé. Sans aller jusque la, nous présentons ici une propriété
des martingales pures, que ne possède pas toute martingale locale continue.
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On pose, pour tout t > 0,

Gt = sup{s  t, Ms = 0} et yt = sup{s  t, Bs = 0};

on notera simplement ~ pour 
Pour tout t > 0, les variables Gt et 03B3t sont des variables honnêtes pour resp. (Bt).
Puis on pose, pour toute variable positive L et toute filtration 

9t = 

GL = o{ZL, (Z=) (Gt)-prévisible},

et on note la plus petite filtration continue à droite contenant (gt) et faisant de L un
temps d’arrêt. Rappelons que = que, si L est honnête, C~ = (cf. Jeulin
[J] p.77,78).

Il est montré dans [AY] p.269 que, si la martingale locale (Mt) est un mouvement
brownien (ie :  >t= t), elle vérifie la propriété (*) suivante :

Propriété (*) : : Pour tout T (.~=)-temps ps. fini tel que P[MT = 0] = 0,

= v > 0}. (i)

Nous montrons ici que

. cette propriété (*) est vraie pour toute martingale locale pure.

Ensuite, à l’aide d’une liste de contre-exemples, nous répondons par la négative aux questions
suivantes :

. Est-ce que toutes les martingales locales continues vérifient (*) ?

. Les martingales locales pures sont-elles les seules à vérifier (*) ?

. L’ensemble des martingales locales continues vérifiant (*) contient-il (resp. est-il con-

tenu dans) l’ensemble des martingales locales extrémales ?

Ce développement permet aussi de tester la conjecture suivante faite par Barlow :
Si (Qt) est la filtration naturelle d’un mouvement brownien à valeurs dans 1Rk et, si a est

la fin d’un ensemble prévisible qui évite les temps d’arrêt (i.e. P[a = T] = 0 pour tout T

d’arrêt), alors on a

pour un événement A E ça , A pouvant éventuellement être vide.
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Rappelons encore une propriété connue des martingales locales pures ([Y] et [ReY] p.200),
dont nous proposons une démonstration élémentaire :

Propriété : 1.2 est pure si et seulement si = 

DÉMONSTRATION: Il est clair que l’égalité = entraîne la pureté de (Mt). De

même, l’inclusion (Bt) C est triviale. Il reste à montrer que, si est pure, alors,

pour t > 0 fixé, C ~; la proposition s’en suivra par régularisation à droite.
Or la tribu est engendrée par les événements

A = E ri} n... E rj n {~  cj,

avec si  ...  sn  s, et ri,..., boréliens de IR.

Ces événements s’écrivent également

A 

= E r} n {M,M>., ~ n {M,M>.+i/~ ~}).

Par définition de la pureté, les événements {R~,M~ E F} n {M,M>~ } et
{M,M>s+1/k ~ t} sont Bt-mesurables, d’où le résultat. Q

2 Préliminaires.

Ce paragraphe contient plusieurs lemmes techniques. Les deux premiers permettent, dans
l’étude de la propriété (*) de ne considérer la relation (1) que pour des temps d’arrêt choisis,
puis de se ramener à la filtration brownienne. Les deux derniers lemmes concernent les tribus.

Voici le premier argument de réduction : :

Proposition 2.1 Supposons qu’il existe une suite croissante de temps d’arrêt
P~- finis tels que

- limn~+~ Tn = +~,
- ~n ~ IN P[MTn = 0] = 0,

) est uniformement intégrable,

Alors, (Mt) vérifie la propriété (*).

Dans les exemples traités dans la suite, il suffit, grâce à cette proposition, de vérifier (1)
pour r = o déterministe, ce qui se ramène finalement à l’étude de (1) en T = 1.
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Nous préparons maintenant un deuxième argument de réduction.

Lemme 2.2 Soit T un d’arrêt ps. fini tel que P(MT = 0] = 0. La variable

U = M, M >T est un (Ft)-temps d’arrêt ps. fini tel que P[Bu = 0] = 0.
On a les relations suivantes : .’

C C C .

DÉMONSTRATION : Pour prouver ces inclusions, commençons par deux remarques de change-

ment de temps.
On a d’abord la relation suivante :

7U 

en effet, le processus = ne s’annule pas sur l’intervalle ( M, M >t) )
étant croissant et continu, ceci implique que (Bt) ne s’annule pas sur ]  M, M 

Donc 7U Reste à remarquer que = McT = 0.

Ensuite, il est connu que (Mt) et ( M, M >t) ont les mêmes paliers; on en déduit que GT

est un point de croissance à droite de ( M, M >t); donc

= Gr.

Par contre, (Ali peut avoir un palier à gauche de GT, d’où une deuxième relation plus faible :

= aT, avec aT = sup{s  GT, Ms ~ ~}~

Considérons maintenant une variable v F+GT-mesurable et (Vt) un processus (01)-progressif
tel que VGT = v. Le processus (V:’) = est (t)-progressif et vérifie

VGT = V’M,M>GT = V’03B3U.

Donc v est +03B3U-mesurable. 
w 

w

De la même façon soit y une variable -U-mesurable et (Yt) un processus (t)-prévisible tel
que = y. Il existe alors, d’après El Karoui-Meyer [EM] p.74, un processus (Ft)-prévisible

(x’) tel que (Yi) = (Y~_ ). On a alors la relation

où (Zt) est le processus (Ft)-prévisible (Zt) = (Y’03B1t). La variable y est alors F-GT-mesurable.[]

Il en découle la proposition suivante :

Proposition 2.3 (deuxième argument de réduction) Supposons que, pour tout U (.P=)-
temps d’arrêt ps. fini tel P[Bu = 0] = 0, on ait la relation
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ôlu = à1-u v i Bu > 0i
Alors (Mt) vérifie la propriété (*).

Le résultat suivant porte sur l’échange des opérations ‘suprémum’ et ’intersection’ dont
une démonstration simple se trouve dans [BPY] p.289.

Proposition 2.4 (Lindvall-Rogers fLRJ p.8ô0~ .

1. Soit C une tribu et (Dt, t  1) une famille croissante de tribus telles que Dl soit

indépendante de C. On a alors

n(CVDt)=CV(nD=),
tm 1 tm

aux ensembles négligeables près; en particulier, si Dt est triviale, on a alors

tm

aux ensembles négligeables près.
2. (Variante) Si (Dt , t  1 ) et (Df, t  1 ) sont deux familles croissantes de tribus telles que
Di et Di sont indépendantes, alors

n (Dt V D~ ) _ ( n D~, V ( n Dt j,
t« t« t«

aux ensembles négligeables près.

Proposition 2.5 Soit (Xt) un processus et sa filtration naturelle. Soit L une variable
honnête ps. finie et (Ln) une suite de (00FFt )-temps d’arrêt décroissant strictement vers L.
Alors

al ,

b~ dn E ~~~ _ V J~L V t i ~}.

DÉMONSTRATION : a) La première relation découle du fait que, si L est honnête, GL = ~L~
b) Remarquons que, pour toute filtration naturelle (xt) d’un processus (Y) et tout temps
d’arrêt T, la tribu strictement antérieure à T peut s’écrire

xT = V t > o}.

On en déduit b) en remarquant que (00FFi ) (resp. (~_ ")) est la filtration naturelle engendrée
par le couple de processus (resp. 0
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3 Les martingales locales pures vérifient la propriété
(*). °

Grâce aux deux arguments de réduction 2.1 et 2.3, il suffit maintenant d’établir que

~ v { Bl > o } .

Or, d’après la propriété des martingales pures 1.2, (ft) = (13t); la relation ci-dessus est donc
équivalente à

~~ _ ~~ V o}.

Cette dernière relation est démontrée dans [BPY] p.289. 0

Remarquons que ce résultat s’applique en particulier aux martingales locales qui sont des
diffusions réelles (cf. Rogers-Williams [RoW] p.77).

4 Il existe des martingales locales extrémales qui ne
vérifient pas (*).

L’exemple que nous allons développer fait appel au mouvement brownien de Walsh, et

plus particulièrement aux résultats de Barlow-Pitman-Yor ’On Walsh’s Brownian motion’

[BPY]. Nous utilisons, en les rappelant, les notations et résultats de cet article.

. Soit (Zt) = un mouvement brownien de Walsh à valeurs dans n demi-droites du

plan complexe issues de l’origine; soit sa filtration naturelle. On suppose que la loi

des angles polaires est la loi uniforme sur U = {O1, ... , Le processus (Rt) est un

mouvement brownien réfléchi; si on note (Lt) le temps local en zéro de (Rt), le processus
= est un mouvement brownien. Soit h une fonction de U dans R,{0}

vérifiant

. si i ~ j;

. ~; i h(~~) _ ~.

On pose 0) = rh(9) et Mc = g(Zt).
On montre comme dans [BPY] p.282 que (Mt) est une martingale vérifiant

Mt = M0 + t0h(03B8s)1{Rs>0}dWs, (2)

M,M>t= 
tn

h2(03B8s)ds = h2(03B8i) t0 1{03B8s=03B8i}ds. (3)
, ~ 

Vo 
~ 

i=1 
o 

On note toujours (.~t) la filtration engendrée par (Mt). Montrons que = (~Z). Il

est clair que (Mt) est (FZt)-mesurable. Inversement, (’ M, M >c) étant 

il en est de même de puis de il en résulte que les variables

= h~ sont d’où le résultat.
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Sachant que (Wt) a la PRP pour (~Z), on déduit de (2) que est extrémale.
Le fait que (Mt) ne vérine pas (*) se déduit de l’égalité suivante (cf. [BPY] p.291) :

_ V = E {l, ..., n}}.

a

5 Il existe des martingales locales extrémales impures
qui satisfont (*).

Le contre-exemple suivant est bien connu, puisqu’il a déjà servi dans d’autres occasions
(cf. [Y] ou [SY]).

Soit (Wt) un mouvement brownien réel et (Wt) sa filtration naturelle. On pose

Bt = t0sgnWsdWs.
Le processus (Bt) est un mouvement brownien, et sa filtration naturelle (Bt est strictement
incluse dans (Wt) ; (Bt) a la propriété de représentation prévisible (la PRP) pour 
Soit ~p un homéomorphisme de IR dans ]0, 1 [. Posons,

0, At = ~ et T= = inf {s > 0, As > t}.

Le processus (Ai) est strictement croissant et continu. Donc est continu
et strictement croissant, et, pour tout s > 0, Ts est un (Wt)-temps d’arrêt borné.

La martingale que l’on considère ici est (Mt) = Elle a comme crochet

( M, M >_) = et comme mouvement brownien de DDS 
Montrons que (.~’_) = (Wt) : est engendrée par les deux processus (Ci) = (Ai) et

= (Bt), qui sont tous les deux (Wt)-adaptés; inversement (Wt) est aussi la filtra-
tion engendrée par (C~) _ ( fâ d’où l’inclusion inverse.
La martingale (Mt) n’est pas pure, puisque (Ct) n’est pas (Bt)-adapté (d’après la proposition
1.2). (Mt) est extrémale, puisque son mouvement brownien de DDS a la PRP pour (cf.
Revuz-Yor [ReY] p.198).

Reste à montrer que (Mt) possède la propriété (*).
Grâce aux arguments de réduction 2.1 et 2.3 il suffit de montrer la relation

YVy = YVy V03C3{B1 > 0}.
Pour cela, on pose

d = > ~.~ = 0} et, Vn ~ = (~+ 1) A~.
n
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Les variables d et ïn, n E IN* sont des (W03B3t)-temps d’arrêt. On déduit de la formule de
Tanaka que (Bt) et (Wt) ne peuvent s’annuler en même temps; donc d et E lN‘ sont

strictement supérieures à ~. On a ~,~ = y.

D’après la proposition 2.5, on a

W+03B3 = (Wr)-03B3n,

ce que nous préférons écrire

W’~ - n 1 (W~)’Yn~ , (4)
n>_no

pour no E fixé.

Il s’agit maintenant de décomposer la tribu (W’’)~,n. Pour cela, remarquons d’abord que

(wt) _ (st),

où (St) est la filtration naturelle de (sgnWt). On en déduit que

(w~)=(~~)~(~~).

Par ailleurs, on montre aisement que la tribu prévisible du sup de deux filtrations est le sup
des deux tribus prévisibles; ceci implique ici la relation

(W’~)’Yn ~ (~7)’in V (5)

On a (Ci’’’).~n C (a~’)~,+, . Or, d’après la proposition 2.5, cette dernière tribu peut se

décomposer en 
n

(’~~)~+’- - ~7 V (6)

avec ~.~~n =  s  n } .
On remarque que est indépendante de et que

n ’

Par ailleurs, cette même proposition 2.5 appliquée à (S’’),~n donne

(S~)1’n Si V 7

parce que = est S,~ V 
On peut remplacer les expressions (6) et (7) dans la formule (5). En remontant à la formule

(4), on obtient alors
V V . (8)

n~no

Or, sur {7 + ~  d}, no, ’1n = 7 + ~ est W,~ -mesurable. Appliquons le lemme de

Lindvall-Rogers 2.4 à la relation (8) restreinte à l’ensemble {~ + n  dl. On obtient

Sachant que cette dernière relation est vraie pour tout n0 et que ~n0~IN. {7 + 1 n0 ~ d} = 03A9,
on en déduit le résultat. ~
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Remarque 5.1 (Emery) La propriété (*) est une propriété locale : : elle ne concerne le

comportement de (Mt) que lors de ses passages en zéro. La propriété de pureté affectant
toute la trajectoire de il n’est donc pas étonnant que cette dernière ne découle pas de

(*). On peut alors se poser une seconde question, qui ne souffre pas de ce déséquilibre : :
Posons, pour tout a E R, Gf = sup{s ~ t,Ms = a}, et supposons que, pour tout a E R,
pour tout T d’arrêt ps. fini tel que P[MT = a] = 0,

= F-G03B1T V03C3{MT > 03B1}.

Est-ce que est alors pure?
Le contre-exemple ci-dessus permet aussi de répondre par la négative à cette question.

6 Il existe des martingales locales non extrémales qui
vérifient (*). .

Nous construisons ici une martingale (Mt), dont le mouvement brownien de DDS associé
est la première coordonnée d’un mouvement brownien dans 1R2 engendrant 

Soit (Xt + ix) un mouvement brownien plan issu de z E ~’, z ~ 0, et a E] - oo,l/2[.
Posons~~~~~~ 

~ ~ t 
_ 

".

Le processus (Mt) est une martingale réelle continue.

Explicitons la filtration :

On déduit de l’égalité

M,M>t= t0 ds (X2s + Y2s)203B1-1 
(9)

que le processus (X; + Y2) est adapté à (.~’t); et il en est de même pour la martingale

Nt _ t XsdXs + YsdYs
.t Jo °

Remarquons de plus que, pour tout t > 0,  N, N >t= M, M >t et  M, N >t= 0. En
d’autres termes, (Mt + iNt) est une martingale conforme de filtration naturelle (Ft), et le
processus (Wt) = (Bt + + iNCt) est un mouvement brownien plan. Notons

(Wt) la filtration naturelle de 
Montrons que (.~’t) = (Wt) : on montre comme dans la proposition 1.2 qu’il suffit pour cela
que le processus (Ct) soit (Wt)-adapté.
On a la formule d’Itô suivante :

(X2t + Y2t)1-03B1 = |z|2(1-03B1) + 2(1-03B1)Nt + 2(1- 03B1)2 t0ds (X2s +Y2s)03B1 (10)

Si l’on pose

Ut = 1 2(1 - 03B1)
(X2 + Y2)1-03B1Ct ,
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la formule (10) devient, après changement de temps,

Ut = 1 2(1 - 03B1)

|z|2(1-03B1)+
B’t + 1 2 t0 ds Us.

(Ut) est donc un processus de Bessel de dimension 6 = 2, et engendre la même filtration que
(cf. En conséquence (Ut) est Par ailleurs on déduit de la formule

(9) que
Ct = 

t0
(X2Cs + Y2Cs)203B1-1 ds = 

t0
[2(1 - 03B1)Us]203B1-1 1-03B1 ds.

Donc (Ct) est également (Wt)-adapté.

Il est clair que (Mt) n’est pas extrémale, puisque son mouvement brownien de DDS (Bt),
n’a pas la PRP pour (Wt).

Montrons que (Mt) vérifie la propriété (*) :
Avec les deux arguments de réduction 2.1 et 2.3, on est amené à vérifier que

W~ = W; V > 0}.

Posons, Vu > 0, 7" = 7+u(1-’~). La famille forme une suite de d’arrêt

décroissant strictement vers ~y. On a alors, d’après 2.5.1,

W~ = n cW~)~~;
u>o

et on déduit de 2.5.2 la décomposition suivante :

(W~),~" = ~ V > 0} V  u} V  u}, (11)

avec Bt = i ,~ ( B~,+t ( 1 _,~~ - B00FF ),
et où (pt =  1) est le méandre brownien.
Les quatre termes du membre de droite de (11) sont tous indépendants. On peut donc appli-

quer d’abord le lemme de Lindvall-Rogers 2.4.1 à C = W,~ V 0} et

Du = Q{~a, s  u} V Q{Bs, s  td}, puis 2.4.2 à D) = S  u} et ~û = Q{Ba, s  tL}.
On obtient le résultat annoncé.

7 Il existe des martingales locales non extrémales qui
ne vérifient pas (*).

Ce dernier exemple fait référence aux deux articles ’Martingales relatives’ [AMY] et ’Sur

l’équation de structure d(X, X~t = dt - Xt dXt’ [AR].
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On considère (B,) un mouvement brownien réel issu de zéro. On note (B;) la filtration
naturelle engendrée par sa partie positive (B~ ). L’ensemble {t > 0, 0~ est une réunion
dénombrable d’intervalles stochastiques ouverts n E 1N. On peut choisir

D’ = inf{s > Ti, B; = 0} et G1 = sup{s  Ti, Bâ = 0~, avec Tl = inf ~s > 0, Ba =1 }.

Soit (03BEn) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. indépendantes de dont la loi 
charge au moins trois points et admet zéro comme moment de premier ordre. Posons

ce

Ut = 03A303BEn1[Gn,Dn[(t) et Mt = UtB+t.

n=i ‘1

D’après [AMY], (Mt) est bien une martingale continue.

Montrons que (Mt) n’est pas extrémale :
Si (Mt) était extrémale, toutes les (Ft)-martingales seraient continues. Il est montré dans

[AR] que le processus suivant est une (B’t)-martingale (non continue) :

XI 

(plus précisement, c’est la projection optionnelle de la martingale (Bt) sur la filtration (a=)).
Par ailleurs, d’après [AMY], pour s > 0 fixé, les tribus .~s et Ci~ sont indépendantes sachant
13s. On en déduit que toute (B’t)-martingale est une (Ft)-martingale, donc en particulier (Xt).

(Mt) ne vérifie pas (*) :
Posons G = Gl. La tribu .~~ est engendrée par les variables

~.
mEN

Elle est donc contenue dans la tribu

~~ 1/ Q{~m, 1}.

Donc, la variable ~’1 étant indépendante de ~i~ et des autres variables ~m, m ~ 1, elle
est indépendante de Par contre, on montre comme au paragraphe 4, que 03BE1 est F+G-
mesurable. Puisque, par hypothèse,  charge au moins trois points, le nombre minimal
d’événements à ajouter à .~G pour construire .~G dépasse alors deux.
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