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Sur les inégalités GKS.

Dominique Bakry et Mireille Echerbault

Laboratoire de Statistique et Probabilités, Université PAUL SABATIER,
118, route de Narbonne, 31062, TOULOUSE Cedex.

REsUME
Nous décrivons des bases orthomormées sur l’espace L? d’un ensemble fini
dans lequel des inégalités de la forme GKSI prennent une forme simple. Cect
s’applique en particulier auz classes de conjugaison d’un groupe fini quelconque.
Dans tous les ezemples que mous considérons, linégalité GKS2 en est une
conséquence, sans que nous ayons une interprétation générale de ce phénoméne.

ABSTRACT
We describe some orthonormal basis of the L? space of a finite set in which
the GKS1 inequality take a simple form. This applies to the conjugacy classes
of any finite group. In all the ezamples that we ezamine, the GKS2 inequality
is a consequence of the GKS1 one, but we do not have any ezplanation of this
phenomenon.

1— Introduction.

En mécanique statistique, et & la base de ’étude des systémes de spins, il y
a un ensemble d’inégalités de corrélation qui permettent de caractériser aisément
I’unicité de la mesure de GIBBS associée & un potentiel ferromagnétique. Parmi les
plus importantes, citons l'inégalité FKG, nommée d’aprés FORTUIN, KASTELYN et
GINIBRE, et les inégalités GKS, d’aprés GRIFFITH, KELLY et SHERMAN. Nous allons
dans cet exposé parler uniquement des secondes, mais, dans un souci de complétude,
nous allons tout d’abord dans cette introduction rappeler la premiére, qui a déja
fait 'objet d’un exposé dans un des volumes précédents de ce séminaire [BM].
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Dans le cadre classique, toutes ces inégalités sont des inégalités de corrélation
sur 'ensemble Q@ = {—1,1}°, ot S est un ensemble fini. Dénotons w = (w;)ies
I’élément générique de Q: nous mettons sur § un ordre partiel en posant

w<w &VieSw <uwl

Ceci fait de © un treillis: pour chaque couple (w,w'), il y a un unique sup noté
w VW', et un unique inf, noté w A w'. Une mesure de probabilité p sur 2 est alors
appelée attractive si et seulement si

V(w,w') € 5%, pw Aw)u(w V') > plw)pu(w).

L’inégalité FKG s’énonce alors ainsi: sous une probabilité attractive, la corrélation
de deux fonctions croissantes pour ’ordre ainsi décrit est positive. Cette inégalité
est en fait valable sur tout ensemble réticulé [FKG], et permet donc d’obtenir un
résultat analogue lorsqu’on remplace {—1,+1} par un ensemble totalement ordonné
E quelconque. Malheureusement, dans les situations intéressantes en mécanique
statistique, lorsque la fibre E n’est pas {—1,+1}, et pour les mesures que ’on
consideére en général, il n’y a pas d’ordre canonique sur E pour lequel la mesure soit
attractive. Cet inconvénient n’a pas lieu pour les inégalités GKS dont nous allons
parler ci-dessous.

Considérons tout d’abord la mesure uniforme sur 2, que nous appelons g :

b_1+6
Ho =®ies{%}>

et notons w; les applications coordonnées ! — R : w = (w;) — w;. Pour une partie
A de S, nous notons wy = II;c qw;, avec comme d’habitude la convention wy = 1.

Nous désignerons par (f)o Uintégrale [, f(w)dpo(w). Puisque, pour la mesure
Ko, les variables aléatoires w; sont indépendantes, il est aisé de voir que {wa)p = 0
si A # 0. D’autre part, remarquons la formule importante de multiplication

WAWB = WAAB, (1.1)

ou A désigne la différence symétrique.

Cette formule nous permet de voir que les fonctions w, sont orthogonales et
de norme 1 dans L%(Q, yo). Il suffit alors de les compter pour voir qu’elles forment
une base orthonormée de L*((, yo). Toute fonction f : @ — IR s’écrit alors de fagon
unique

f@) =Y Aawa, avec Aq = (waf)o. (1.2)

ACS

Nous dirons alors qu’une fonction f est GKS1 si elle satisfait
VACS, Aa>0.

Remarquons tout de suite qu’en vertu de la formule de multiplication (1.1), le pro-
duit de deux fonctions GKS1 est une fonction GKS1.

Nous considérons alors un Hamiltonien H, c’est-a-dire une fonction H : @ — IR,
et la mesure associée

dpp(w) = exp(H(w)) dpo(w)/Z,
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ou Z est une constante de normalisation qui fait de uy une mesure de probabilité.
Nous noterons alors (f) g I'intégrale de f pour py.

Quoique tres utiles, les deux inégalités suivantes sont alors trés faciles a démon-
trer:

Proposition 1.1.—(Inégalité GKS1) Si H et f sont deuz fonctions GKS1, alors

(fYu > 0. (1.3)

Proposition 1.2.—(Inégalité GKS2) Si f, g et H sont trois fonctions GKS1, alors
(fo)u 2 (fulg)n- (1.4)

Pour convaincre le lecteur du caractére élémentaire de ces inégalités, nous allons
ci-dessous en donner une démonstration compleéte, inspirée de [L]

Preuve. Commencons par 'inégalité GKS1: on peut tout d’abord se ramener par
linéarité au cas ou f = wy. Alors, d’apres l'identité (1.2), tout revient a démontrer
que, si H est GKSI, il en va de méme de e”. Nous écrivons alors, pour H =

Y B ABwWB,
el = He)"-‘“"’.
B

D’autre part, puisque w% = 1, nous avons
e*8“B = ch(\p) + sh(A)wp,

et donc, puisque H est GKS1, il en va de méme de e*2“2 ., Nous avons déja remarqué
plus haut que le produit de deux fonctions GKS1 est une fonction GKS1, et il s’ensuit
donc que e est GKS1.

Passons a l'inégalité GKS2. La facon la plus simple de I’établir est d’utiliser
une astuce classique de duplication. Une fois de plus, et en utilisant cette fois-ci la
bilinéarité de la covariance, il suffit d’établir le résultat pour f = wy et ¢ = wp.
Ensuite, nous pouvons écrire la covariance de f et g en considérant deux copies
indépendantes de £, Q et Q!, et en écrivant

2o = (Nta)m) = [ [ () = F@))lolw) - o un(doem( )

(1.5)
Ecrivons w! = (w})ies, et appelons w} = Icaw}: si H sécrit Y - Acwe, en
utilisant I'identité (1.5),tout revient donc & établir que

[ = when - wh)exs(3 Ao(wo + b)) mldelpo(ds’) 2 0. (L)
xQ! C

Or, souvenons nous que, pour la mesure pg, les variables w; sont des variables de
BERNOULLI indépendantes. Nous pouvons donc réaliser le couple (w,w!) en choisis-
sant deux copies indépendantes (w;)ies et (w?)ieg et en posant w} = wiw?. Nous
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avons alors w) = waw?, et nous pouvons alors réécrire le membre de gauche de la
formule (1.6) sous la forme

J [ onant =) —uh)emp(3 dc(1-+wbloc) no(delpo(ds?). (17
xQ? C

Dans cette derniére intégrale, nous intégrons d’abord par rapport a la mesure
po(dw): Pexpression que nous obtenons est alors positive en vertu de l'inégalité
GKS1, puisque A¢(1 —w}) > 0 et (1 —w%)(1 —w})) > 0. 11 est alors clair que le
résultat final est positif. 0

2— L’inégalité GKS1 sur un ensemble fini.

Contrairement a 'inégalité FKG, nous allons voir que 'inégalité GKS1 s’étend
aisément a de nombreuses situations intéressantes du point de vue de la mécanique
statistique, ou la fibre n’admet pas d’ordre naturel.

Nous considérons ici un ensemble E fini, muni d’une mesure de probabilité
to qui charge tous les points. La finitude de E n’est pas essentielle dans ce qui
suit, mais elle nous permettra d’éviter tous les problémes de nature analytique,
et est suffisante pour les applications que nous avons en téte. Nous supposerons
que le cardinal de E est n + 1. Nous noterons comme plus haut (f)o la moyenne
> g f(a)po(a). De plus, si H : E — IR est donnée, nous noterons py la mesure de
probabilité py(a) = exp(H(a))po(a)/Z, ou Z est une constante de normalisation,
et (f)y désignera la moyenne de f pour py. Dans tout ce qui suit, IR 4 désignera
I’ensemble des réels positifs.

Nous appelerons systéme sur E une base orthonormée = de I’espace hermitien
complexe L%(E, po), formée de vecteurs (zg, z1, - - -, Zn), ayant la propriété suivante :
siz € =, il en va de méme de son conjugué 7. Si p € {0, -,n}, nous noterons p I'unique
g € {0,-,n} tel que T, = z,.

Nous dirons que ce systéme est réel si tous les éléments de = le sont, et qu’il
est unitaire si £ = 1. (Nous réserverons toujours l'indice 0 pour désigner le vecteur
1, lorsque le systéme est unitaire.)

Définition.—2.1. Nous dirons que le systéme = est GKS1 s’il vérifie les deuz pro-
Priétés suivantes :

(z) Vi€ {0, e 'an}v (-Z'i)o €eR,.

(1) V(2,5,k) € {0,---,n}>, aijk := (zizjzr)o € Ry.

Remarquons tout de suite que, pour les systémes unitaires, la condition (i) est
inutile, car (x;)o = (zizo)o = 0sii # 0, et (zo)o = 1. Si le besoin s’en fait sentir,
nous préciserons a7}, pour dénoter la dépendance en Z des coefficients a;ji.
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Définition.—2.2. Si le systéme = est GKS1, nous dirons qu’une fonction f : E — €
est GKS1 si elle s’écrit f =5, Njz;, avec A\; > 0.

Comme plus haut, et puisque = est une base orthonormée, nous avons
Ak = (fZk)o = (fzg)o-

La premiére remarque est que les parametres a;; de la définition 2.1. (ii) permettent
d’écrire la formule de multiplication analogue a (1.1):

Lemme 2.3.—Pour tout couple (i,j) de {0,---,n}?,

TiT; = Zaiﬁzk' (2.1)

k
Preuve. Puisque = est une base orthonormée de L2(E, ), la fonction z;z; s’écrit
de maniére unique Y, AxZk, avec

Ak = (2:2,Tk) = a; 3.

Corollaire 2.4.—La somme et le produit de deuz fonctions GKSI sont GKS1.

Preuve. Le résultat est trivial pour la somme. Pour le produit, on se raméne par
bilinéarité au cas ou ces deux fonctions sont des éléments de =, et on est alors ramené
au lemme 2.3. C’est alors une conséquence de la propriété (ii) des systemes GKS1.[]

De ce qui précede, nous déduisons le
Corollaire 2.5.—S8i H est une fonction GKS1, la fonction e¥ est GKS1.

Preuve. En écrivant H = Y, Ay, nous décomposons comme plus haut
el =11, exp(Akzk),

et il suffit de démontrer que exp(Arz) est GKS1. Nous écrivons alors

n

T _ 1 Pl =i
e’ = lm;on /p.—h;nfn.

p=0
Chacune des fonctions f,, est GKS1 d’apres le corollaire précédent. Il ne reste qu’a
remarquer qu’une limite de fonctions GKS1 est GKSI1. 0
Remarque.—

Dans le corollaire 2.5., on peut bien évidemment remplacer la fonction expo-
nentielle par n’importe quelle fonction entiére définie par une série & coefficients
positifs.

Nous pouvons alors énoncer le
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Théoréme 2.6.—Si H est une fonction réelle GKS1, et si f est GKS1, alors (f)y €
R.. ,

Preuve. Il suffit d’appliquer les corollaires 2.5. et 2.4. Remarquons que le résultat
précédent ne demande pas que f soit réelle. D’autre part, nous ne nous sommes
restreints aux fonctions H réelles que parce que nous ne voulions traiter que des
probabilités, et non pas des mesures a valeurs complexes ou négatives. 0

Tout ceci ne serait qu’un ramassis de trivialités s’il n’y avait des exemples
intéressants de systémes GKS1. La proposition suivante montre comment construire
des systéemes GKS1 compliqués a partir de systémes plus simples (propriété de
tensorisation) :

Théoréme 2.7.—S5i (E, ug) et (F,vp) sont des ensembles munis de deuz systémes
GKS1Z = (20, --,zn) et ¥ = (yo,- - -, yp) respectivement, le produit (E x F, uo®vy)
admet le systéme GKS1 Z@¥ = {(z;®y;), (1,7) € {0,---,n} x {0,---,p}}. Celui-ci

est réel (respectivement unitaire) si = et U le sont.

Preuve. Rappelons tout d’abord que, par définition, et pour (a,b) dans E x F,
z;Qy;(a, b) = zi(a)y;(b). Il est alors clair que ZQ ¥ est un systéme sur E x F. Pour
voir qu'il est GKS1, il suffit de considérer les produits

{(2i®Y;)(zx QU)(Zm QYn))o = (TiTkZTm )o(YjYiyn)o-

Remarquons qu’ainsi
aEQI/ = as a‘;’
(i5)(kl)(mn) ikm&jin:

0

Nous retrouvons ainsi les inégalités GKS1 de {—1,1}° de I'introduction en par-
tant de I’espace £y = {—1, 1}, muni de la mesure uniforme et du systéme réel unitaire
E = (1,w), qui est bien évidemment GKS1. Sur {~1,1}%, le systéme (w4, A C S)
n’est rien d’autre que =25, et I'inégalité GKS1 de l'introduction est alors un cas
particulier du théoréme 2.6.

De la méme facon, si E est un espace fini probabilisé muni d’une base GKS1
= = {zo, -+, 2}, on pourra considérer sur Q = E les fonctions 4 définies pour
toute application A : § — {0,---,n} par

TA =RseST A(s)-

On dira qu’un hamiltonien ou qu’une fonction sont GKS1 s’ils s’écrivent Y adaza
avec A4 > 0. On retrouve ainsi une inégalité GKS1 analogue & celle de la premiére
partie.
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En mécanique statistique, on s’intéresse & des mesures sur ES, oi S et E sont
des ensembles finis. (C’est en général plus compliqué que cela car on s’intéresse a
des propriétés asymptotiques lorsque S croit vers un graphe ayant une structure
raisonnable, en général Z ou Z¢.) Mais on ne peut rien faire de sérieux sil n’y
a pas un groupe G qui opére transitivement sur E, et tel que la mesure sur ES
ait des propriétés de stabilité, par exemple: u(ai,i € S) = u(gai,i € S), Vg € G.
Moyennant ceci, et si du moins ce groupe opére proprement, on ne perd en général
rien & supposer que E lui méme est un groupe. (Cette restriction est beaucoup moins
évidente lorsque le groupe n’opére pas proprement.) Or, pour certaines fonctions H
particuliéres sur GS (celles qui ne dépendent que des classes de conjugaison dans
le groupe G), il y a des systémes GKS1 naturels. C’est ce que nous allons exposer
ci-dessous. Pour les lecteurs qui, comme les auteurs de cet exposé, ne sont pas tres
familiers avec les groupes finis, nous commencons par faire quelques rappels.

Soit donc G un groupe fini, que nous munissons de sa mesure uniforme pg. Une
représentation de G est un homomorphisme X : G — U(E), ou E est un espace
hermitien de dimension finie, et U(E) désigne le groupe des opérateurs unitaires de
E. (On dira que X est a valeurs dans E). Une représentation est dite irréductible s’il
n’y a pas de sous espace invariant de E sous ’action de tous les X(g) autres que E
lui méme et {0}. Toute représentation se décompose en somme de représentations
irréductibles. Deux représentations X et X; dans E et F; sont équivalentes s’il
existe un isomorphisme A : E — E; tel que

Vg € G, Xi(g) = AX(g)A™".

Le fait remarquable est qu’il n’y a a équivalence prés qu’un nombre fini de représenta-
tions irréductibles. On note ¥ = {0,1,---,n} un ensemble qui paramétrise ces
représentations irréductibles a équivalence pres, c’est-a-dire que, pour tout ¢ =
0,---,n, on dispose d’une représentation irréductible X;, a valeurs dans un espace
E;, et que toute représentation irréductible est équivalente a 'une des représenta-
tions X;.

Lorsque X est une représentation, sa trace tr(X(g)) est une fonction fx de G
dans €, qui a la propriété suivante

V(g,h) € G*, fx(h™'gh) = fx(9),
comme cela se voit immédiatement sur les formules
o X(h7'gh) = X(h)"1X(g)X(Rh) (car X est un homomorphisme);
e tr(AB) = tr(BA).

Les traces des représentations irréductibles s’appellent les caractéres du groupe
G. Lorsque X; est 'une des représentations irréductibles de notre liste précédente,
nous noterons x; le caractére associé: il est bien évidemment indépendant du choix
de la représentation irréductible parmi sa classe d’équivalence. Nous appelerons =
I’ensemble de ces fonctions. Remarquons que Z contient la fonction constante 1 (qui
est la trace de la représentation triviale Zg sur €C: Z¢(g)(z) = 2,Vz € C). Clest
aussi un ensemble de fonctions stable par conjugaison, car si ¢ — X(g) est une
représentation irréductible, alors il en va de méme de g — X(g).
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D’autre part, sur le groupe G, la relation ¢ ~ k ¢ 3h, g = h™1kh est une
relation d’équivalence, pour laquelle les classes d’équivalence s’appellent les classes
de conjugaison. Nous appelerons G lensemble quotient, 7 la projection de G sur G
et fio la mesure image de po par 7: si § désigne la classe de g € G, po(9) = |91/IG,
ou |A| désigne le cardinal de 'ensemble A. D’apres ce qu’on vient de voir, les traces
des représentations sont constantes sur les classes, et définissent en fait des fonctions
sur G. Le théoréme suivant est alors fondamental:

Théoréme 2.8.—L’ensemble = est un systéme unitaire sur L2(G, fio).

Nous renvoyons au chapitre 1 du livre de D1acoNis [D] pour un exposé élémen-
taire de la preuve de ce théoréme, que l'on trouve dans tous les ouvrages de base
traitant des représentations linéaires des groupes finis. Ce qui nous intéresse ici est
en fait le résultat suivant:

Théoréme 2.9.—Le systéme = est GKSI.

Preuve. Il suffit de démontrer que, si x; et x2 sont deux caracteres, le produit
x1X2 est une combinaison linéaire & coefficients positifs des x;. Nous allons voir
qu’en fait ces coefficients ); sont entiers. En effet, soient X; et X3 les représentations
irréductibles, & valeurs dans E; et E,, dont ces caractéres sont les traces. Nous avons

x1x2(9) = tr(X1®X2(9)),

et il ne reste plus qu’a décomposer la représentation X1®X, a valeurs dans E1QFE;,
en somme de représentations irréductibles: le coefficient Ax est alors le nombre de
fois que, dans la décomposition de X;®X,, apparait une représentation équivalente

a Xy.

Nous voyons maintenant pourquoi il est important de ne pas se limiter aux
systémes GKS1 réels. Néanmoins, nous allons voir qu’on peut le faire si I'on accepte
un peu plus de symétrie dans le hamiltonien. En effet, il est tout d’abord clair
sur la définition de la conjugaison qu’elle est préservée par la transformation g —
g~!, si bien que I'on peut parler de la classe §!. Or, il découle immédiatement de
cette méme définition que, si x est un caractére, x(¢g~!) = X(g)- En particulier, les
parties réelles de caractéres c;(g) forment une base de Lz(G sy fls), OU G, désigne
le quotient de G par la relation g ~ g~!, et i, la mesure image. Puisque c;(g) est
une combinaison linéaire & coefficients positifs de x; et x7, il découle de la propriété
de multiplication que le systéme formé des c; satisfait les conditions (i) et (ii) des
systemes GKS1.

Les groupes finis ont une autre propriété remarquable de dualité que nous allons
détailler ci-dessous.

De facon générale, considérons un ensemble probabilisé fini {E, u} 4 n+1 points
tel que p(a) > 0 pour tout a de E, muni d’une base = = {zg,--,z,} de LL(E, p).
Appelons E* I'ensemble {0,---,n}, que nous munissons d’une mesure v chargeant
tous les points. Alors, pour tout a € E, les fonctions y, : E* — € définies par
¥a(i) = z;(a)y/p(a)//v(i) forment une base de L%L(E*,v). Pour s’en convaincre, il

suffit d’écrire les relations disant que = est une base sous forme matricielle X X* =
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Id, avec X{ = zi(a)y/p(a), et de remarquer que cette relation implique la relation
inverse X*X = Id, qui peut se voir de méme comme le fait que le systéme =* formé
des fonctions y, est une base de L% (E*,v).

Rien ne nous dit en général que, si = est un systéme non réel, =* soit un systeéme.
Dans le cas des groupes, c’est automatique car si x est un caractere, x(¢7!) = x(g).
De plus, si e désigne ’élément neutre de G, appelons n; la valeur de x;(e). Si E;
est un espace dans lequel se représente le caractére x;, nous avons dim(E;) = n;.
D’autre part, il est bien connu que ) ; n? = |G|. En particulier, si 'on choisit pour
v la mesure v(i) = n?/|G|, on fait de =* un systéme unitaire, I'unité correspondant
a I’élément neutre du groupe. Nous avons alors

03(1) = xi(9)V/1g]/ni.

La propriété remarquable est que Z* est encore un systéme GKS1 unitaire sur G*.
En effet, nous avons

Proposition 2.10.—Pour tous {g, h,k} dans G,

on o) = aspp | L
Xi:w( )i (Dei()v(i) = agi; PIAL

ot les coefficients aghi Sont des entiers qui sont définis de la mantére suivante : si

ke l;:, Qhk €3t le nombre d’éléments de § x h dont le produst vaut k.

Nous ne donnerons pas de démonstration de ce résultat (qui en fait est facile):
le lecteur intéressé pourra par exemple le déduire aisément de la formule donnée

dans [I, exer (3.9)].

A titre d’exemple, nous décrivons ci-dessous les systémes GKS1 unitaires sur
les ensembles & 2 ou 3 points.

Sur deux points, c’est trés facile. Tout systéme unitaire est nécessairement réel,
et s’écrit {1,z}, ou la variable = ne prend que deux valeurs. En écrivant (f) pour la
moyenne de la fonction f, on doit avoir (z) = 0 et (z*) = 1. La seule condition pour
que ce systeéme soit GKS1 est que l'intégrale (z3) = X soit positive. En écrivant que
22 est combinaison linéaire des fonctions 1 et z, on obtient

z? = a + bz.

En prenant ’espérance des deux membres, on voit que a = 1, et, en multipliant par
z et en prenant la moyenne, on obtient b = X. Les deux valeurs de = sont donc
X +vX244 X-vX?2+4

= 5 .

T et x9 = )
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Les valeurs correspondantes prises par la mesure u sont déterminées par la condition
(z) =0, ce qui donne
(1)_X2+2—X\/X2+4 et p(2) = 2
B e e fa—xJ/x2+4 e s e i —xv/x2+4

Le lecteur vérifiera sans peine que ceci donne bien un systéme GKS1 pour toutes
les valeurs positives de X.

Sur un espace a trois points, les choses sont beaucoup plus simples pour les
systémes non réels que pour les autres. Commencons par les systemes unitaires non
réels. Ils s’écrivent {1,z,7}. Les conditions d’orthogonalité s’écrivent

(z) = () = (%) = (&) = 0; (e7) = 1.

Posons
(z%) = (@) =X >0; (z?7) = (27%) = Z > 0.

En écrivant 2% et tZ comme combinaisons linéaires de 1,z et T, et en identifiant
comme plus haut les coefficients de ces combinaisons, nous obtenons

2’ =Zz + X7 (2.1)
T =14+ Z(z + 7). (2.2)

Observons tout d’abord que z ne prend pas les valeurs 0 et Z, car celd donne
une impossibilité dans ’équation (2.2). On peut donc tirer de (2.2) la valeur de
T =(1+Zz)/(z — Z), et la reporter dans (2.1), ce qui nous donne P(z) = 0, avec

P(z)=2* - 222> + Z2(X - Z)z - X.

On en déduit que z prend ses valeurs parmi les trois racines de P, dont 'une au
moins est réelle (puisque P est un polyndéme du troisiéme degré & coefficients réels).
Si z n’a pas de valeurs réelles, c’est donc qu’elle ne prend que deux valeurs distinctes,
1 et 5. Eliminons cette possibilité: en écrivant (z —z;)(z —2) = 0, on trouve une
relation 2% = az + b. En prenant les espérances, on trouve b = 0, et, en multipliant
par T, on obtient a = Z. Ceci montre que les deux seules valeurs possibles sont 0
et Z, ce qui est exclu comme nous venons de le voir. Donc, z prend au moins une
fois la valeur réelle z; : en reportant cette valeur dans (2.1), puisque z ne s’annule
pas, on voit que z; = Z + X, et, en reportant cette valeur dans (2.2), on obtient
X? =1+ Z2. Les deux autres valeurs (distinctes), sont solutions de P;(z) = 0, avec
P, =P/(z — X - Z), c’est-a-dire

P(z)=2>~(X-2)z-X(X-2)=0.

On obtient finalement les deux autres valeurs de z, 7 et z3, et les valeurs correspon-
dantes (1), u(2) et u(3) de la mesure sont obtenues en écrivant (z) = 0, (z7) = 1.
Ceci donne, en posant Z = sh(#§),

;=€ p(l) = (142" 2y =75 = —e(144iV1+ 2¢29)/2;
u(2) = p(3) = (1 + 2¢*)71.
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Le lecteur pourra vérifier que tout ceci donne bien un systeme GKS1 complexe. Le
cas 8 = 0 correspond aux caractéres du groupe Z/3Z.

Les systémes réels sur trois points ont plus de degré de liberté. Ils s’écrivent
{1, z,y}, avec les relations

(z) = (y) = (xy) = 0; (z*) = (¥°) = 1.

Nous introduisons les quatre parameétres X = (z%), Y = (4°), Z = (¢%y), T = (zy?).
Puis nous écrivons comme plus haut 22, y2, et 2y comme combinaisons linéaires de
1, z et y. En identifiant les coeflicients, il vient

22 =14 Xz + Zy, (2.3)
zy = Zz + Ty, (2.4)
y¥?=14+Tz+Yy. (2.5)

Maintenant, en écrivant 1'identité des produits scalaires (z2y?) = ((zy)?), on obtient
la relation

Z*+T? =14+ XT + 2Y. (2.6)

Commencons par étudier le cas oi ni Z ni T ne sont nuls.

Remarquons qu’alors les variables z et y prennent trois valeurs distinctes. Pour
le voir, il suffit de faire le méme raisonnement que plus haut. Faisons le pour z par
exemple: si = ne prend que deux valeurs, alors il existe une relation z? = a + bz,
et D'identification des espérances donne @ = 1, b = X, ce qui comparé & (2.3) donne
Zy =0, d’ott y = 0, ce qui est impossible.

D’autre part, z ne prend pas la valeur T, sinon, en reportant cette valeur dans
(2.4), on obtiendrait une contradiction. On peut alors tirer la valeur de y de (2.4),
ce qui donne

y=Zz/[(z -T). (2.7)
On reporte alors cette valeur dans (2.3) et on obtient P(z) = 0, avec
Pz)=2*— (X +T)e* -1+ 2> - XT)z + T. (2.8)

Les racines de ce polynéme sont les seules valeurs possibles pour z, et ce polynéme
doit donc avoir trois racines réelles distinctes. Cette condition (compliquée) s’écrit

(X +T)?+4(1+2%)[(1+ 2% - XT)2+54T(X + T))
< ITIT*X + T(X? - 2%) - X(1 + 2%)) (2.9)

Si cette condition est réalisée, alors les valeurs de u sont caractérisées par les condi-
tions (z) = 0, (z2) = 1. Réciproquement, donnons nous des coefficients réels positifs
X, Y, Z et T satisfaisant aux conditions (2.6) et (2.9), prenons pour valeurs de z
les trois racines distinctes de I’équation (2.8), et définissons y par la relation (2.7).
Définissons la mesure y par les relations (z) = 0 et (z?) = 1: on peut voir (en faisant
le calcul) que ceci donne bien une mesure de probabilité (i.e. que les solutions sont
des réels de l’intervalle [0, 1]), que la variable y satisfait I’équation (2.5) (c’est a cela
que sert la relation (2.6)) et que les relations (2.3) et (2.4) sont automatiquement
vérifiées. Il ne reste plus alors qu’a calculer les espérances pour voir qu’on a bien un
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systéme GKSI1.

Evidemment, il est bien plus difficile dans ce cas de donner une relation algébri-
que entre les parametres X, Y, Z, T et les valeurs des variables, dans la mesure ou
on ne peut pas, bien que réelles, exprimer ces valeurs sans utiliser des nombres
complexes. Il est beaucoup plus facile d’exprimer les valeurs de X, Y, Z et T comme
fonctions symétriques des valeurs de z, et de traduire ainsi en conditions sur les
valeurs des variables les conditions GKS1. On peut ainsi voir que les variables r et
y ont chacune deux valeurs positives et une négative, que le maximum est atteint
sur le méme point, et que l'ordre est inversé sur les deux autres points.

Remarquons enfin que X + T est la somme des valeurs de z, et de méme Z +Y
pour y. Ceci permet de voir qu'il n’y a pas de systéme GKS1 réel sur Z /3Z, car les
conditions d’intégrale nulle pour z et y donneraient X =Y = Z = T = 0, ce qui est
impossible. Cette obstruction n’a pas lieu pour la mesure uniforme sur un ensemble
a 4 points: les caractéres du groupe (Z/2Z)? nous en fournissent un exemple.

Il nous reste a étudier le cas ot ZT = 0. L’identité (2.6) nous montre que
ces deux constantes ne peuvent pas s’annuler ensemble. Donc, quitte & échanger les
réles de z et y, on peut toujours supposer que Z = 0. Alors, 1’égalité (2.3) nous
montre que ¢ ne prend que deux valeurs, et on peut voir grice & (2.6) que ce sont
T et —1/T. D’autre part, (2.4) nous montre que y = 0 si « # T. Comme y est
de moyenne nulle et non constante, elle doit prendre deux valeurs distinctes autres
que 0: ceci montre que = prend les valeurs (T, T, —1/T), lorsque y prend les valeurs
(¥1,¥2,0), ot y; et y, sont les deux racines de ’équation y? =Yy +1+4T? (identité
(2.5)). Les valeurs de la mesure sont établies en écrivant que (z) = (y) = 0. Ce sont
les équations satisfaites par z et y qui assurent qu’alors (%) = (y?) = 1.

3— L’inégalité GKS2.

Alors que les conditions qui assurent 'inégalité GKS1 sont plutét claires et
faciles a établir, nous allons voir qu’il n’en est pas de méme pour l'inégalité GKS2.
Dans tout ce qui suit, nous considérerons un ensemble fini E , muni d’une mesure de

probabilité y chargeant tous les points, et d’un systéme = = {1,21,--+,z,} unitaire
réel et GKS1.
Pour tout ¢ de {1,---,n}, nous considérerons sur 'ensemble E x E les deux

fonctioﬂs Suivantes
si(a,b) = zile) ¥ 2:()) -2'- zi() ; di(a,b) = n(e) — 2(b) 2— zi®)

En d’autres termes, s; = z; © 1, et d; = 2; A 1, ot la premiére opération désigne le
produit tensoriel symétrique et la seconde le produit extérieur.

Définition.—
3.1.— Soit A = {my,---,m,} et B = {n1,---,nn} deuz ensembles d’entiers. Nous
appelerons monémes toutes les fonctions s dg sur E x E de la forme

n
sadg = Hs:"‘d?‘.

i=1
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3.3. -
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Si tous les n; sont nuls, on dira que c’est un mondme en s. Son degré est
- ni +m; et sa parité sera celle de ) n;.

Nous dirons que le systéme Z vérifie la propriété GKS2 si, pour tout couple
(1,5) € {1,...,n}?, et tout monéme s4 en s, on a

// {did;sa}(a,b) u(da)u(db) > 0.
ExXE

Nous dirons que le systéme vérifie la propriété GKS2* si, pour tout mondme
sadp, on a

Ma,B = //EXE{sAdB}(a,b)p(da)u(db) > 0.

Remarques.—

3.4. —

3.6. —

3.7. -

3.8.—

La propriété GKS2* est plus forte que la propriété GKS2.

Puisque d; est une fonction antisymétrique sur E x E et que s; est symétrique,
il est clair que les nombres m4 p apparaissant dans la propriété GKS2* sont
nuls pour tous les mondémes impairs.

Les fonctions s; sont des fonctions GKS1 sur E x E, pour le systeme GKS1
Z®Z. Il en va donc de méme pour les fonctions s4, d’apres la propriété de
multiplication. On en déduit donc que les nombres m 4 ¢ sont tous positifs.

Sii € {1,---,n}, le produit s;d;(a,b) vaut z?(a)—z2(b). Or, nous avons vu dans
la premiére partie que z7 =) ; @iijTj, ou les ajjk sont des coefficients positifs.
Ceci donne s;d; = Zj a;ijd;. On voit donc que, si 'un des produits m;n; est
non nul, la quantité m4 p s’exprime comme combinaison linéaire & coefficients
positifs de quantités m¢, p, ou le degré de scdp est strictement inférieur a celui
de sadp. En répétant le procédé, on voit qu'il suffit pour vérifier la propriété
GKS2* de la vérifier pour des A et B a supports disjoints.

Si des fonctions y; sont GKS1, alors toute expression de la forme
o™ @A™
i

est combinaison linéaire & coefficients positifs de mondmes. Elle a donc aussi
une intégrale positive sur E x E.

L’'intérét de la propriété GKS2 réside dans le résultat suivant, analogue 3

I'inégalité GKS2 de la premiére partie:
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Proposition 3.9.—3i le systéme = vérifie la propriété GKS2, et si le Hamiltonien
H est GKS1, deuz fonctions GKSI sont positivement corrélées pour la mesure py.

Preuve. Comme dans la démonstration de la méme proposition dans la premiére
partie, on se ramene au cas de la corrélation de ; et ;. Posons

= Z Aizi(w), avec A; > 0.

En se rappelant que py(dw) = exp(H(w)) po(dw)/Z, oit Z est une constante de

normalisation, on écrit
2(zizj ) — (zi)m(zj)u) =
75 [ [ i) =) - 5,
< exp( M) 2] ol ol )

4 ]
= ﬁ//;XEdidjexp[g 2Xksk] po(dw)pio(dw').

Il ne reste qu’a approcher ’exponentielle par des sommes finies

Y03k 2Mksk)?/p! (il n’y a aucun probléme de convergence puisque, travaillant sur
un ensemble fini, toutes les variables qui apparaissent sont bornées), & développer
cette approximation en combinaisons linéaires finies de la forme ) , pas4, avec
ua > O, et & appliquer la propriété GKS2.

Le probléme qui surgit est de savoir comment vérifier la propriété GKS2 sur
des ensembles de la forme E, pour le systéme Z%5: il n’est pas certain que cette
propriété soit stable par tensorisation. C’est a cela que sert la propriété GKS2* : en
effet, nous avons la

Proposition 3.10.—Soient E; et E; deuz ensembles mesurés finis munis de systé-
mes GKSI unitaires réels =y et E, vérifiant la propriété GKS2*. Sur le produit
Ey x Ey, le systéme =1 QZy vérifie la propriété GKS2*.

Preuve. Rappelons que s; = z; ® 1 et d; = z; A 1. Nous noterons s} et d! les
fonctions sur E; x E; relatives au systéme =, et s? et d? celles relatives au systeme
E2. Sur le produit (E; x Ea) x (Ey x Ej), et avec I'identification évidente de (E; x

E;) x (Ey x Ey) avec (Ey x E1) x (Ez2 x E,), écrivons
(z@y)0(1R1)=(z01)R(YO L +(zA1)®(yAl), et
(2@y) A (181) =AY O 1) +(z01)&(yAl).

Cela donne
S(ij) = 8i®s; + di®d; ; d(;j) = si®d; + d;®s;.
On voit donc que les fonctions s4dp calculées pour le systéme =; ® 2, s’écrivent

comme combinaisons linéaires a coefficients positifs de fonctions (s}41 dp, )(X)(.s?,12 dsz ).
On en déduit immédiatement la propriété GKS2* pour E; x E,.
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Désormais, nous appelerons systeme GKS2* tout systéme GKS1 unitaire réel
satisfaisant la propriété GKS2*.

Nous obtenons donc le résultat analogue & la proposition (3.9), mais sur ES au
lieu de E. Comme plus haut, étant donné un systéme GKS2* = sur E, on considére
le systéme GKS2* =% sur ES, et la notion de fonction GKS1 est relative a ce
systéme. Nous avons alors le

Corollaire 3.11.—Soit E un ensemble probabilisé fini muni d’un systéme GKS2*
=, s H est un hamiltonien GKS1 sur ES3, la corrélation pour py de deuz fonctions
GKS1 est positive.

Preuve. Il suffit d’appliquer les deux propositions précédentes. 0

Le principal avantage de la formulation précédente est qu’il suffit de vérifier la
propriété GKS2* sur E, qui en général est un ensemble simple et bien connu, pour
avoir sur ES, qui est a priori de plus en plus compliqué & mesure que |S| croit vers
Pinfini.

Jusqu’a présent, nous n’avons pas réussi & mettre en évidence un seul systeme
GKS1 unitaire réel qui ne vérifie pas la propriété GKS2*; cette situation semble
suggérer que la propriété GKS1 pourrait entrainer la propriété GKS2* et donc la
propriété GKS2. Si tel était le cas, la propriété GKS2* deviendrait inutile au vu de
la, proposition 3.9 et du théoréme 2.7.

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de systémes vérifiant la propriété

GKS2*:

Proposition 3.12.—Sur un ensemble ¢ deuz points, tout systéeme GKSI unitaire
satisfait la propriété GKS2*.

Preuve. Considérons un systéme GKS1 unitaire {1,z}. Il n’y a qu’une seule fonc-
tion s et une seule fonction d. Compte tenu de la remarque 3.7, les seules conditions
3 vérifier sont que, pour tout entier n, les quantités (s") et (d") sont positives. La
remarque 3.6 régle le cas des premicres. Pour les secondes, on peut se ramener au
cas n pair par la remarque 3.5, auquel cas il n’y a rien & dire. 0

Ensuite, nous recopions de [Gi] le résultat suivant :

Théoréeme 3.13.—So0it G un groupe commutatif fini et G, son quotient par la
relation g ~ g~'. Les parties réelles des caractéres des représentations irréductibles
forment un systéme GKS2*.

Preuve. Nous avons déja vu que, pour tous les groupes finis, les parties réelles
des caractéres forment un systéme GKS1 unitaire réel. Il nous reste & voir le plus
difficile, c’est a dire que I'inégalité GKS2* est satisfaite.

Dans tout ce qui suit, nous noterons Z, le groupe additif Z/pZ. Rappelons
tout d’abord qu’un groupe fini est un produit de groupes Z,, : posons donc G =
1=, Z,,. (Attention, il ne faut pas confondre I’ensemble quotient G, avec le produit
des ensembles quotients: il y a beaucoup plus d’éléments dans le premier que dans
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le second.) Les caractéres de Z, s’écrivent ¢ — exp(2infyg), avec 8 = k/p, k =
0,---,p—1. Les caractéres du produit (qui sont les produits des caractéres) peuvent
donc se paramétrer par I’ensemble

(-) = {(ki/pi)i=l,~~~,n7 ki = 0, P — 1'}

Pour tout § € ©, nous noterons expy(g) = exp(2ir Y, 8;g;) la valeur du caractére
correspondant sur ¢ = (g;)i=1,...,n; sa partie réelle sera notée cosg(g) et sa partie
imaginaire sing(g). Sur G X G, nous considérons les sommes sy et les différences dy
correspondant aux fonctions cosg, et nous avons & démontrer que les quantités

map= Y [[st0dE

(9,h)EGXG €O
sont positives, ou A(8) et B(#) prennent des valeurs entiéres.

Introduisons alors le groupe G= M7, Z4p,, et considérons le sous groupe Gy
4 2" points formé des éléments g tels que 2g = 0. (Pour tout 7, g; = 0 ou p;). Le
groupe G s’identifie alors au quotient G /Go: si §; est dans Zyp,, §i et §; + p; ont la
méme valeur dans Z,,. Appelons p la projection de (/G sur G. Tout caractére 6
de G se remonte en un caractére sur G, avec la formule expo(g) = expg(p(§)). (Ceci
revient a dire que, pour 6 € ©, la fonction expy(§) prend la méme valeur sur tous les
antécédents d’un point donné de G.) Si © désigne I'ensemble des caractéres de G,
on plonge ainsi © dans © par la formule évidente (k;/p;) — (2ki/2p;). Remarquons
qu'ainsi, si § € ©, 6/2 € 0.

A(8) ;B(6)
o()de

On remonte de méme les fonctions Heee s en des fonctions f4,p sur

G x G, et il nous reste & voir que

Z fA,B(gvh) 2 0.
GxG
Ecrivons maintenant les formules d’addition des cosinus:

cos(a) + cos(b) a+b b—a, cos(a)—cos(b) . a+b . b—a
———2—-———cos( ) cos( 5 ); 3 = sin( 5 ) sin( 3 ).

Elles se traduisent par

s6(g, iz) = cosg/2(g + iz) coso/z(iz —g), et
de(9, il) =sing2(§ + il) Sino/z(il - §)

C’est pour donner un sens & ces formules que nous avons introduit G. Si on appelle
maintenant g4 g(g) la fonction

(C) ]
H COSO/z)(g) sxne o )(9),
6o

nous voyons que f4 g(g, iz) =ga,B(§+ lAz)gA,B(iAz - §)-

Il ne nous reste plus qu’a montrer que, pour toute fonction f réelle définie sur
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G, la quantité
my= Y f(g+h)f(h-g)
GxG
est positive. Pour cela, considérons ’application ¢ : G x G — G x G définie par
p(3,h) = (9 +h,g - h).
C’est un homomorphisme de groupe dont il est aisé de déterminer le noyau et I'image.
Commencgons par le noyau: c’est 'ensemble des (§,h) = (gi,9:) avec pour tout 1,
gi = 0 ou g; = p;. (Ce n’est pas Gy X Go!) Il a 2™ éléments.

Pour décrire I'image, appelons ZEO) le sous groupe de Z3p, formé des éléments
de la forme 2g, et Zgl) son complémentaire. Pour tout ¢ € {0,1}", posons G, =
IL de‘). Alors, 'image s’écrit |J, G x G : pour s’en convaincre, il suffit de remar-
quer qu’un couple (z;,t;) dans ng s’écrit (g; + hi, g; — h;) si et seulement si z; +¢;

et z; — t; sont dans Zgo) , ce qui est encore équivalent a dire que g; et h; sont tous

les deux dans la méme classe Zgo) ou Zgl) .
Une fois ceci fait, ¢ étant un homomorphisme de groupe, tous les points de
I'image ont le méme nombre 2™ d’antécédents, et on peut écrire

Yo fa+hf@-hy=2" Y f)fE) =

GxG (z,2")€Im(¢)

=22y Y f)fE)=2" Z(GZ f(2))? > 0.

€ (2,2/)€EGxG.

0

La propriété GKS2* établie pour les groupes commutatifs peut nous permettre
d’établir une propriété analogue pour certains groupes non commutatifs. A titre
d’exemple, nous allons traiter le cas du groupe D, des symétries d’un polygone
régulier a n cotés, pour n impair. Pour cela, nous commencgons par un petit lemme
technique.

Considérons un ensemble probabilisé fini muni d’un systéme GKS2* (E, u,E).
Supposons pour fixer les idées que E a (n + 1) points et que = = {1,zy, --,2n}.
Nous nous proposons de rajouter a E un point supplémentaire s, ayant au moins la
moitié de la masse totale, et de construire sur ce nouvel ensemble un systéme GKS1
unitaire réel possédant la propriété GKS2*.

Pour cela, appelons E ensemble EU{s}, et considérons un paramétre v €]0, 1[.
Comme probabilité i sur E, prenons ji(s) = v, ji(a) = (1—v)u(a), pour a € E. Nous
allons prolonger les fonctions z; & E en posant ;(s) = 0, et nous les normalisons en
posant &; = z;/+/1 — v. Nous introduisons une nouvelle fonction £, sur Een posant

Zola)=a>0, si a€E, i,(s)=p, avec

a(l —v)+ Bv =0, a?(1 —v) + f%v = 1. Ceci détermine uniquement les valeurs
et § (remarquons qu’alors 3 < 0), et nous permet de considérer le (n + 1)-uplet de
fonctions = = {1,£1," -+, &n,&s} sur E. Nous avons alors le
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Lemme 3.14.— $i v > 1/2, Z est un systéme GKS2*.

=)

Preuve. Il nous faut tout d’abord vérifier que = est une base orthonormée de
L2(E, Q). Tous ses éléments étant de norme 1 par construction, il suffit de vérifier
qu'ils sont orthogonaux. Le fait que les fonctions ; prennent la valeur 0 sur s pour
¢ =1,--+,n permet de prolonger 'orthogonalité des fonctions z; sur E a E. D’autre
part, z, est orthogonale & 1 par construction, et étant constante sur E, elle est
orthogonale aux &;, pour ¢ = 1,---,n, car celles-ci sont de moyenne nulle sur E.

Pour vérifier que ce systéme est GKS1, il nous faut considérer les moyennes
Y #ida)zj(a)r(a)in(a),
E

pour tous les triplets (z,7,k) € {1,---,n,0}3. Si (¢,7,k) € {1,---,n}3, cela provient
de la propriété GKS1 de Z. Si un ou deux des éléments (¢, 7,k) vaut o, le résultat
est le méme, a une constante positive prés, que ce que nous obtiendrions sur E en
remplagant z, par 1, puisque Z;(s) = 0 si ¢ # o, et z, est une constante positive
sur E. C’est donc a nouveau positif par le fait que = est une base. Il nous reste le
cas ¢t = j = k = o, et c’est 1a qu’apparait la condition v > 1/2. Remarquons que
la condition v > 1/2 entraine également que o + 8 > 0, propriété dont nous allons
nous servir un peu plus bas.

Il nous reste & vérifier la propriété GKS2*. Pour cela, appelons d; et 3; les
fonctions #; A1 et &;®1 sur E x E. Il nous faut vérifier que, pour tous les choix
d’entiers (m;, n;),

Yogsgedy I sMdrHa,d) pla)u(a’) > 0. (3.1)

ExE i€{1,+,n}

Appelons F la fonction Hi€{1,~-~,n} §:""(i?", et F' la fonction §™ed" F. D’apreés les
remarques 3.3 a 3.7, nous pouvons supposer que la somme Y i€{1,n,0} T €St paire
et non nulle, et que myn, = 0. Dans tous les cas, ﬁ’(s,s) = 0, et 'inégalité (3.1)
s’écrit

(1=v)? Y [s0edre)(a,a')F(a,a")u(a)u(a')+
ExE

20(1—v) Y [57d2(a,s)F(a, s)u(a) > 0.
E

Nous allons voir que, si ny ou m, est nul, chacune de ces sommes est positive.

Commengons par le cas m, = 0,n, > 0. A une constante positive prés, la
premiére somme s’écrit,

Lny=o0) D sTd(a,a)u(a)u(a’),
ExXE

qui est positive par la propriété GKS2* du systéme Z. Pour la seconde somme,
remarquons que $;(a, s) = di(a,s) = Zi(a), et d'"(a,s) = (a — B)"=. Cette derniére
quantité est positive car @ > 0 et < 0, et la somme se rameéne (toujours & une
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constante positive pres) a

> 2™ (a)u(a),
E

qui est positive ou nulle par I'inégalité GKS1.

Le cas n, = 0 se traite de la méme maniere. Devant la somme sur E x E
apparait la valeur de sJ'v sur E X E, qui est a™° > 0, et on se ramene a I'inégalité
GKS2* sur E x E pour le systéme =; devant la somme sur E apparait la valeur
s™e(a,8) = (“—}é)m", qui est positive. . 0

Remarque.—

3.15.— Lorsque nous avons un systéme GKS1 unitaire réel sur 3 points pour lequel
I'un des facteurs Z ou T introduits a la fin du chapitre précédent est nul, nous
sommes exactement dans le cas d’extension de 2 a 3 points que nous venons de
décrire. Puisque tous les systémes GKS1 unitaires sur deux points vérifient la
propriété GKS2*, nous voyons qu’il en va de méme des systémes GKS1 unitaires
réels sur trois points vérifiant ZT = 0.

Nous pouvons maintenant aborder les groupes diédraux D, d’ordre impair.
C’est un groupe réel (tous ses éléments sont conjugués a leur inverse), si bien que
tous les caractéres sont réels. Nous avons

Proposition 3.16.—Pour n impair, les caractéres des représentations irréductibles
de D,, forment un systéme GKS2*.

Preuve. Par définition, D, est le groupe des isométries d’un polygone régulier
4 n cotés. Il est assez simple a décrire: si on représente le polygone dans le plan
complexe par exp(2ikn/n), k =0,---,n — 1, ce groupe est engendré par la rotation
r :z — exp(2im/n)z et la symétrie s : z — Z. Sachant que ™ = 1, que s2 = 1
et que st = r~ s, on voit que ce groupe est formé des 2n éléments r¥ et sr¥,
(0 € k < n—1). Lorsque n est impair, les classes pour la relation de congruence

sont en nombre 1,;—1 + 2: ce sont

e Les classes & deux éléments ry = {r¥,r~%} 1 <k <(n-1)/2;
o La classe 1 de I'identité.

e La classe & n éléments s = {sr*, k=0,---,n —1}.

Sa table de caractéres est
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g 1 ri (1< k<25 s

2nu(§) 1 2 n

g 1 1 1

Tq 1 1 -1

zj 2 2cos(2mjk/n) 0
(1<j< 25

On voit donc que nous sommes dans la situation du lemme, ou ’espace E est
I’ensemble quotient de Z /nZ par la relation g ~ —g. 0

Le méme lemme 3.14. permet d’étendre le résultat de la proposition 3.16. au
produit semidirect G = Z; « G, ot G est un groupe commutatif de cardinal
impair. Pour le définir, commencons par décrire 'action de Z, = {—1,1} sur G
par ¢(g)g = ¢¢, pour g € G et € € Z,. Le produit semidirect G est alors le produit
ensembliste de Z; par G, muni du produit (e, g)(e',¢') = (e€', g¢'¢). Comme nous
allons le voir, ce groupe a tous ses éléments réels (i.e. conjugués a leur inverse),
et donc tous ses caractéres sont réels. En appelant G, Densemble de ses classes,
muni comme d’habitude de la mesure image, on peut alors étendre la proposition
précédente & G, :

Proposition 3.17.—Les caractéres des représentations irréductibles de G forment
un systéme GKS2* sur G,.

Preuve. Posons |G| = 2p + 1 pour fixer les idées. Commencons par décrire G et
ses classes: en appelant s I’élément (—1,1), on voit que tout élément s’écrit g ou sy,
avec g dans G. (G se plonge naturellement dans G par g — (1,¢)). Comme dans
D,,onas?=1et sg =g 1s. Ces deux propriétés permettent de décrire les classes
de congruence: la classe de g € G se réduit a (g9,97'); il y a ainsi une seule classe
de cette forme a 1 élément, et p & deux éléments. En effet, le cardinal de G étant
impair, le seul élément g égal & son inverse est ’élément neutre. La classe de sg est
I’ensemble des éléments de la forme sgh? ou sg~'h%, pour h € G. Mais, le cardinal
de G étant impair, l’application ¢ — g% est une bijection de G, et donc tous les
éléments de la forme sg sont dans la méme classe, qui est de cardinal 2p + 1. En
appelant G, le quotient de G par g ~ ¢g~!, on voit que G, s’identifie & G, U {s}. De
plus, en appelant v la mesure de {s} dans I’ensemble quotient, on voit que v = 1/2.

Pour appliquer le lemme, il nous faut identifier les représentations irréductibles.
Iy en a p+ 2 (autant que de classes). Nous allons voir qu’il y en a exactement 2 de
dimension 1. En effet, le nombre de représentations irréductibles de dimension 1 non
équivalentes est toujours égal au cardinal du groupe quotient G/Gy, ot Gy est le
groupe engendré par les commutateurs ghg~1h~!. Ici, il est facile de voir que Gy est
le groupe engendré par les carrés d’éléments de G, c’est-a-dire G lui méme comme
nous venons de le voir. Le quotient est Z5, et donc il y a deux représentations de
dimension 1.
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En considérant 1’équation aux dimensions ) 0 nf, =|G|,oun o désigne la dimen-
sion des représentations irréductibles et ol la somme porte sur toutes les représenta-
tions irréductibles non équivalentes, on voit que toutes les autres représentations sont
de dimension 2.

Commengons par les deux représentations de dimension 1: il y a comme toujours
la représentation triviale, & caractére constant, et ’autre, que nous appelons z,.
Comme G est un sous groupe de G, la restriction & G d’une représentation est une
représentation de G. Comme G est réel, cette représentation (identique au caractere
puisque nous sommes en dimension 1) n’a que des valeurs réelles: or, il n’y a qu’une
seule représentation réelle sur G: c’est la représentation triviale (cela provient du
fait que sur G, le seul point réel soit 1'élément neutre). On voit donc que z, est
constant sur G.

Aucun caractére de G ne peut s’annuler sur G, tout entier: en effet, étant
orthogonal aux constantes, il devrait s’annuler sur {s}, ce qui est absurde. Remar-
quons aussi que nous disposons déja de deux caractéres constants sur G, et qu’il
n’y en a pas d’autre, a cause des relations d’orthogonalité: si ce n’était pas le cas,
nous disposerions sur 'espace L?(G,) muni de la tribu engendrée par {G,} et {s},
qui est un espace a deux points, de trois fonctions orthogonales et non nulles: c’est
impossible.

Passons aux représentations de dimension 2: comme plus haut, G étant un
sous groupe de G, la restriction d’une représentation irréductible se décompose en
somme de représentations irréductibles sur G ; comme les caractéres sont réels, on
voit que, pour les p représentations irréductibles de G de dimension 2, le caractére
correspondant ne peut prendre sur G que deux formes: soit ¢ — 2 = 1 + 1, soit
g — 2cosg(g), ot cosy est la partie réelle d’une représentation irréductible sur G. Le
premier cas est exclu par la remarque faite plus haut, et il nous reste que le second
cas. Appelons Cy ce caractere sur G. Comme Cy est orthogonal aux constantes
sur Gy, et que sa restriction l'est sur G,, on voit que Cy(s) = 0. Il nous reste a
remarquer que les Cy étant tous distincts, on retrouve exactement sur G, toutes les
parties réelles des caractéres de G (qui sont en nombre p).

Ce que nous venons de décrire sur les caractéres de G montre que nous sommes

~

a nouveau dans la situation du lemme, et donc que le systéme ainsi décrit sur G,
satisfait I'inégalité GKS2*. 0
Avant de passer a la démonstration de la propriété GKS2* pour les groupes
diédraux d’ordre pair, nous allons donner une généralisation du lemme 3.14, qui
va prendre une forme plus compliquée. Pour cela, étant donné un systéme GKSI1
unitaire réel
{zi,1=0,---,n} sur {E, u}, et une partie A de {1,---,n}, nous appelerons monéme
de base A toute fonction sur E x E de la forme

I Ay (@ion™
1€EA
avec, pour tout 7, m;n; = 0, et la somme . n; paire et non nulle.
Lemme 3.18.—Soit (E,u,= = {z;,i € 0U A}) un ensemble probabilisé fini muni

d’un systéme GKSI unitaire réel. On suppose que E = E; U E; et A = A; U A,
avec
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EiNE; = A1) A2 = 0. On considére sur Ey la probabilité p, définie par
wi(a) = p(a)/p(Ay), et on considére sur (Ey,p1) un systéme GKS2* Z;. On sup-
pose que:
(i) Pour tout i € Ay et tout a € Ey, z;(a) =0.
(ii) Toutes les restrictions des fonctions de = & Ey sont GKS1 pour Z1.
(i1) Pour tout mondme F(a,a') de E de base Ay, la fonction sz F(a,a') pu(da') est
GKS!1 pour (Elv Hi, El)

(iv) Les monémes de base A; ont une intégrale positive sur E x E.

Alors, = est un systéme GKS2*.

Les conditions du lemme pourront paraitre moins obscures si ’on écrit le tableau
des valeurs des fonctions de =

E, E,

Ay [Ep et GKS29 GKS2*

Ay = 0

Preuve. Considérons un monéme F(a,a') de base A. C’est le produit d’'un moné-
me F) de base A; et d’un monéme F, de base A,. Le cas ou F, est constant se
traite aisément par la propriété (iii).

11 reste le cas ou F, est non constant : puisque les fonctions z; sont nulles sur
E; pour ¢ € Ay, F, est nul sur Ey x Ey; sur Ey X Es, Fy(a,a') = Ga(a), oi G, est
un produit de fonctions z;, avec ¢ € Ay. G3(a) est donc une fonction GK S1 pour le
systéme =;. On écrit

/ F(a,a') p(da)u(da’) =
ExXE

/ Flo,a)u(da)uda’) +2 [ Ga()Fa(o,ayu(da)u(da’) =
EixE;

EixE,

[, P utdantaa + [ Gala [, Filosd) utda i

La premiere intégrale est positive car F est sur E; un mondéme construit & partir
de fonctions GKS1 pour le systéme GKS2* Z; (remarque 3.8.); pour la seconde,
on integre sur E; le produit de deux fonctions GK S1 pour =i, grace & la remarque
qui précede et a la propriété (iii). L’intégrale est donc également positive. 0

Remarques.—

3.19.— On voit d’apres la démonstration qu’il suffit d’avoir la propriété (iv) pour les
monomes qui ne s’annulent pas sur F, x E,.

3.20.— La condition (iii) sera automatiquement vérifiée dés qu’on aura la situation suiv-
ante: en désignant par E3 I’ensemble quotient de E par la relation d’équivalence

a~boVie Ay z(a) =zi(b)
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et par p3 la mesure image de p par la projection 7 de E sur Ej, il existe sur
E; un systeme GKS2* =3 pour lequel les fonctions #; obtenues par projection
de z;,(i € A;) sont GKS1. En effet, si Fy(a,a’) est un produit de sommes et
de différences de fonctions de z;(a) et z;(a’) pour i € A;, cette fonction s’écrit
Fy(n(a),n(a')), ot Fy est le monéme correspondant construit avec les fonctions
Z;.On a

| Ad)udautds) = [ By us(dns(ay).

ExE E3xE3

Or, les fonctions &; sont combinaisons linéaires a coeflicients positifs des fonc-
tions de =3, et F' est donc elle méme une combinaison linéaire & coefficients
positifs de monomes de Z=3. Son intégrale est donc positive par la propriété

GKS2* de =3.

Nous passons maintenant a 1’étude des groupes diédraux D, d’ordre pair: nous
avons

Proposition 3.21.—Pour n pair, les caractéres des représentations irréductibles
de D, forment un systéme réel vérifiant la propriété GKS2*.

Preuve. Comme dans le cas impair, D, est I'union de Z, et de sZ,. On peut
aussi le voir comme le groupe engendré par les éléments s et r avec r® = s = 1,
sr = r~1s. Il a 2n éléments. Décrivons d’abord ses classes: en posant n = 2m, ses
classes sont

o Les deux classes 1 = {1} et m = {r™} a 1 élément.
o Lesm—1classesry = {r*,r~'}, k=1,---,m— 1.

e Les deux classes & m éléments s = {sr?*} et sr = {sr?¥*1} k=0,---,m — 1.

1l a 4 caractéres de dimension 1, que nous notons zg = 1, 21, 22 et z3, et m—1
caractéres de dimension 2, que nous notons y;, i = 1,---,m — 1. En remarquant que
les classes 1, m et r sont en fait des classes de Z,, on voit que la restriction a Z,
des 4 caractéres de dimension 1 sont en fait les 2 caractéres réels de Z,, chacun
d’eux répété 2 fois, et que la restriction des autres sont 2 fois les parties réelles des
caracteres non réels de Z,,, répétés une fois chacun. On peut trouver la table de
caractére de Ds,, dans [JL, p. 183] par exemple. C’est
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i 1 m rk(1<k<m-1) s Sr
2nu(§) 1 1 2 m m
Zg 1 1 1 1 1
21 1 1 1 -1 -1
T2 1 | (-1)™ (-1)" 1 -1
T3 1 | (-1)m™ (-1)" -1 1
Y; 2 | 2(-1) 2 cos(2inrj/n) 0 0
(1<j<m-1)

Nous sommes alors dans la situation du lemme 3.18. L’ensemble E des classes
de D,, se décompose en deux parties
E, ={l,m,ry, -+, rm—1} et Ey = {s,sr}. E; s’identifie au quotient de Z/nZ par
la relation g ~ g~!. Nous venons de voir que les restrictions des caractéres a F; sont
des parties réelles de caracteéres de Z /nZ, qui forment donc le systéme =;.

La classe A; est formée des caractéres {z1,z2,z3} et Ay des caractéres {y;}

Pour la propriété (iii), nous appliquons la remarque 3.20. Les 4 premiers car-
actéres ne prennent que les deux valeurs 1 et —1, et le quotient Ej s’identifie & un
ensemble & 4 points de méme masse (ce n’est pas la méme identification selon que
m est pair ou impair). Les 4 premiers caractéres ont aprés passage au quotient la
table de valeurs suivante:

1(3) 1/4 | 1/4 1/4 1/4
o 1 1 1 1
zl 1 1 -1 -1
T2 1 -1 1 -1
oz, 1 -1 -1 1

On reconnait la table de caractéres de (Z/2Z)%. Ce n’est pas étonnant, car
(Z/2Z)? s’identifie au quotient G/[G,G], ou [G, G] est le groupe engendré par les
commutateurs. (C’est une propriété générale de la table des caractéres de dimension

1.)

Il ne nous reste plus pour appliquer le lemme qu’a démontrer que la propriété
(ii1) est vérifiée. Appelons comme d’habitude s; et d; les fonctions z; ® 1 et z; A 1,
pour ¢ =1, 2, 3. On remarque que s; et d; sont constantes sur E; x E, et valent 0
ou 1. On peut donc se ramener & étudier sur E; x E; des mondmes en sy, dy, 3,
d3. Or, toujours sur Ey x E,, on a sedy = s3ds = (1 —1)(£1+1) =0, et s = d3,
s3 = dz. On peut donc toujours se restreindre pour la propriété (iii) aux mondmes
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s} ou s}, auquel cas nous avons

/E s5(a,b) p(db) = (1/4){(22(a) + 1P + (2(a) - 1)"}.

En développant le deuxiéme membre de 1’égalité précédente, on obtient un polynéme
en z, & coefficients positifs: c’est donc une fonction GK S1 sur E;.

Le méme résultat a lieu pour s3 car x; et z3 ont méme restriction & E,. Ceci
acheéve la démonstration. O

Enfin, pour compléter cette étude, nous considérons les différents groupes d’iso-
métries des polyedres réguliers de ’espace. Ceux-ci sont

o Tétraédre: groupe Sy ;
o Octaedre et cube: groupe Sy X Zo;
e Isocaedre et dodécaédre: groupe As X Z,.

Gréce a la propriété de tensorisation, nous voyons que pour vérifier la propriété
GKS2* pour le systéme des parties réelles des caractéres sur chacun de ces groupes,
il suffit de le faire sur les deux groupes S; et As. Nous en donnons ci-dessous les
tables de caracteéres:

Table du groupe S;.

Rappelons que, sur Sy, les classes de conjugaison sont données par la décomposi-
tion en cycles. Sur Sy, il y en a donc 5: 1, (12), (123),(12)(34), (1234). Tous les

points sont réels (conjugués a leurs inverses), donc les caractéres sont réels. 1y a §

caractéres, que nous notons x;, ¢ = 0,---,4. On trouve sa table de caractéres dans
[JL, p.180]: :

g 1 (12)(34) (123) (12) (1234)

24u(§) 1 3 8 6 6

X0 1 1 1 1 1

X1 1 1 1 -1 -1

X2 2 2 -1 0 0

X3 3 -1 0 1 -1

X4 3 -1 0 -1 1

Table du groupe As.

Les classes de conjugaison du groupe As sont également au nombre de 5, et
sont aussi réelles: on prendra comme représentants des classes les points 1, (123),
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(12)(34), (12345), (13452). Les caractéres sont une fois de plus réels, et on les note
Xi, 2 = 0,---,4. On trouve la table dans [JL, p.220]:

F 1 (123) (12)(34) | (12345) | (13452)
60u(3) 1 20 15 12 12

Xo 1 1 1 1 1

X1 4 1 0 -1 -1

X2 5 -1 1 0 0

X3 3 0 -1 a F;

X4 3 0 -1 B a

(Dans cette table @ = (1 +v/5)/2, B = (1 —/5)/2.)

Commencgons par étudier le groupe S4. Nous avons

Proposition 3.22.—Les caractéres des représentations srréductibles de Sy forment
un systéme réel vérifiant la propriété GKS2*.

Preuve. Nous décomposons les classes de Sy en Ey = {1,(123),(12)(34)} et

E, = {(12),(1234)}. De méme, nous décomposons les caractéres en

Ay = {x1,x3, x4} et A2 = {x2}. Sur Ej, les valeurs des caractéres n’engendrent que
3 fonctions distinctes, dont les valeurs sont données par la table

g 1 (12)(34) (123)
1241(9) 1 3 8
X0 1 1 1
X2 2 2 -1
X3 3 -1 0

1l s’agit de la table des caractéres du quotient de A4 par la relation g ~ ¢!
(x2 n’y est pas normalisée, mais c’est sans importance). Nous allons voir plus bas
qu’elle vérifie la propriété GKS2*.

Admettons pour I'instant cette propriété. Pour appliquer le lemme 3.18., com-
mencons par vérifier la propriété (iii) pour les monémes de base {1,3,4}. Nous
appelons comme d’habitude s; et d; les fonctions z; ©® 1 et z; A 1. Nous remarquons
tout d’abord que, sur E; x E;, nous avons s; = 0, dj = 1, 83 = dy, d3 = 34, si bien
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u’on se rameéne a vérifier la propriété (iii) pour les seuls monomes s5s;. D’autre
? m fier I t ! 1 Psi. D’aut
part, les restrictions de x3 et x4 & E; sont égales. Au bout du compte, on a

apq 1= /E shs3(a,b) u(db) = %{(Xs —1)P(xs + 1)+ (x3 + 1)P(xs — 1)}

On peut supposer que p < ¢, et, en posant r = ¢ — p, on obtient

apg = (x5 = DP{Oxs + )"+ (xa = )"}

Le terme entre accolades est un polynéme a coefficients positifs en x3, et donc une
fonction GKS1 sur E;. D’autre part, fEl x2(a) p1(da) = 1, et donc, toujours sur
El’

X2 = 14 Axs + Bxa, o A et B sont des constantes positives. Donc, x — 1 est
GKS1 sur Ej, et il en va de méme de (x% — 1)?.

I nous reste & démontrer la propriété (iv). En suivant la remarque 1 qui suit le
lemme 3.18, il suffit d’établir I'inégalité GKS2* pour les monomes de base {1, 3,4}
qui ne s’annulent pas sur E3 X Ey. Or, sur E; X Ej,onas3 =s4 =dy =0,d; = —dy,
s1 = —1. On voit qu'on se raméne & étudier les seuls mondmes s7d}dj, avec p + ¢
pair et non nul. On les divise en deux sous-cas:

1- n > 0: dans ce cas, s; étant nulle sur Ey x Ej, et égale a 1 sur E; X Eq, d3 et
dy étant égales sur E; x Ey, on est ramené a démontrer que, pour tout £ > 1

et tout p,
[ areey [ azo
E,xE, E;xE,

On le vérifie aisément & la main. (Remarquer que le résultat est nul pour k =
p=1).

2- n = 0: on se raméne au cas p et ¢ impairs, et on fait le calcul a la main: une
fois de plus, le résultat est nul pour p = ¢ = 1, mais ce n’est pas surprenant. []

Il nous reste a établir la

Proposition 3.23.—Sur le quotient de A4 par la relation g ~ g~ et la relation

de conjugaison, les parties réelles des caractéres des représentations irréductibles
forment un systéme GKS2*.

Preuve. La table de caractéres a été donnée plus haut. Nous appliquons le lemme
3.13. La restriction & E; = {1,(12)(34)} de la table de caractéres nous donne la
table de valeurs

z 1 (12)(34)
4p1(z) 1 3

Xo 1 1

X3 3 -1

Il s’agit d’un systéme GKS1 sur deux points (car [ X3 du; > 0). C’est donc un
systeme GKS2* par la proposition 3.12. Il reste 4 remarquer que la table a étudier
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est construite & partir de la précédente par la méthode décrite dans le lemme 3.12.
(On aurait pu tout aussi bien appliquer le lemme 3.18 et la remarque 3.20.) 1

Il nous reste a étudier le groupe As. C’est comme plus haut un groupe réel a 5
classes, mais, contrairement a Sy, As est un groupe simple, ce qui en rend ’étude
beaucoup plus compliquée. Nous n’allons pas décrire en détail comment prouver la
propriété GKS2*, car cela serait tres fastidieux, mais seulement donner les grandes
lignes de la preuve. Il faut faire I’étude a la main, c’est-a-dire étudier séparément
toutes les intégrales des expressions [[;s;"'d;". En utilisant la symétrie entre x3
et x4, et les remarques habituelles pour restreindre le nombre de cas a étudier
(nim; = 0, Y. n; pair et non nul), on se raméne a 11 types de formules différentes.
En utilisant les encadrements —1 < f < 0 et 1 < @ < 2, on peut voir pour chacune
de ces expressions que, dés que 1’un des exposants n; ou m; est assez grand (supérieur
ou égal a 4, en fait), les intégrales considérées sont positives. Il reste un nombre fini
de cas & étudier (de l'ordre de 2!°), et l’on confie ce travail & un programme de
calcul formel. Il faut remarquer qu’un bon nombre d’expressions de degré trois ont
une intégrale nulle, ce qui n’est pas évident & priori, et que la positivité de toutes
ces expressions n’est vraie que pour les valeurs explicites de « et 5 données dans la
table.

Conclusion.

I1 est possible que la propriété GKS2* soit vraie pour tous les groupes, et méme
pour tous les systemes GKS1 unitaires et réels. Une voie pour établir cela serait de
trouver sur E x E une base GKS1 pour laquelle les fonctions s; et d; seraient GKS1.
Un candidat naturel serait la base des z; © z; (i < j) et z; Az; (i < j), pour un
ordre raisonnable sur les z;. Sur un groupe, un tel ordre peut étre donné, au moins
partiellement, en rangeant les z;(e) par ordre croissant ou décroissant. Il est aisé de
se rendre compte que cela ne donne pas une base GKS1.
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