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Sur Le Modèle D’Heisenberg

Mireille Echerbault

Laboratoire de Statistique et Probabilités, Université Paul Sabatier,
31062 Toulouse cedex

A la mémoire d’Etienne Laroche.

1 Introduction

Sur un système de spins à valeurs dans M (variété compacte) sur le réseau E,
la donnée d’un potentiel d’interaction permet de définir d’une part un ensemble de
mesures de Gibbs, d’autre part une classe de semi-groupes markoviens (Pt)t>o et leurs
générateurs L sur les fonctions continues de M~ dans R. 

-

étant une mesure de Gibbs, on peut aussi considérer ces semi-groupes comme des
opérateurs contractants de L~(~) ; leurs générateurs se prolongeant en des opérateurs
auto-adjoints sur 

Carlen et Stroock ont montré que dans le cas d’une variété riemanienne compacte,
on obtient une inégalité de Sobolev logarithmique pour des interactions assez petites.
De plus, l’existence d’une telle inégalité permet de montrer l’unicité de la mesure
de Gibbs ([L], reprenant les travaux de [SZ], vient de montrer qu’en fait il suffit de
contrôler les trous spectraux).

Le but de ce papier est d’expliciter ces résultats dans le cadre du modèle d’Heisen-
berg pour obtenir ainsi une borne inférieure explicite des températures pour lesquelles
il y a hypercontractivité, donc en particulier unicité de la mesure de Gibbs.

Dans une première partie, nous introduirons les notations et rappellerons les princi-
paux résultats cités ci-dessus. Ensuite, nous passerons au cas du modèle d’Heisenberg
et au calcul explicite de la température critique.

2 Définitions et notations générales

Nous commençons par décrire un système de spins : il est défini par la donnée
d’une fibre (espace où les spins prennent leurs valeurs) et d’un ensemble de sites S
(ensemble des points où se situent les spins; ici S = 

système de spins

- la fibre:

M est une variété riemanienne de classe Coo, compacte, connexe, de dimension
d. Nous notons gk~ le tenseur métrique, ~ la connexion de Lévi-Civita associée,
A l’opérateur de Laplace Beltrami = Ric est l’opérateur de
Ricci de cette structure et À une mesure de probabilité sur M. En un point x
de M , Tx désigne l’espace tangent au dessus de x et T(M) la variété tangente.
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- les configurations:
IM = est l’ensemble des configurations d’un système de spins sur le réseau
7~" à valeurs dans M. x := (xi, i E est une configuration.
IM est muni de la topologie produit et de sa tribu borélienne notée 
L’ensemble des parties finies de E est noté 0.

Pour Adans 0, nous notons BA = a(xk’ k E A) la sous-tribu des évènements qui

ne dépendent que des spins dans A et IIA la projection IM -~ MA
x  xA = 

Remarque : On considèrera souvent les ensembles A = {k} pour k E Zv et IIk
sera la projection de IM sur la variété M se trouvant au site k. Cette kième
composante de IM sera toujours notée Mk.

- Notons maintenant DA l’ensemble des fonctions ne dépendant que des coor don-
nées dans A c’est-à-dire DA = { f o IIA, f E }.
Nous notons D = U DA.

- Appelons dk la différentielle dans la coordonnée du site k
et notons = sup pour f E D, |dkf| étant la longueur de la forme

calculée dans la métrique de Mk (c’est-à-dire de M).
Potentiel et mesures de Gibbs.

- Un potentiel sur 1M est une famille ,~ _ ~JA, l~ E .~} de fonctions telles que

On s’intéresse dans la suite aux potentiels qui vérifient les deux propriétés sui-
vantes :

1. Y est de rang fini R i.e. JA = 0 pour tout A tel que

~, ~ E A} _> R.

2. J est un potentiel d’interaction sommable i.e.

Vk E 03A3 ~dkJ~  oo.

A3k

Remarque : les JA ne sont définis qu’à une constante additive près et donc l’hy-
pothèse précédente permet de choisir JA tel que

Vk, E JA  00.

A3k

Exemple : Dans le modèle d’Heisenberg, A) représente l’énergie d’in-
teraction produite par les spins xi aux sites i de A. Nous nous restreindrons
dans la suite à l’étude des potentiels d’interaction de paires, c’est-à-dire aux
potentiels qui ne prennent en compte que l’énergie produite par des couples de
spins: JA = 0 si 2.
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- Le potentiel ,% permet de définir un hamitonien sur IM par la donnée d’une
famille d’applications dans IR : Hk = JA . Or, les problèmes

qui nous intéressent en mécanique statistique concernent l’étude de la sensibilité
de différentes grandeurs macroscopiques aux conditions extérieures.
Pour cela, A étant fixé dans ,~’, il est nécessaire d’introduire des hamiltoniens
sur MA lorsque la valeur des spins est fixée à l’extérieur de A ; celà se fait de la
façon suivante :
Pour A E E IM, y E IM, on définit une nouvelle configuration

xy E 1M par (XAy)k = xk si k E A
- yk si k E A~.

Un hamiltonien sur 1M s’écrit alors

HX : IM -~ R avec Hn(xI y) = ~ JA ° 
A~~Ø (1)

(y fixée joue le rôle de la configuration extérieure à A).
Remarque : Selon le .contexte, on considèrera HX défini sur IM ou sur Mn.

- Nous pouvons maintenant introduire une famille de mesures de probabilités
(~Cn(.~y)) sur les configurations de Mn avec y fixée à l’extérieur de A :

y~IM

03B2( dx|y) = 
1 Z039B

exp 03B2H039B( x| y) d03BB039B( x) (2)

où 03B2 représente l’inverse de la température
BA est la mesure produit (induite par la mesure uniforme À) sur Mn
et ZA la constante de normalisation.

Dans le formalisme introduit par Gibbs [G],  représente la mesure d’équilibre
du système de spins dans A, à température T = ’la configuration étant fixée
égale à y à l’extérieur de A. est appelée mesure de Gibbs en volume fini
A avec condition extérieure y.
Dans la suite, nous prendrons ~i = 1 quitte à faire rentrer cette constante dans
la définition de JA. Définissont une mesure sur lM tout entier en posant ~r~ _
~A(’!ï/) ~ où est une mesure sur A~ désignant la masse de Dirac en y.

- Formalisme D LR :

On dit que la mesure de probabilité /~ sur IM est une mesure de Gibbs, et on
note E C, si VA E F, 03C0y est une version de la loi conditionnelle de  sachant

.

Notons que g est non vide, convexe et compact ; C est donc l’enveloppe convexe
fermée de ses points extrémaux (d’après le théorème de Choquet).
En fait, le problème qui nous intéresse est de savoir s’il y a une seule mesure de
Gibbs. Plus généralement, à l’étude des transitions de phase correspond l’étude
du changement de la structure de G lorsque les différents paramètres intervenant
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dans la définition de Jn varient. Nous verrons en particulier qu’en dessous d’une
certaine température I//~c) il n’ y a qu’une mesure d’équilibre.
Avant d’introduire les processus de diffusions markoviens associés au potentiel
J, nous allons définir un peu plus précisément le gradient et la hessienne associés
à la variété produit !M.

- Gradient au site k :
Soient k E E lM,y E 1à4 et f : IM - R. Si l’application : Mk ~
R est différentiable en xk nous notons son gradient en xk.

- Hessienne :

Soient f E D, k fl l E x E 1M, y E IM et posons
:= f o (x{k,~}y) ~ 1R.

Nous notons bloc (k,l) de la hessienne de en c’est
une forme bilinéaire sur Txk x . 

De même est le bloc (k,k): c’est une forme quadratique sur 

~(n~ f (x))~(k,~) représente dans la suite la forme quadratique

(f~)~)~)~ .e{..~ B qui agit sur (Txk x Txk x 
B ~ 

Diffusions sur les systèmes de spins. Dynamique de Glauber.

Etant donnés un potentiel J et son hamiltonien associé A et y E IM fixés,
on définit l’opérateur différentiel L~ sur DA par :

~Âf = 0(k)f + 
kEA

Par construction, l’ensemble des mesures réversibles de est l’ensemble
défini précédement.

Sur A et à y fixée, on peut également construire le semi-groupe de Markov Py~
de mesure réversible C’est le semi-groupe de générateur L~ sur Dn et on
l’appelle dynamique de Glauber en volume fini A avec condition extérieure y.

Inégalité de Sobolev logarithmique et trou spectral.

Définition 1 : : On dit que vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de
constante an(y) si, V f ~ D, an(y) > 0 optimise l’inégalité suivante : :

:

- lien avec les mesures de Gibbs:

Théorème 1 ~SZ~
Si inf (}:A(Y) > 0 (i.e. il y a contrôle de la constante de Sobolev logarithmique)

Alors la mesure de Gibbs est unique.
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Remarques :

1. influence de la structure riemannienne :
seul le choix de la mesure riemannienne intervient dans tout ce qui précède., En
effet, elle seule apparait dans le formalisme DLR. Quand à l’hypothèse d’inter-
action sommable faite sur le potentiel (qui fait intervenir la métrique), elle n’est
que technique et invariante par choix de la structure riemannienne (tant que la
variété est compacte).

2. La construction de l’opérateur différentiel et du semi-groupe de Markov, ainsi
que la définition des inégalités de Sobolev logarithmiques auraient pu être conçues
sur T~" plutôt que sur A mais cela aurait été inutile dans la suite.

Définition 2 : On dit que vérifie une inégalité de trou spectral de constante
À A(y) si, V f 0 optimise l’inégalité

(TS(03BB,y)) : ~f -  fd  (.|y)~2L2( (.|y)) ~ 1 03BB(y)-fLyfd (.|y) .

Remarques : .

1. Cette inégalité est équivalente à l’inégalité suivante : :
0, V f E Dn,

2. Ici encore, on aurait pu définir l’inégalité du trou spectral sur ~’ tout entier à
partir de Pt et de L construit sur D.

- lien avec les inégalités de Sobolev logarithmiques et les mesures de Gibbs :

- Pour toute mesure de probabilité, on peut montrer ([Bl]) que
Slog(aA) ~ TS(2aA).

- Les articles [SZ] (dans le cas d’interaction de rang fini) et [L] nous montrent
qu’en fait il suffit de contrôler le trou spectral
(i.e. inf an (y) > 0) pour obtenir l’unicité de la mesure de Gibbs.

Ayant en vue l’utilisation du critère r2, il ne sera pas plus facile, dans notre cas,
de contrôler le trou spectral que de contrôler la constante de Sobolev logarithmique.

- Critère r 2
Carlen et Stroock [CS] puis Holley et Stroock [HS] ont montré que dans le cas

d’un produit infini de variétés compactes, le critère r2 permet, avec des hypothèses
supplémentaires, d’obtenir une inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure de
Gibbs sur l’espace produit.
Donnons tout d’abord l’énoncé de ce critère:

Théorème 2 [BE] Soit (M, g) une variété riemanienne de classe C°°, compacte de
dimension d. À une mesure de probabilité sur M.
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Notons la hessienne d’une fonction ~ de M,C°° et Ric le tenseur de Ricci de

(M~9)~
Si, en tant que forme quadratique, Ric - > ag avec a > 0, alors la me-

sure m(dx) = J a(dx) vérifie une inégalité 
, 

de Sobolev logarithmique

de constante a/4 (et donc TS (a/2)) pour toute fonction de L2(m).

Citons également le théorème de Holley-Stroock : :

Théorème 3 [HS] Soit (M,g) une variété riemannienne compacte et Ric le tenseur
de Ricci associé.Supposons que Ric > bg (en tant que forme quadratique ) avec 0  b 

oo. Considérons DVI = J un potentiel d’interaction, H~ et associés à J et

définis par les expressions ~1~ et (2). Supposons de plus qu’il existe ~y : ~" -~ [0, oo)
et é 1[ tels que

1. ~ ’Y(k) ~ (1- E)b

2. 1 t)I  03B3(i - j)~ti~~tj~ pour tout

(i,j) E Zv x Zv et t = ) E 

Alors ~ contient un unique élément ~.

Remarques:

1. Si on définit le générateur L par extension sur 7C alors ce théorème nous dit
aussi que cette unique mesure ~ vérifie l’inégalité suivante:

f2logf2d  - ~f~2L2( ) l0 22  4 / - fLfd .

Et en particulier ll f - / fd ~2L2( )  2 / - fLfd .

2. Dans la suite nous nous intéressons uniquement aux potentiels d’intéraction de
paires c’est-à dire aux JA = Par conséquent, ~~JA peut être considérée
comme une forme quadratique sur x (Tous les blocs (ij)
pour (i,j) ~ ~k, l}2 de cette matrice sont nuls).

3 Le modèle d’Heisenberg généralisé.
Notations:

On se place sur Chaque noeud du réseau E est occupé par un spin qui prend
ses valeurs sur la sphère unité de dimension d(> 0) notée Sd.

IM := Les sphères sont plongées de façon canonique dans et nous

notons x = x: E Sa C une configuration sur 7~".
Le potentiel qui représente la force d’intéraction entre sphères est dans la suite

supposé borné, de rang fini R.
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On prend, pour tout couple (ij) de (E)2 tel  R,
" 

= 
" où J=ij E [O,M] avec 0  M  ~, "."représente le

produit scalaire usuel de (il représentera indifiérement tous les produits scalaires
canoniques dans IR, IRd ou 
et F E C ={/ : [-1,1] ~ [-1,1] , croissante , C2(]-1,1[) et telle que f(1)=1, f(-1)=-1
}.
Remarque : Si F = Id, on retrouve le modèle d’Heisenberg "classique".

Nous supposerons de plus que J est invariant par translation c’est-à-dire
Vk E = Jij et que V(i,j) e (E)2 tel _ .~  R,
Jtj = Cte := {3Jl où /3 représente l’inverse de la température.

Nous posons Jo = JI .
Avec un tel potentiel, l’énergie d’une configuration x sur A connaissant la confi-

guration y sur le complémentaire de A est définie, au signe près, par la fonction

° (xAy)

- ~ Hn (xIy).

An = {(a,~) E A x l~~ tels j~~  R}.

La mesure qui servira de référence ici est la mesure du produit des sphères induite
par la mesure de Lebesgue sur une sphère (i.e. la mesure d’équilibre du système à
température infinie).
Notons la métrique associée à Âf* (sphère au site i) et Ag la métrique induite sur
MA = 

Commentaires: Contrairement au modèle d’Ising (d=0, F=Id)), le modèle d’Hei-
senberg ne possède pas d’inégalités de corrélations de type FKG [FKG]. Ces inégalités
qui s’appuient sur l’ordre de l’espace des configurations et font intervenir des fonctions
monotones, permettent de montrer la convergence ou l’unicité des mesures de Gibbs.
Elles n’ont pas d’équivalent sur le modèle d’Heisenberg, celui-ci étant non ordonné.
Par conséquent, afin d’obtenir un critère d’unicité des mesures de Gibbs, nous uti-
lisons des techniques plus sophistiquées ce qui justifie l’introduction de la structure
riemannienne de la sphère.

Structure riemannienne et calculs en coordonnées

représente la connexion de Levi-Civita de (M=,(t) g) la

connexion de g).
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur MA est défini partir des laplaciens des sphères

(~(t) - et on a = ~ 
iEA

L’opérateur de Ricci de la métrique sur une sphère (i) vérifiant la relation suivante :
_ (d -1)(=)g, notre problème est donc de trouver y ~0, oo) et e 1 [

avec E ~y(i)  (1 - c)(~ - 1) tels que
iE~
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VA E ,~’, d{k, l} E (?Z")2 tel que ~k, ~, Vt E 

° t)  (3
La définition du potentiel nous permet d’écrire:

= 

+ 

Nous regarderons donc dans la suite la hessienne de F sur le produit de deux
sphères.
Remarque :

Les propriétés des connexions agissant sur la composition de fonctions permettent
de simplifier l’écriture de la hessienne de F de la manière suivante :

= ® 

+ 

Avant d’énoncer le lemme 1, donnons encore quelques notations : tout d’abord,
nous identifions dans la suite le couple de Mk x Ml pour (k, l) E A~, avec les
points, xie et x’ de Sd (par exemple, Sd représente la sphère au site 0). Nous allons
maintenant décrire une base de l’espace tangent Txk x 

Considérons sur Sd la géodésique passant par xie et xl et notons le vecteur
unitaire sur cette géodésique partant de xk et pointé vers xl. Soit Fkl le plan engendré
par les vecteurs xie et x’ de et x’ étant considérés comme des vecteurs de 

forme une base de Fki. De plus, se décompose à l’aide de Fk~ et de
l’orthogonal de Fki noté Fkt.

Notons que Flet est contenu dans l’intersection des espaces tan-
gents Txk et On notera e| une base orthonormale de Fli (el. = (ei , ..., ed 1))
. Avec ces notations, el) et el) représentent respectivement des bases
orthonormales de Txlc et de Tx~.

Remarques:

1. L’ambiguité de la définition de lorsque xie = a:~ (pas de géodésique) ou
lorsque xie = -xt (plusieurs géodésiques) n’est pas gênante dans la suite car
l’ensemble de tels couples est de mesure nulle dans MB

2. Lorsque (k, l) E A~, nous nous intéressons aux points xie et yi de Sd (avec y fixé)
et nous introduisons les vecteurs unitaires exkyl, (em)m 11 et les espaces Fkl, F|kl
de la même manière que précédement.

3. Lorsque (k, l) E sera considéré comme une forme quadratique
opérant sur Txlc puisque pour y fixé sur A~ , si i ou j est différent de k, la forme
bilinéaire est identiquement nulle.
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Lemme 1 1. Soient (k,l) fixé dans AA, x E ~VI tel que ~ ± 1 et

t = (tk, ti) E T~k x T~~ alors :

(tk, t’)) =

(1 - + 

t~)~ t -

+ 

+ + (t~.em)2) + 

2. Soient (k,l) fixé dans xy E 1M tel que ± 1 et tk E Txk alors:

tk = 1- 
d-1

’_ 

m=1

Démonstration:
Nous allons choisir un système de coordonnées qui ramène les calculs sur la boule

unité de lRd. La sphère M° étant plongée dans l’espace euclidien IRd+1, appelons p la
projection de M° sur le sous-espace Ed de dimension d orthogonal au vecteur unitaire
ed+l = (0, ..., 0,1)(ed+1 sera considéré indifférement comme un vecteur de ou

comme un point de la boule), et passant par le centre de Sd. Toutes les sphères du
réseau sont projettées sur Ed; nous notons p(xi) = ~‘ E Ed C IRd et par abus de
notation p(x) = x E 

Les coordonnées d’un point xi de Mi s’écrivent dans 

(x‘,es (1 - Ix‘I2) avec Es = signe(x‘.ed+1) et = ~~ 1(xj) .
Dans ce système de coordonnées, la métrique (i)g s’écrit :

((i)g)dk,l=1 = (03B4kl + 
xikxil 1 - |xi|2 )dk,l=1

La connexion se représente comme suit :

sur les fonctions / : R, = 

sur les covecteurs T = 

~(i)T = (~(i),kTl)k,l = (~Tl ~xik - (i)0393mk,lTm)k,l

où représentent les coefficients de Kristoffel de la connexion 
ici, en coordonnées locales = 

Si l’on pose = = 2014 xi (g) le laplacien, quant lui, s’exprime de la
façon suivante :
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0394(i)f = ((i)g)-1[~ ~xik ~f ~xil- (i)0393mkl ~f ~xim]
Nous pouvons maintenant, avec ces formules explicites, démontrer le lemme.

Dans le système choisi, le produit scalaire xk.xl s’écrit
xk.xl + ~k 1 - |xk|2~l1 - |xl|2 et par conséquent, en utilisant les formules de déri-

vations, on obtient:

~(i)(xk ,xl ) = 03B4i=k(xl - xk~l
1 - |xl|2 ~k1 - |xk|2

) + 03B4i=l(xk - xl~k1 - |xk|2 ~l1 - |xl|2
)

Soit t = (ti, t~) un vecteur de l’espace tangent T~~ x Tx;
(Le. ti.xi = - 0). Notons (ti,tid+1) les coordonnées de ti dans IRd+1 avec
ti ~ IRd(ti = p(tt)) et tid+1 = tt.ed+1.

Dans ce système de coordonnées, écrivons l’action de la forme bilinéaire
® sur Txa x Tx;:

® t’) _

(03B4i=k(xl.tk - xk.tk~l1-|xl|2 ~k1-|xk|2) + 03B4i=l(xk,tl) - xl.tl~k1-|xk|2 ~l1-|xl|2))

( 03B4j=k (xi,tk - xk. tk~11-|x!|2 ~k1-|xk|2) + 03B4j=l( xktj. - xl .tl~k1-|xk|2 ~1-|xl|2))

_ + ’+ 

Décomposons t~ (respectivement tl) dans la base de Txk (respectivement de Tx~ ).
On obtient ainsi, en remplaçant (respectivement ) par exk (respectivement
ex~ ) dans les formules pour alléger les notations,

(03B4i=kxl.tk + 03B4 i= lxk.tl) = 03B4 i= kxl.(exk(lk.exk) + 03A3d-1m=1 e|m(tk.e|m))

+ 03B4i=lxk.(exl(tl.exl) + 03A3d-1m=1e|m(tl.e|m))
Par construction, xi et xk sont orthogonaux aux vecteurs de base em et de plus,

|xl.exk| = 1 - (xk.xl)2 = I

On a donc:

® t~l =
(1 - + X -~- 

et on trouve le résultat de la première partie du lemme 1.

Remarque: Lorsque (k, l) E Ac et .donc que y1 est fixé, on a immédiatement
) = 0 si i ~ k, et il suffit de suivre le même raisonnement que précédement

pour obtenir le résultat annoncé.



172

La seconde partie du lemme se montre à partir du calcul de ~{i)(xk.x‘) en coor-
données et en utilisant la formule de l’action d’une connexion sur un covecteur.

On obtient: 
k ‘ k I

~(i)(~(j)(xk.xl)) =-xk.xl(03B4(i=j=k)(k)g + 03B4(i=j=l)(l)g)
+(03B4i=k03B4j=l+03B4i=l03B4j=k)(Id+xi~xj ~i1-|xi|2~j1-|xj|2)

Par conséquent, si (ti, t9) E T~~ x TxJ,

- + + + 

Ecrivons tk et t‘ à l’aide des vecteurs eXk, ex~ et 
Cela nous donne: 

’ 

~ 

tj) _

+ + + 

+ + 

Or = (par construction) donc
tJ) _

+ + + 

+ + 

+ 

et on retrouve bien l’expression de la forme quadratique annoncée

dans le lemme 1.

Remarque: .

Lorsque (k,l) E A~ et- que y’ est fixé, est identiquement nul pour i

ou j différent de k et l’expression ci-dessus nous donne le résultat pour i et j égaux à k.

Choix de la meilleure fonction F.

Nous allons dans ce paragraphe déterminer la fonction F intervenant dans la dé-
finition du potentiel qui donnera une majoration optimale (au sens du critère de
Holley-Stroock) de la température critique Te. Afin de majorer la forme quadratique

et de rendre le majorant optimal, nous allons dans un premier
temps chercher les 2d valeurs propres de (et de )puis trouver
la fonction Fa qui rende minimale le supremum de ces valeurs propres.

Nous (respectivement 1 les valeurs propres
de (respectivement de 

Théorème 4 :

inf sup 82
.=1 7!~

De plus, l’unique fonction qui minimise ce supremum est la fonction
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Fo(T) = ~2 (arcsin T + 2 ) 1.
Démonstration :

- Pour chaque couple (k,l) de AÂ, les valeurs propres de sont:
= (1 - 

associé au vecteur propre u’ = eXkYt E Txk

~2(F, = 

associé aux (d-1) vecteurs propres um = e; E Txk
(m =1,...,d-1)

- Pour chaque couple (k,l) de AA, les valeurs propres de sont:

= 2(1- 
associé au vecteur propre u = E Txk x Tri

= (1- 
associé aux (d-1) vecteurs propres um = (em, em) E Txk x T~~

(m = l, ..., d -1 )

~3(F, = 0

associé au vecteur propre v = ) E Txk x Tx~

a4(F, ~;k.x~) _ 
associé aux (d-1) vecteurs propres vm = (e~, -e) E Txk x Tx~

(m = l, ..., d -1 ) )
Remarques:

1. Ces résultats se vérifient aisément à l’aide des expressions des formes quadra-
tiques qui composent le lemme 1.

2. Afin de simplifier le problème de maximisation, remarquons que pour toute
fonction de la classe C et pour tout couple de points xl), la valeur propre
~2(F, est positive tandis que À4(F, est négative. Par conséquent, le
supremum des valeurs propres sera le supremum de ~1(F, et a2(F, 

Montrons que inf sup al (F, T) V ~2(F, T) est supérieur ou égal à g . :x2
Soit 0  o;  oo tel que inf sup Ai(F, 7-) V ~(F, ?-)  a.

Cela implique que :

Vt > 0, :3F( E C tel que sup ÀI(F(, T) V ~2(FE, T)  a + E.
TE)_1,1(

Donc
Vc > 0, 3Fg E C tel que 2[(1 - T2)FE’(T) -  a + E

et

(1 - T)Ff(T) ~ a + E b’T l, l~ l ( P 1 )
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Remarquons que les conditions E C2 (J -1,1 () et
0  (1 - ) + E, dT EJ -1,1 ( impliquent que lim > -1 FÉ (T) existe et est
borné.

Posons T = sin t avec t E (- 2, 2 et = et notons

C’ _ { .f ~ (-2~ 21 ~ (-l~ ll~.f(2) = l~f(-2) _ -l~
croissante ,C2(] - 03C0 2, 03C0 2[), et f’(t) = 0}

Les premières hypothèses de C’ sont trivialement vérifiées par g~ et de plus
Vt E~ - Z , ~[ , , 9É(t) = cos(t)FÉ(sin(t)) donc d’après la remarque précédente,

limt > -03C0 2 g’~(t) = 0.

Avec ce changement de variable, on obtient :

(PI) =~ dE > 0, ~gE E C’ tel que  a + E. (P2)

(P2) ==~ Vt > 0, 3g( E C’ tel que Vt E] - ~, ~[ (

.f t ~ 9E~(x)dx = gf(t) - lim t -+ > _ ~ 2 9E(t) ~ + 2 ) ( p3) 
.

(P3) =~ dE > 0, ~gE E C’ tel que gE(- 2 )  + 2 )2

Pour t = 03C0 2 et pour tout E > 0, on obtient la majoration suivante :

8 03C02 ~ (03B1 + ~) et à la limite quant E tend vers 0, on a : 03B1 ~ 8 03C02.
Finalement, on a montré que si in f sup 03BB1(F, 03C4) V 03BB2(F,03C4) ~ 03B1 alors 03B1 ~ 8 03C02 c’est-FECT£j-1,1( «2

à-dire que in f sup ~1 F, T V ~2 F, T est minoré par g 2 .

7r

Montrons que la fonction Fo qui réalise cet infimum est la fonction

F0(x) = 
2 03C0
(arcsin x + 03C0 2)2 - 1 :

la fonction f03B1(x) = 03B1 4 arcsin2 x + 2 03C0 arcsin x 2014 

03B103C02 16 
est solution de Inéquation dif-

férentielle 03BB1(f03B1,x) = 03B1 pour tout x dans ]-1,1[, et satisfait les conditions f03B1(1 ) =
f,.f«(-1) _ -1.

De plus, la condition > 0 impose à a d’être inférieur à .

Or cette fonction fa vérifie l’inéquation différentielle a2( fa, x)  o; si et seulement si

Q est égal à 8 03C02.
La fonction F0 = f8 est telle que F0 ~ C et 03BB1 F0, x) 03BB2(F0, x) ~ 8  pour x dans

]-1,1[. Cette fonction réalise donc l’infimum sur toute les fonctions de C du supremum
sur] - 1, 1[ des valeurs propres de la hessienne de 

Ainsi, pour cette fonctionne,  8 
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(en tant que forme quadratique sur T (lVl {k’I}) x T(M{ke}).
Remarque: Pour chaque couple de An, nous pouvons suivre le même procédé et la

même fonction Fo nous donne la majoration suivante:

[[~~F0(xk. y1 )]](k,k) ~ 8 03C02{k} g.

Majoration de la température critique et de la constante de Sobolev
logarithmique

Corollaire 1 Dans le cadre défini précédement, la condition

03B2 = 1 T ~ 03C02(d - 1) 1603BDJ0 
entraine l’unicité de la mesure de Gibbs.

De plus, cette mesure vérifie vne inégalité de Sobolev Logarithmique avec constante
03B1’ = 

(d - 1) 4 
- 

403B203BDJ0 03C02

Démonstration:
il suffit d’utiliser les résultats précédents, en particulier,
‘dt E 

o tl

= Jkl[1I(k,l)~AA[[~~F0(xk.xl)]](k,l)(t, t) + 1I(k,l)~Ac^[[~k~kF0(xk.yl)]](tk, tk)]

~ Jkl(1I(k,l)~A^ 8 03C02 (~tk ~ 2 + ~tl ~ 2) + 1I(k,l)~AcA 8 03C02 (~tk ~ 2))

~ 8 03C02 1Ik~^ (Jkl1I(l~^,0~k-l~R) ~tk~2 + Jkl 1I(l~^c,~k-l~R) ~tk~2)

~ 8 03C02 1Ik~^ 1I(l~ZZ03BD,0~k-l~R) Jkl ~tk~2

Or Jkl = 03B2Jr si ~k - l~ = r avec r ~ {1, ... , R -1}.
Donc

1Ik~^ 1I(l~ZZ03BD,0~k-l~R) Jkl ~tk~2 = 1Ik~^(03A3R-1r=1 1I(l~ZZ03BD,~k-l~=r)03B2Jr~tk~2
= 1Ik~^(03A3R-1r=1203BD03B2Jr)~tk~2
= 1Ik~^203BD03B2J0~tk~2

Finalement, si l’on pose 03B3(i- j) = { 8 03C02 (203BD03B2J0) si ~i - j~ = 0
. 

0 sinon
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on obtient 03A3 03B3(i) = 03B3(0) = 16 03C0203B203BDJ0

et 03A3 03B3(i) est inférieur à (1 2014 ~)(d - 1) si ~ ~ 1 - 1603B203BDJ0 03C02d - 1
.

~ 

" 

La condition 0  ~  1 est vérifiée si 03B2 ~ 03C02(d - 1) 1603BDJ0.
Donc pour 03B2  03B2F0c = 03C02(d - 1) , les conditions du théorème de Holley-Stroock sontP ~ ~~ l6vJo 

Y

vérifiées. Il y a donc unicité de la mesure de Gibbs et de plus cette mesure vérifie une
inégalité de Sobolev logarithmique de constante

~max(d -1) (d -1)03C02 -1603BD03B2J0
~ 

4 
- 

4~2

Commentaires :
La même démarche pour le modèle d’Heisenberg classique (F=Id) nous donnerait

une constante a=1 et donc une approximation de la température moins performante
= (d-1) ). De plus, des arguments similaires ont permis de montrer [B2] que

dans le modèle d’Isin g (d=0, F=Id), si 03B2 ~ 03B2c avec = 1 2v, il y a unicité de la

mesure de Gibbs.
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