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Sur Le Modeéle D’Heisenberg
Mireille Echerbault

Laboratoire de Statistique et Probabilités, Université Paul Sabatier,
31062 Toulouse cedex

A la mémoire d’Etienne Laroche.

1 Introduction

Sur un systéme de spins & valeurs dans M (variété compacte) sur le réseau Z,
la donnée d’un potentiel d’interaction permet de définir d’une part un ensemble de
mesures de Gibbs, d’autre part une classe de semi-groupes markoviens ()0 et leurs

générateurs L sur les fonctions continues de M Z dans R.

p étant une mesure de Gibbs, on peut aussi considérer ces semi-groupes comme des
opérateurs contractants de L?(p); leurs générateurs se prolongeant en des opérateurs
auto-adjoints sur L?(u).

Carlen et Stroock ont montré que dans le cas d’une variété riemanienne compacte,
on obtient une inégalité de Sobolev logarithmique pour des interactions assez petites.
De plus, 'existence d’une telle inégalité permet de montrer 'unicité de la mesure
de Gibbs ([L], reprenant les travaux de [SZ], vient de montrer qu’en fait il suffit de
contrdler les trous spectraux).

Le but de ce papier est d’expliciter ces résultats dans le cadre du modéle d’Heisen-
berg pour obtenir ainsi une borne inférieure explicite des températures pour lesquelles
il y a hypercontractivité, donc en particulier unicité de la mesure de Gibbs.

Dans une premiére partie, nous introduirons les notations et rappellerons les princi-
paux résultats cités ci-dessus. Ensuite, nous passerons au cas du modele d’Heisenberg
et au calcul explicite de la température critique.

2 Définitions et notations générales

Nous commengons par décrire un systéeme de spins: il est défini par la donnée
d’une fibre (espace ou les spins prennent leurs valeurs) et d’un ensemble de sites S
(ensemble des points ou se situent les spins; ici S = Z”).

systéme de spins

~ la fibre:

M est une variété riemanienne de classe C*°, compacte, connexe, de dimension
d. Nous notons gy le tenseur métrique, V la connexion de Lévi-Civita associée,
A V'opérateur de Laplace Beltrami (Af = ¢g"V,V,f). Ric est 'opérateur de
Ricci de cette structure et A une mesure de probabilité sur M. En un point z
de M , T, désigne I’espace tangent au dessus de z et T(M) la variété tangente.
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- les configurations:

M = MZ est 'ensemble des configurations d’un systéme de spins sur le réseau
Z’ A valeurs dans M. z := (z¢',1 € Z") est une configuration.

M est muni de la topologie produit et de sa tribu borélienne notée Bp.
L’ensemble des parties finies de Z" est noté F.

Pour Adans F, nous notons Bp = o(zk, k € A) la sous-tribu des évenements qui

ne dépendent que des spins dans A et II, la projection M — M4

T .’l‘A = (.’L"),‘E,\.
Remarque: On considérera souvent les ensembles A = {k} pour k € Z’et Il
sera la projection de IM sur la variété M se trouvant au site k. Cette kieme
composante de IM sera toujours notée M*.

- Notons maintenant D, ’ensemble des fonctions ne dépendant que des coordon-
nées dans A € F c’est-a-dire Dy = {f oI5, f € C°(M™?)}.
Nous notons D = | ] Dy.
AEF

- Appelons di la différentielle dans la coordonnée du site k
et notons ||dif|| = sup |dif|(z) pour f € D,|d f| étant la longueur de la forme
z€
calculée dans la métrique de M* (c’est-a-dire de M).

Potentiel et mesures de Gibbs.

- Un potentiel sur IM est une famille J = {Jo,A € F} de fonctions telles que
VA € F,Jp € Dy.

On s’intéresse dans la suite aux potentiels qui vérifient les deux propriétés sui-
vantes :

1. J est de rang fini R i.e. Jy = 0 pour tout A tel que
max{||k — || ;k,£ € A} > R.
2. J est un potentiel d’interaction sommable i.e.

Vk€ Z",Y ||diJal < oco.
Ak

Remarque: les Jj ne sont -définis qu’a une constante additive pres et donc I’hy-
pothése précédente permet de choisir J, tel que

Vk, Z JA < 00.
A3k

Exemple: Dans le modéle d’Heisenberg, J(z',7 € A) représente 1’énergie d’in-
teraction produite par les spins z' aux sites 1 de A. Nous nous restreindrons
dans la suite a I’étude des potentiels d’interaction de paires, c’est-a-dire aux
potentiels qui ne prennent en compte que ’énergie produite par des couples de
spins: Jy =0 si [A] > 2.
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- Le potentiel J permet de définir un hamitonien sur IM par la donnée d’une

famille d’applications (H),. 7 de M dans IR : Hy = Z Jp. Or, les problémes
A3k
qui nous intéressent en mécanique statistique concernent 1’étude de la sensibilité

de différentes grandeurs macroscopiques aux conditions extérieures.

Pour cela, A étant fixé dans F, il est nécessaire d’introduire des hamiltoniens
sur M2 lorsque la valeur des spins est fixée & I’extérieur de A ; cela se fait de la
facon suivante:

Pour A € F,z € M,y € M, on définit une nouvelle configuration

zay € M par (zpy)* = zFsikeA
= yFsikeA°.
Un hamiltonien sur IM s’écrit alors
H : M- R avec Hp(zly)= Y Jao(zay)
ANA#D 1)
z = Hp(zly)

(y fixée joue le role de la configuration extérieure a A).

Remarque: Selon le contexte, on considérera Hy défini sur IM ou sur M2,

~ Nous pouvons maintenant introduire une famille de mesures de probabilités
(#a(-1y)) pex sur les configurations de M A avec y fixée a 'extérieur de A:

velM
Widely) = - exp BHA(aly)dAn o) @

ou [ représente l'inverse de la température
A est la mesure produit (induite par la mesure uniforme \) sur M4
et Z la constante de normalisation.

Dans le formalisme introduit par Gibbs [G], ua représente la mesure d’équilibre
du systéme de spins dans A, a température T' = Zli" la configuration étant fixée
égale & y a l'extérieur de A. pa(.|y) est appelée mesure de Gibbs en volume fini
A avec condition extérieure y.

Dans la suite, nous prendrons S = 1 quitte a faire rentrer cette constante dans
la définition de J. Définissont une mesure sur IM tout entier en posant ) =
pa(ly) ® by, ol &y, est une mesure sur A° désignant la masse de Dirac en y.

- Formalisme DLR :

On dit que la mesure de probabilité p sur IM est une mesure de Gibbs, et on
note u € G, si VA € F,n} est une version de la loi conditionnelle de p sachant
BAC;

Notons que G est non vide, convexe et compact ; G est donc ’enveloppe convexe

fermée de ses points extrémaux (d’apres le théoréme de Choquet).

En fait, le probleme qui nous intéresse est de savoir s’il y a une seule mesure de
Gibbs. Plus généralement, a I’étude des transitions de phase correspond 1’étude
du changement de la structure de G lorsque les différents parameétres intervenant
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dans la définition de J) varient. Nous verrons en particulier qu’en dessous d’une
certaine température T.(= 1/8.) il n’ y a qu’une mesure d’équilibre.

Avant d’introduire les processus de diffusions markoviens associés au potentiel
J , nous allons définir un peu plus précisément le gradient et la hessienne associés
a la variété produit M.

- Gradient au site k:
Soient k € Z',z € M,y € M et f : M — IR. Si I'application fo(zyyy) : M¥ —
R est différentiable en z* , nous notons V) f(z) son gradient en z*.

- Hessienne;:
Soient f € D,k #£1l € Z',z € M,y € M et posons
fyy = fo(zwny): ML 5 R,

Nous notons [v(k)v(,, f(z)] le bloc (k,]) de la hessienne de ff, ,, en (z*,a'): Clest
une forme bilinéaire sur T« x Toi.
De méme [V 1)V (1) f(z)] est le bloc (k,k): c’est une forme quadratique sur Ty«.
[[VV f(2)]](k,) représente dans la suite la forme quadratique
([V(,’)V(]‘)f(w)])( i Y"l% ) qui agit sur (Tope X Tot, Tor x Ta).

€ (k1

J

Diffusions sur les systémes de spins. Dynamique de Glauber.

Etant donnés un potentiel J et son hamiltonien associé Hy, A € F et y € M fixés,
on définit 'opérateur différentiel LY sur D, par:

Lif =2 (Awf + V-V f)-
keA
Par construction, ’ensemble des mesures réversibles de (L¥)arcr est ’ensemble
(#a(dz|y))aex défini précédement.
Sur A et a y fixée, on peut également construire le semi-groupe de Markov P,
de mesure réversible us(dz|y). Cest le semi-groupe de générateur LY sur D, et on
I’appelle dynamique de Glauber en volume fini A avec condition extérieure y.

Inégalité de Sobolev logarithmique et trou spectral.

Définition 1 : On dit que ua(.ly) vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de
constante ap(y) si, Vf € Dy, ap(y) > 0 optimise l'inégalité suivante :
(Slog(an,y) :

1
] 77108 A1) = s o8 1 Wiy < iy [ =S PhS ()
-lien avec les mesures de Gibbs:

Théoréme 1 [SZ]

Si inf aa(y) > 0 (i.e. il y a contréle de la constante de Sobolev logarithmique)
(A€F,yEE)

Alors la mesure de Gibbs est unique.
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Remarques:

1. influence de la structure riemannienne:
seul le choix de la mesure riemannienne intervient dans tout ce qui précede. En
effet, elle seule apparait dans le formalisme DLR. Quand & I’hypothése d’inter-
action sommable faite sur le potentiel (qui fait intervenir la métrique), elle n’est
que technique et invariante par choix de la structure riemannienne (tant que la
variété est compacte).

2. La construction de l'opérateur différentiel et du semi-groupe de Markov, ainsi
que la définition des inégalités de Sobolev logarithmiques auraient pu étre congues
sur Z" plutoét que sur A mais cela aurait été inutile dans la suite.

Définition 2 : On dit que pa(.ly) vérifie une inégalité de trou spectral de constante
A(y) si, Vf € Dy, An(y) > 0 optimise 'inégalité
1

(TSOn0) 1S = [ S Clluncn < 305 [~ Hasdially)

Remarques:

1. Cette inégalité est équivalente a 'inégalité suivante:

Vt>0, Vf € Dy,

HPz!fAf - /fdp'/\(‘ly)l]%?(u,\(.ly)) < e_“(y)t“f —/fd#/\(-|y)”22(“(.|y))

2. Ici encore, on aurait pu définir I'inégalité du trou spectral sur Z’ tout entier a
partir de P; et de L construit sur D.

- lien avec les inégalités de Sobolev logarithmiques et les mesures de Gibbs:

~ Pour toute mesure de probabilité, on peut montrer ([B;]) que
Slog(aA) = TS(ZC!A)

- Les articles [SZ] (dans le cas d’interaction de rang fini) et [L] nous montrent
qu’en fait il suffit de contréler le trou spectral

(ie. (Ae;pfeE) Aa(y) > 0) pour obtenir 'unicité de la mesure de Gibbs.
v

Ayant en vue 'utilisation du critére I',, il ne sera pas plus facile, dans notre cas,
de controler le trou spectral que de controler la constante de Sobolev logarithmique.

- Critere I'

Carlen et Stroock [CS] puis Holley et Stroock [HS] ont montré que dans le cas
d’un produit infini de variétés compactes, le critére I'; permet, avec des hypotheses
supplémentaires, d’obtenir une inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure de
Gibbs sur I’espace produit.

Donnons tout d’abord ’énoncé de ce critére:

Théoréme 2 [BE] Soit (M, g) une variété riemanienne de classe C*, compacte de
dimension d. A une mesure de probabilité sur M.
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Notons VV ¢ la hessienne d’une fonction ¢ de M,C*® et Ric le tenseur de Ricci de

(M, g).
Si, en tant que forme quadratique, Ric — VV¢ > ag avec a > 0, alors la me-
ezpg(z) . Py .
sure m(dz) = ————————<X\(dz) vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique
() = Tempg(epa) 4 vérie une i ’

de constante a/4 (et donc TS (a/2)) pour toute fonction de L*(m).
Citons également le théoréme de Holley-Stroock :

Théoréme 3 [HS] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et Ric le tenseur
de Ricci associé.Supposons que Ric > bg (en tant que forme quadratique) avec 0 < b <
0o. Considérons M = M% | J un potentiel d’interaction, H} et pp associés a J et
définis par les expressions (1) et (2). Supposons de plus qu’il eziste v : Z" — [0, 00)
et € €]0,1] tels que

Yo oAk) < (1—e)b
ke’

2. z HIVV Il 0] < (- )"tt” ”t’” pour tout
A2{i.j}
(i) € Z' x Z et t = (t',t7) € (MU},

Alors G contient un unique élément p.

Remarques:

1. Si on définit le générateur L par extension sur Z” alors ce théoreme nous dit
aussi que cette unique mesure p vérifie I'inégalité suivante:

4
| 2108 F2ds = 173y VoB 1y < 5 [ —FLSdu

. 2
Et en particulier || f —/fdp”};(”) < EI;/—fodu,

2. Dans la suite nous nous intéressons uniquement aux potentiels d’intéraction de
paires c’est-a-dire aux J4 = Jy. Par conséquent, VVJ,4 peut étre considérée
comme une forme quadratique sur T(M 1) x T(M*!}) (Tous les blocs (i,j)
pour (i,j) & {k,{}* de cette matrice sont nuls).

3 Le modeéle d’Heisenberg généralisé.

Notations:

On se place sur Z’. Chaque noeud du réseau Z" est occupé par un spin qui prend
ses valeurs sur la sphére unité de dimension d(> 0) notée S¢.

M := (Sd)zv . Les spheéres sont plongées de facon canonique dans R**! et nous
notons z = (z*,z' € S¢ C ]R“‘”)',EZ., une configuration sur Z'.

Le potentiel qui représente la force d’intéraction entre sphéres est dans la suite
supposé borné, de rang fini R.
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On prend, pour tout couple (i,j) de (Z”)? tel que ||: — j|| < R,
“ Ju(z) = JijF(z'.2?) 7 ou Ji; € [O,M] avec O < M < oo, “ représente le
produit scalaire usuel de IR*+! (il représentera indifférement tous les produits scalaires
canoniques dans IR, IR* ou IR%*')
et e C={f:[-1,1] = [-1,1] , croissante , C*(]-1,1[) et telle que f(1)=1, f(-1)=-1
}.
Remarque: Si F' = Id, on retrouve le modele d’Heisenberg “classique”.

Nous supposerons de plus que J est invariant par translation c’est-a-dire
Vk € Z', Jikjik = Jij et que ¥(3, ) € (Z")? tel que ||i — j|| = £ < R,
Jij = Cte := 3J;, ou [ représente l'inverse de la température.

Nous posons Jo = Y05 J; .

Avec un tel potentiel, I’énergie d’une configuration x sur A connaissant la confi-
guration y sur le complémentaire de A est définie, au signe prés, par la fonction

Ha(zly) = Y. Jujro(zay)
(i,7)PA%0 o .
=Y WFES) + Y JsF(y) = HiGaly)
(1,5) €A (1.5)€EAS

ot Ay ={(5,7) E A x Atelsquei < jet|i—j|l <R} et
S ={(5,7) € A x A° tels que|s — j|| < R}.

La mesure qui servira de référence ici est la mesure du produit des spheres induite
par la mesure de Lebesgue sur une sphére (i.e. la mesure d’équilibre du systéme a
température infinie).

Notons (;g la métrique associée & M* (sphére au site i) et 5g la métrique induite sur

M2 = (SHA,

Commentaires: Contrairement au modele d’Ising (d=0, F=Id)), le modéle d’Hei-
senberg ne posséde pas d’inégalités de corrélations de type FKG [FKG]. Ces inégalités
qui s’appuient sur ’ordre de I’espace des configurations et font intervenir des fonctions
monotones, permettent de montrer la convergence ou I’unicité des mesures de Gibbs.
Elles n’ont pas d’équivalent sur le modele d’Heisenberg, celui-ci étant non ordonné.
Par conséquent, afin d’obtenir un critére d’unicité des mesures de Gibbs, nous uti-
lisons des techniques plus sophistiquées ce qui justifie I'introduction de la structure
riemannienne de la sphere.

Structure riemannienne et calculs en coordonnées

V(i représente la connexion de Levi-Civita de (M*,;g) et V = (V(;))iea la
connexion de (M* 4 g).

L’opérateur de Laplace-Beltrami sur M est défini partir des laplaciens des spheéres
(A(;) = trace(,-)g.V(,-)V(,-)) etona Ap = ZA(,‘).

i€A

L’opérateur de Ricci de la métrique sur fme sphere (i) vérifiant la relation suivante :
Ric(;) = (d — 1)(;)g, notre probleme est donc de trouver v : Z' — [0,00) et € €]0, 1]
avec y_ (i) < (1 —¢)(d — 1) tels que

ieZ’
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YA € F,\V{k,l} € (Z")? tel que {k,(} N A # 0,Vt € T(M&}),

(VY (Igeay © (zay))lwa(t: t) < vk = DIEIIE]. 3)

La définition du potentiel Jy ) nous permet d’écrire:
(VVrnpo @ay)lleny = TnneanullVVF( .2k

+  Lepeas Jul[VVF(z ")k

Nous regarderons donc dans la suite la hessienne de F sur le produit de deux
sphéres.
Remarque:

Les propriétés des connexions agissant sur la composition de fonctions permettent
de simplifier I’écriture de la hessienne de F de la manieére suivante :

VoV F(etah)] = F'(a*.2) V(2" 1) ® Vi (a*.2')]

+ F(a*.2")[V V(e

Avant d’énoncer le lemme 1, donnons encore quelques notations: tout d’abord,
nous identifions dans la suite le couple (z¥, z') de M* x M' pour (k,l) € Ay, avec les
points z¥ et z' de S¢ (par exemple, S représente la sphere au site 0). Nous allons
maintenant décrire une base de ’espace tangent T« x T..

Considérons sur S? la géodésique passant par z* et z' et notons e*** le vecteur
unitaire sur cette géodésique partant de z* et pointé vers z'. Soit Fj, le plan engendré
par les vecteurs z* et z! de S%(z* et z' étant considérés comme des vecteurs de R*+!).

(:c", €%+7t) forme une base de F,. De plus, R se décompose a I’aide de Fyy et de
Porthogonal de Fj; noté Fj3.

R**! = F, ® F§. Notons que Fj} est contenu dans l'intersection des espaces tan-
gents T,x et Tyi. On notera e* une base orthonormale de Fi (et = (ef,...,ef,))
. Avec ces notations, (e***!,e') et (e™*,el) représentent respectivement des bases
orthonormales de T« et de T..

Remarques:

1. L’ambiguité de la définition de e®*** lorsque zF = z! (pas de géodésique) ou

lorsque z*¥ = —z' (plusieurs géodésiques) n’est pas génante dans la suite car
’ensemble de tels couples est de mesure nulle dans M*.

2. Lorsque (k,!) € AS, nous nous intéressons aux points z* et y* de S? (avec y fixé
q ’ A P Yy y
et nous introduisons les vecteurs unitaires €%, (L)%} et les espaces Fi, Fi

de la méme maniére que précédement.

3. Lorsque (k,!) € A§ , VV F(z*.y') sera considéré comme une forme quadratique
opérant sur T,» puisque pour y fixé sur A°, siiou j est différent de k, la forme
bilinéaire [V(;V ;) F(z*.y')] est identiquement nulle.
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Lemme 1 1. Soient (k,l) fizé dans Ax, = € IM tel que zF.2' £ * 1 et
t = (tk,t') € Tpx x Ty alors:

[(V(z*.2") ® V(z* 2"k ((t5, 1), (5, ) =
(1 = (zk.2)?)(th.e= 4 ¢! emor)?
(VY (") lpap((t5, 1), (5, 1)) =
—z* ! ((th.e)? + (t.e31mx)2 4 2tk e%k=)(t . e¥i=x))

+ T (=t 2! (tFen)? + (Hem)?) + 2(t5 e5)(t em))
2. Soient (k1) fixé dans A3, zay € M tel que zF.y' £ * 1 et t* € Tye alors:

[V (z*.y) ® V(e y)I(t5,£) = (1 - (a*.¢')*)(¢* ™4 )?
d-1
[V V(e y)l(t5, ) = =2ty (t.e9)? — *y' 3 (th.en,)?
m=1
Démonstration:

Nous allons choisir un systéme de coordonnées qui raméne les calculs sur la boule
unité de IR®. La sphére MO étant plongée dans 'espace euclidien R**!, appelons p la
projection de M° sur le sous-espace E? de dimension d orthogonal au vecteur unitaire
edr1 = (0,...,0,1)(eq41 sera considéré indifférement comme un vecteur de R**! ou
comme un point de la boule), et passant par le centre de S¢. Toutes les spheres du
réseau sont projettées sur E%; nous notons p(z') = Z* € E? C IR* et par abus de
notation p(z) = Z € (le)Zv. ' _

Les coordonnées d’un point z* de M* s’écrivent dans R+

= (7, e/ (1 — |7[?) avec ¢; = signe(z'.e441) et |T°]? = T, ()2
Dans ce systeme de coordonnées, la métrique (;)g s’écrit :

I I
(©9)t.e=1 = (Oke +1 l‘t lg)k =1

La connexion V ;) se représente comme suit :
: y af \*

sur les fonctions f: R* =+ R, V(uf = | ==
0%t ) o,

sur les covecteurs T = (TY)s_,,

ar, & .
VoT = (VosTy),, = ({9}{ - mX_:I @TkeT ,,.)“

¥

ou ((,)[‘"‘ ) représentent les coefficients de Kristoffel de la connexion Ve
ici, en coordonnées locales (;)['y, = a:m ()9k.¢-
Si I’on pose (g = (59)' = (Idg — #* ® 3') , le laplacien, quant lui, s’exprime de la
facon suivante:
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L[ df & af
o= 2 (0" [aaga; - £ omag]

k=1 m=1

Nous pouvons maintenant, avec ces formules explicites, démontrer le lemme.
Dans le systéme choisi, le produit scalaire z*.z! s’écrit

z* .z + Ek\/l - |i’°|261\/1 — |2!|? et par conséquent, en utilisant les formules de déri-

vations, on obtient:
ko L Fren/1- |3 L Ben/T- (3]
Vin(zha) = 6izk(8 - —f—=) + 6ici(3* - ———)
6“/1 - |1‘I|2

ery/1 — |TH|2
Soit ¢ = (¢!, t’: ) un vecteur de 1'espace tangent T,: x T,
(ie. t'a* = 0,/.27 = 0). Notons (f,t},,) les coordonnées de ¢ dans R%' avec
th € RYT = p(t)) et ti,, = t'.eqyr.
Dans ce systéme de coordonnées, écrivons ’action de la forme bilinéaire

[Vt ® Vi (z*.2")] sur Ty x T

(Vi (=*.2") ® Vi) (. 2))(#, ) =

k(@ P IR g kg e /TR
(61:/:(1' .t "t ck\/l—-_li"—lz) +5.=l(:l: .t z'.t 5[\/1_—]5;’_|2))

(=l Tk =k jk sy/1-[FP C (=k 7 _ =l fleky/1-1E5?
X (8= (2" .15 — z* 1 - 1—If"|2) + 6(zF 8 — 38 Py )
= (6,'=kzl.tk + 6,-=,x’°.t’)(6j=kx’.t’° + szl.rk.tl)

Décomposons t* (respectivement ¢') dans la base de T« (respectivement de T ).
On obtient ainsi, en remplagant e*** (respectivement €™k ) par et (respectivement
e” ) dans les formules pour alléger les notations,

(Sizka' t* + bicyz® .t = Sizka' (e (tk.e) + 141 oL (tk.et))

m=1 *m

+ Siiak.(emi(tem) + DL ek (t.el)
Par construction, = et % sont orthogonaux aux vecteurs de base e,J;l et de plus,

|z!.e™| = \/1 — (zk.z!)? = |z*.e™|

On a donc:
[V(zF2) ® Vi (@t)I(E, ¥) =
(]. el (:l:k.l‘ )2)(5-=kt".e"‘ + ngltl.ez‘) X (5j=kt".e"‘ + 6,-=1t'.e")
et on trouve le résultat de la premiere partie du lemme 1.
Remarque: Lorsque (k,l) € A4 et donc que y' est fixé, on a immédiatement

Vi (z*y') = 0si i # k, et il suffit de suivre le méme raisonnement que précédement
pour obtenir le résultat annoncé.
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La seconde partie du lemme se montre & partir du calcul de V;(z*.z') en coor-
données et en utilisant la formule de ’action d’une connexion sur un covecteur.
On obtient:
Vi (Vi (aka)) = —z*2'(8zi=ry 09 + di=i=n0)9)

=t _]'
ik + 6iabim) (Id + L8z

e/l - |7i[2e;,/1 - I:Ef|2)

Par conséquent, si (t',#/) € Tyi X Ty,

Ve (Ve e, v) =
_mk..‘cl(a(i=j=k)“tk”2 + 5(i=j=l)”tl“2) + (Sikbjm + 6i=15j=k)tk,tl

Ecrivons t* et ' a 1’aide des vecteurs e, ™ et (eL)%=}.
) m/i=1

Cela nous dol?nela: s
Ve (Vi (e* ), ¢) =

—zk 2! (B ((8F.6)? + Ty (tF.60)?) + Simjmt () + Ty (¢07)))]

+((S'=k5'=; + 5;=,5j=k)((t".e"‘“)(t‘.ex’)e"‘.e" + an_zll(tk.ei)(tl.e,t))

Or e**.e® = —z*.z! (par construction) donc

Vo (Vla* Nt ) =
—* 2 [§ic ek (t5.€%)? + Sizjmi(t.€) 4 (Sizkbj=t + 8iz18;=k ) (tF.e¥)(t.e™)]

+ T (=2t 2! (Bimjm(t.e7)” + bimjmi (7))
H(8izkbjzt + 8imiizi)(tF.e0,)(te70)
et on retrouve bien 'expression de la forme quadratique [[VV(z¥z!)]](x,) annoncée
dans le lemme 1.
Remarque: .
Lorsque (k,[) € A et que y' est fixé, [V V(;)(z*.4')] est identiquement nul pour i
ou j différent de k et 1’expression ci-dessus nous donne le résultat pour i et j égaux a k.

Choix de la meilleure fonction F.

Nous allons dans ce paragraphe déterminer la fonction F intervenant dans la dé-
finition du potentiel qui donnera une majoration optimale (au sens du critere de
Holley-Stroock) de la température critique T.. Afin de majorer la forme quadratique
([VV(J k30 (zay))]](k,) €t de rendre le majorant optimal, nous allons dans un premier
temps chercher les 2d valeurs propres de VV F(z*.z') (et de VV F(z*.y!))puis trouver
la fonction Fp qui rende minimale le supremum de ces valeurs propres.

Nous notons(\;(F, z¥.z"))?, (respectivement (Xi(F, z*.y'))4, les valeurs propres
de [[VV F(z*.z")]| (k) (respectivement de [VV F(z*.y")]]k))-

Théoréme 4 : 8
. 2d
BE g (BT =

De plus, l'unique fonction qui minimise ce supremum est la fonction
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Fo(r) = %(arcsin‘r + g)z -1
Démonstration :
- Pour chaque couple (k,l) de A3, les valeurs propres de [V 1)V 1) F(z*.y")] sont:
M(F,z*yh) = (1 - (a*.y"))F"(z*.y") - (z*.y") F'(z*.y")
associé au vecteur propre u’ = "% € T,

X(F ek yt) = —(z* ") F'(z* )
associé aux (d-1) vecteurs propres  u, = ek € Ty
(m=1,..,d-1)

- Pour chaque couple (k,1) de Ay, les valeurs propres de [[VV F(z*.z!)]] sont:
M(F, 2k .2!) = 2(1 — (a*.2")2) F(z*.2") — 2(2F.2') F'(z* 2t

associé au vecteur propre u = (€"%,e"%*) € Tpx x Ty

Xo(F,z*.a!) = (1 — zF.2")F'(z*.2")
associé aux (d-1) vecteurs propres u,, = (eL,el) € Tpx x T

(m=1,..,d-1)

A3(F,z*al) =0

associé au vecteur propre v = (e, —e®%) € Tpx x T

M(F,zkzl) = (-1 - z".xl)F'(:c".x’)
associé aux (d-1) vecteurs propres v, = (e, —ek) € Tpx x T
(m=1,..,d-1)

Remarques:

1. Ces résultats se vérifient aisément & I’aide des expressions des formes quadra-
tiques qui composent le lemme 1.

2. Afin de simplifier le probléme de maximisation, remarquons que pour -toute
fonction de la classe C et pour tout couple de points (z*,z"), la valeur propre
A2(F, z*.z) est positive tandis que Ay(F,z*.2') est négative . Par conséquent, le
supremum des valeurs propres sera le supremum de A;(F, z¥.z') et Ay(F, z*.2').

. L. , ., 8
Montrons que inf sup A(F,7)V Ay(F,T) est supérieur ou égal 3 — :
FGCTG]-—],][ 7l'2

Soit 0 < @ < oo tel que inf sup A(F,7)V A (F,7) < a.
FeCre)-1]
Cela implique que:

Ve> 0, 3F, € C tel que sup MF,T)V X (For) < a+e

T€]-1,1]
Donc
Ve > 0,3F, € C tel que 2[(1 — 7?)F/(1) = 7F!(1)] S a + ¢

et
(1=7)F(r)<a+eVre€]-1,1] (P1)
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Remarquons que les conditions F, € C*(] — 1,1]) et
0 <(1-7)F/(r) < a+eVr € —1,1] impliquent que lim_, _ F/(r) existe et est
borné.

Posons T =sint avect € [-3,§

3)
={ f:[-53->[-L1] f(%)

croissante ,C*(] — %,

gc(t) = F(sint) et notons
1 (__) = —1’
), et lim, » _, f'(t) =0}

et
2l

Les premieres hypothéses de C’ sont trivialement vérifiées par g, et de plus
vte] -5, 5[, g.(t) = cos(t)F{(sin(t)) donc d’apres la remarque précédente,
lim, > _,g(t)=0

)

Avec ce changement de variable, on obtient :

(P1) = Ve>0,3g. € tel que 2¢/(t) <a+e (P2)

(P2) = Ve>0,3g. €C tel queVte|—-73,7

I3 gl (@)de = gi(t) ~lim, > g(t) <Pt +3) (P3)

(P3) = Ve>0,3g. €C tel que g(t) — g(—%) < EF(t 4 12

T . . . .
Pour t = 3 et pour tout € > 0, on obtient la majoration suivante:

8 T
— < (a+e€) et alalimite quant € tend vers 0, on a: o > —.
Ly s

o

Finalement, on a montré que si inf sup A (F,7)V A(F,7) < a alors o > —¢ ‘est-
FeCrel-1,1( T

a-dire que inf sup A (F,7)V A2(F,7) est minoré par E
FeCre)-1,1] n?

Montrons que la fonction Fy qui réalise cet infimum est la fonction
Fi(z) = (arcsing + )7 - 1
z) = —(arcsinz + =) — 1:
0 ™ 2

. a . 2 ar? . R
la fonction f(z) = — arcsin®z + —arcsinz — —— est solution de 1’équation dif-

m
férentielle A, (fa, ) = o pour tout x dans |-1,1], et satisfait les conditions f,(1) =
1, fa(-1) = —-1.
De plus, la condition f(z) > 0 impose & a d’étre inférieur a %
m
Or cette fonction f, vérifie 'inéquation différentielle Az(f,,z) < o si et seulement si

o est égal a =

]-1,1[ . Cette fonction réalise donc I'infimum sur toute les fonctions de C du supremum
sur | — 1,1 des valeurs propres de la hessienne de F(z*.z!).

La fonction Fy = [, est telle que Fy € C et Ay (Fo,z)V Ag(Fo,z) < % pour x dans
- ™

Ainsi, pour cette fonctionFy, [[VVFo(zk.xl)]](k',) < %{’ml}g
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(en tant que forme quadratique sur T(M &) x T(M{E)),
Remarque: Pour chaque couple de AZ, nous pouvons suivre le méme procédé et la
méme fonction Fy nous donne la majoration suivante:

8
([VVFy(z* .y ) kny < -7T—2{’°}g.

Majoration de la température critique et de la constante de Sobolev
logarithmique

Corollaire 1 : Dans le cadre défini précédement, la condition
1 _#w*d-1)
p=rc Tl
T 161/.]0
De plus, cette mesure vérifie une inégalité de Sobolev Logarithmique avec constante
o = (d—1) 46vdy

T4 w2

entraine l’unicité de la mesure de Gibbs.

Démonstration :
il suffit d’utiliser les résultats précédents, en particulier,
vt € T(M*H),
((VV(Jgkay o zay)llwn (1)

= JulLknean[[VV Fo(z* 2wt t) + Tepeas [ViViFo(z* 38, %))

8 8
< Ju(Twpean = (17 +1E0°) + Tgpea = (1)

8
< = Teen (Julgenocii-ticry N7 + T Tuencyu-ui<ry 1E*1%)
8 k2
< 2 Txea ]I(:eZ”,o<uk-zn<R) Ju (17l

Or Ju=pJsi|lk—1|| =ravecre{l,...,R—1}.

Donc
R-1
Ten ]I(leZ“,o<uk—1||<R) Ju [ = ]I’fel\(zml ]I(IEZV,Ilk—l”:r)ﬂJ')”tk”2

R-1
= Lea(d,_, 2087141

Tiea2vBJo||t*||?

8 e
Finalement, si I'on pose v(i — j) = F(ZV'BJO) si fli = ]“ =0
0 sinon
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on obtient Y (i) =(0) = }-gﬂl/.]o
m
ieZ’

et Y (i) est inférieur & (1 —¢)(d —1)sie <1 -

ieZ’
La condition 0 < € < 1 est vérifiée si § <
n¥(d —1)

1611.]0

vérifiées. Il y a donc unicité de la mesure de Gibbs et de plus cette mesure vérifie une
inégalité de Sobolev logarithmique de constante

16ﬂl/Jo
n2d — 1
n%(d - 1)

16VJO ’

Donc pour 8 < ffo = , les conditions du théoréme de Holley-Stroock sont

_ 6ma:(d - 1) _ (d'— 1)71'2 - lﬁl/ﬁJo
*= 4 B 472

Commentaires :
La méme démarche pour le modéle d’Heisenberg classique (F=Id) nous donnerait
une constante a=1 et donc une approximation de la température moins performante

d—1
(B = (2—‘,)-) De plus , des arguments similaires ont permis de montrer [B;] que
vJo
1
dans le modeéle d’Ising (d=0, F=Id), si 8 < f. avec thB. = —, il y a unicité de la

2w
mesure de Gibbs.
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