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Un contre-exemple touchant a I’indépendance

par J. DE SAM LAZARO

Laboratoire AMS, URA CNRS 1378
Université de Rouen
76821 Mont Saint Aignan Cedex

1 Dans la préparation d’un travail déja ancien que nous publidmes en collaboration
avec M. YOR (L.N. in Math. n°649, pp.302-306, 1977) nous fiimes amenés & nous
poser la question suivante

Soient (£2, A, P) un espace probabilisé, By et By deux sous-tribus de A, H; et
H, des sous-ensembles denses de L'(B;) et L'(B;) respectivement. On suppose que
pour tous hy € Hy, hy € Hy le produit hihy est intégrable et E[hiho] = E[h1]E[h2].
Pouvons nous affirmer que les tribus Byet By sont indépendantes 7
L’objet de cette note est de répondre (par la négative) & cette question.

Remarque. Si H; et H, étaient denses dans L?(B;) et L%(B;) respectivement, alors
les tribus B; et By seraient indépendantes, ceci grace a la continuité, pour tout
g€ L?, de ’application h +— E[gh] de L? dans C.

2 Considérons I'espace probabilisé (£2,.4, P) ou Q est I'intervalle [0, 1], A sa tribu
borélienne, P la mesure de Lebesgue. Nous allons démontrer le résultat suivant

Proposition. Il existe deux sous-ensembles dénombrables F et G de L'(S), denses
dans L(Q), tels que fg€ L' () et E[fg] = E[f]E[g] pour tout f€F et tout g€G.
Pour démontrer cette proposition nous nous donnons une suite {ej, ez, ...}

d’éléments de L () dense dans Li(f), et deux suites (e,), (c),) de réels > 0
décroissantes vers 0. Nous montrons alors qu'il existe deux suites F = {fi, fo, ...},
G = {g1,92,. ..} dans LL(Q) telles que

(a) Pour tout n€N, ||fn — enl| < en, |lgn — enl| <€,

(B) Pour tous m,n€N, le produit fr.gm €L et E[fngn] = E[fn]E[gm]
Il s’ensuivra que les familles F et G sont denses dans Lk (€2) et que pour tout f€F,
g€G,ona fge L, et E[fg] = E[f]E[g]. L’extension au cas complexe est alors
immédiate.

La démonstration de la proposition sera basée sur le lemme suivant

Lemme. On se donne une famille finie {fi, ..., f»} d’éléments de L(S2), un élément
e de L (?) et un réel € > 0. On suppose que
(a) pour tout i, 1 < i <mn, fi ¢ L*(Q)
(b) les lois de probabilité des f; et de e sont diffuses en dehors de 0
(c) Pour tout 7, 1 <1 < n, il existe un ensemble C; € A tel que / ff dP = o0
C.

et tel que pour tout j # i, f; est bornée sur C;.
11 existe alors g € Ly (Q)\L&(£2) tel que
(@) lg—eli<e
(3) pour tout i€{1,2,...,n}, le produit gf;€ L' et E[fg] = E[f;]E[g]
(v) il existe Bg, Bi,...,Bn € A tels que fBo |g|2dP = oo, g soit bornée sur
U} B, et pour tout i€{1,2,...,n} fBi f2dP = oo et f; soit bornée sur U;x; B;.
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(0) la loi de probabilité de g soit diffuse en dehors de 0.

Démonstration du lemme. L’hypothése (c) implique qu'’il existe n éléments dis-
joints Ch,...,C,, de A vérifiant : pour tout i, fCi f2dP = oo, f; conserve le méme
signe sur Cj, les f; sont bornées sur C; pour j # i. De plus nous choisirons les C; de
facon que [, |fildP < 557, [¢, el dP < 555 et P(U] Ci) < 1 Finalement A étant
non-atomique nous pouvons supposer que pour tout ¢, C; = A; U B;, A; N B; = 0,
fAi fidp = fB,» f2dP = co.

Nous allons procéder a la construction de g. Quitte a remplacer f; par f; —
E[f:] nous supposerons que E[f;] = 0. ‘

Fixons un ensemble By C (U7 C;)© de mesure > 0 tel que les f; soient bornées
sur By et définissons g sur By de sorte que

€
gdP<oo,/ g2dP=oo,/ g—e|dP <
/1o o [ lo—elap < 57

et que g soit diffuse sur By, ce qui est possible, ’espace étant non-atomique. Sur le
reste de (|J] C;)°, posons g = e. Il s’agit maintenant de définir g sur chaque ensemble
C;. Disons tout de suite que, pour tout i, |g| sera égale & |f;| sur une partie de A4;
et & 0 sur ce qui reste de A; et sur B; de sorte que

= &€
—el|; = —e|dP+ / —e|dP < + /fi dP+/ e|dP) < e.
lo=elh = [ lo=claP+3_ [ loel P < 5+ 350 1 aP [ 1ela)

Donnons nous une série convergente Y a, avec a, > 0 pour tout n et soit 0 <
by < by < ... une suite de réels vérifiant pour tout m

(1) Z/ |fif;]dP < am, pour i€ {1,...,n}.

j#i Y AN f31>0m}

Posons Ji(l) = f(Un c,)c 9f:dP pour i € {1,...n} et commencons par définir, pour
1 7

chaque 7, g sur une partie de A; de la facon suivante : supposons par exemple qu’on
ait Jl(l) <0et f1.<0sur A;. Soient cgl),dgl) des réels tels que

by < eV < d{) et / f2dp=—-J.
An{—dP<f<—cM}

De tels réels c(ll) et d(ll) existent du fait que la loi de f; est diffuse et que | A, f2dP =
00. Posons

A(ll) =A1N {—d(ll) <fi< —cgl)} et g = fy sur Agl).

On définit de méme les paires (c§2),dg2)), . (cﬁ"), d(ln)), les parties Agl), oy AD de
Ag, ..., An, et g sur chaque Agl) : g vaudra f; si Ji(l) <0, —f;si Ji(l) > 0. On aura
pour i€ {1,...n}, griace a I'inégalité (1) ci-dessus,

gft dP‘ <aj.

| /(U cu(U, 49)
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Ensuite posons Ji(z) = f(Uj epeu(U, 42) gf: dP et définissons des paires de
réels (c§",dM), ..., (¢S, dSY) vérifiant

dP Vb, < <df et / =172
A]‘n{c(])<lf I<d(])}

Posons A§2) = 4; N {cgj) < |fjl < dgj)} et définissons g sur A;Z) par g = f; si
JJ@) <0, —f;si J]@) > 0 pour j = 1,2,...n. Toujours en vertu de I'inégalité (1) on a

i d ,
'/<qu>=u<u ayu(amy A<

| dP < + ag.
/(ch)CU(UAy))U(UA?)) |9f| ai + ag

Et ainsi de suite. A la mi®™® étape nous aurons construit, pour tout i, m parties
disjointes A", ..., A"™ de A; vérifiant

| g.fl dPl < Qm,
UC )cu( i=1,k=1 Agk})

(2) lgfildP < a1+ ... + am.

/UC )CU(U =1,k=1 Agk))
Posons enfin g = 0 sur 4;\J Agk) pour i = 1,2,...,n. D’aprés (2), gf; est intégrable
car la série S a, est convergente, et la premiére de ces inégalités implique que
Elgf:] = 0 car limpy 00 am = 0. o

Passons a la démonstration de la proposition. Soit {e,} une famille dénom-
brable d’éléments de L (), dense dans Lg (1), telle que chaque e,, ait une loi diffuse
en dehors de 0 (il est fac1le de voir qu’une telle famille existe). Donnons nous deux
suites (en), (¢,,) de réels > 0 décroissant vers 0. Il existe fi € LE\L3 de loi diffuse
en dehors de 0 telle que || f1 — e1]l1 < €1. D’apres le lemme, il existe g1 € LI\LE de
loi diffuse en dehors de 0 telle que

llgr — el < €1, g1fi€L?, Elgif1] = E[f1]E[g1]

et deux parties disjointes Ay, By de [0,1] vérifiant [, ftdP = [y g2dP = o0, g1
est bornée sur A; f; est bornée sur Bj.
Ensuite il existe f> € Ly\L% diffuse en dehors de 0 vérifiant

fif2, g1 f2€ Lk, E[fif2) = E[A)Elf2], Elgifo] = Elg1]E[f2], |If2 — e2lli <e2.
De plus il existe A, B,C C [0, 1] disjoints tels que

/ffdP:/gfdP:/f%dP:oo,
A B C



103

f1 bornée sur B U C, g; bornée sur AU C, f, bornée sur A U B. Puis il existe
g2€ L\ L3 diffuse en dehors de 0 telle que

9291, 921, 92f2 € Ly, Elg192] = E[91]E|g2], Elg2fi] = Elg2)E[fi]

pour i = 1,2, ||g2 — e2||1 < €5, g2 et f2 étant d’intégrales infinies sur des ensembles
disjoints sur lesquels les autres fonctions sont bornées. Et ainsi de suite... o

Je remercie Jean-Paul THOUVENOT de son aide.



