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Résumé

On majore le diamétre de 'ensemble des barycentres convexes d’une probabilité
portée par un petit compact d’une variété avec connexion, par le moment d’ordre
trois de la probabilité. Si le compact est un espace produit, on démontre que le
projeté sur une composante de I’ensemble des barycentre convexes est ’ensemble
des barycentres convexes de la loi marginale sur cette composante.

On utilise ces propriétés pour démontrer que les suites de martingales discrétes
construites & partir de la valeur terminale d’une martingale continue convergent
vers cette martingale continue lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, s’il
existe une distance riemannienne convexe sur la variété. La convergence a lieu aussi
dans tous les compacts suffisamment petits si la martingale continue a une variation
quadratique dominée par un processus déterministe. On retrouve ainsi les résultats
de convergence obtenus par Picard avec une définition différente des barycentres.

1. Introduction

Soient V' un compact d’une variété W avec connexion V, et un espace probabilisé
filtré (Q,F,(Ft)g<i<1, P) vérifiant les conditions habituelles. Soit I une variable
aléatoire & valeurs dans V. On sait (voir [E,M]), que si X est une martingale
continue telle que X; = L, alors pour tout ¢ < 1, X; est dans 1’ensemble de variables
aléatoires JE[L|F;), des espérances conditionnelles de L quand F;. Toute la difficulté
du probléme de construire X & partir de L réside dans le fait que cet ensemble
n’est pas en général réduit a un singleton. Dans une premiére partie, on donne une
majoration de la distance de deux éléments de cet ensemble, par le moment d’ordre 3
de L quand F;, sous certaines conditions de convexité de la variété.

Contrairement aux barycentres conditionnels de [P2] qui sont stables par produit,
les produits d’espérances conditionnelles de [E,M] ne sont pas en général des
espérances conditionnelles. On remédie & ce défaut en démontrant qu’avec des
conditions de convexité sur une variété produit, si les lois conditionnelles par rapport
aux sous-tribus de F existent, alors pour toute variable aléatoire (L,L') dans la
variété produit, et pour tout élément X de IE[L|F], il existe X' dans IE[L'|F;]
tel que (X, X") soit dans IE[(L,L')|F;]. On utilise ce résultat pour démontrer que
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si L et L' sont proches, alors IE[L|F;] et IE[L'|F;] sont proches. En utilisant une
méthode de Picard ([P2]), ce résultat nous conduit & démontrer que les suites de
martingales discrétes construites & partir de la valeur terminale d’une martingale
continue convergent vers la martingale continue lorsque le pas de la subdivision tend
vers 0.

2. Majoration du diamétre des barycentres convexes, existence des
barycentres convexes dans les variétés produits

2.1. Définitions et rappels

On considére toujours un compact V' d’une variété W avec connexion V, et un
espace probabilisé filtré (2, F, (Ft)y<i<;, P) vérifiant les conditions habituelles.

Une fonction f définie sur un ouvert W' de W sera dite convexe si pour toute
géodésique v : I — W' ou I est un intervalle ouvert de IR, la fonction f oy est
convexe sur I. Cette définition n’est intéressante que s'il existe suffisamment de
géodésiques dans W', par exemple lorsque deux points de W' sont toujours reliés
par une géodésique. Si au contraire W' n’est pas connexe, elle n’a pas beaucoup de
sens.

On notera C(V') 'ensemble des fonctions convexes définies sur un voisinage ouvert

de V.

DEFINITION 2.1. — On dira que le compact V vérifie la condition (3) s’il posséde
un voisinage ouvert W' tel que deuz points de W' soient reliés par une géodésique
incluse dans W' et une seule qui dépend de facon C*®° des deuz points, et si la
géodésique qui relie deuz points de V' est incluse dans V.

Si la condition (i) est réalisée, pour tous z,y dans V, le vecteur zg € T,W
désignera le vecteur vitesse en z de la géodésique passant en = au temps 0 et en y au
temps 1. L’application qui & (z,y) associe 7y est de classe C*°.

Tout point d’une variété avec connexion posséde un voisinage compact qui vérifie
la condition (i). Dans une variété riemannienne, une boule géodésique réguliére (voir
[K1] théoréme 1.7) vérifie aussi (i).

Les définitions qui suivent sont dues & Emery et Mokobodzki [E,M].

DEFINITION 2.2. — Si p est une probabilité sur V, on dira que ¢ € V est
un barycentre conveze de p s1 pour toute fonction f appartenant ¢ C(V), on @
f(z) < u(f). On notera b(p) Uensemble des barycentres convezes de p.

Si le compact V vérifie la condition (1), on appellera barycentre ezponentiel d’une

probabilité y tout point e de V' qui vérifie / eyu(dy) = 0.
1%

D’apres [E,M] proposition 2, tout barycentre exponentiel d’une probabilité p est
dans b(p).

DEFINITION 2.3. — Si X est une variable aléatoire & valeurs dans V et 31 G est
une sous-tribu de F, on appellera espérance conditionnelle de X sachant G toute
variable aléatoire G-mesurable Y ¢ valeurs dans V telle que foY < IE[f o X|G] pour
toute fonction f appartenant é C(V). On notera IE[X|G] I'ensemble (éventuellement
vide) des espérances conditionnelles de X sachant G.



72

§iV vérifie (1), on appellera espérance conditionnelle exponentielle de X sachant

G toute variable aléatoire G-mesurable Y & valeurs dans V telle que E[ﬁlg] =0. On
utilisera la notation E[X|G] pour désigner une espérance conditionnelle ezponentielle.

On dira que les espérances conditionnelles ezistent dans V si quelle que soit X
variable aléatoire F-mesurable & valeurs dans V, quelle que soit G sous-tribu de F,
Uensemble IE[X|G] est non vide. On notera (i°) cette propriété.

LEMME 2.4. — Pour toute variable aléatoire X dans V', pour toute sous-tribu G,
toute espérance conditionnelle exponentielle E[X|G] —s’il en existe— est un élément

de E[X|G].

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [E,M] proposition 2. Il faut
montrer que pour toute fonction f appartenant 4C(V'), on a f(£[X|G]) < E[f(X)|G).
Pour une telle fonction f, pour tout a dans V, on définit 8f(a) comme étant
'ensemble des h € T3V tels que pour tout z dans V, on ait f(z) — f(a) > h(a2).
Nous pouvons remarquer que dans cette définition, on peut remplacer pour tout =
dans V” par ”il existe un voisinage V, de a, tel que pour tout z dans V,”, en
vertu de la condition (i) et de la convexité de f sur les géodésiques. D’apres [E,Z]
corollaire 1, 0f(a) n’est pas vide. On définit df comme étant la réunion des 0f(a),
a parcourant V. L’ensemble 8f est un borélien de T*V dont on choisit une section
borélienne a + f'(a). On a alors pour tous a,z dans V, f(z) — f(a) > f'(a)(a2),

donc f(z) — f(E[X|G]) > F(E[X]|G]) (8[X|g]x). Ceci implique que

E[f(X)|d] - (E[X|6]) > E [f'(slxwl) (e[xwlx’) |g] .

Par linéarité de f'(£[X|G])(-), le terme de droite est égal &
riexie) (E |FRERI9) ).

Il est nul, et on a bien E[f(X)|F] > f(E[X|G]). [0

DEFINITION 2.5. — On dira qu’une semi-martingale X a valeurs dans V' est une
C-martingale si pour toute fonction f appartenant 4 C(V'), le processus f(X) est une
sous-martingale réelle.

D’aprés [E,Z] théoréme 2, les martingales continues au sens usuel, que nous
appellerons aussi V-martingales, sont des C-martingales. La réciproque est fausse
en général, et les C-martingales ne sont pas toujours des processus continus. On
les relie aux espérances conditionnelles en constatant qu’une semi-martingale est
une C-martingale si et seulement si pour tous s,t € [0,1] vérifiant s < t, on a
X, € E[X|F].

Soit L une variable aléatoire J;-mesurable & valeurs dans V. Lorsque la condition
(i’) est vérifiée, on peut construire des C-martingales discrétes de valeur terminale
donnée L, par rapport & toutes les subdivisions de [0, 1]. Il suffit en effet, étant donnée
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une subdivision (¢;);<;<x, de prendre pour X;; un élément de E[Xy,,,|F], et de
faire une récurrence descendante. Les C-martingales discrétes sont des C-martingales
pour la filtration discrétisée, égale & Fy, sur l'intervalle de temps [t;, tiy1]-

La condition (i’) est réalisée dans les deux cas de figure présentés par les
propositions 2.6 et 2.7.

PROPOSITION 2.6. — Si le sous-ensemble compact V' de W vérifie la condition (1),
est de la forme {¢ < 0}, avec ¢ conveze de classe C? au voisinage de V, telle que
{¢ < 0} ne soit pas vide, alors les espérances conditionnelles ezponentielles existent
dansV.

Notons que Emery et Mokobodzki ont donné dans [E,M] une condition d’existence
des barycentres exponentiels : il suffit que V soit de la forme {¢ < 0}, avec ¢ convexe
de classe C? au voisinage de V. La démonstration qui va suivre est inspirée de celle
qui figure dans [E,M].

Démonstration. — Nous allons tout d’abord démontrer que le compact V est
une variété a bord dont le bord est exactement égal & {¢ = 0}. Pour cela, il suffit
de démontrer que dp n’est pas nulle sur {¢ = 0}. Soit o un point de V tel que
¢(0) < 0. Si z € {p = 0}, alors la convexité de ¢ sur la géodésique reliant z et o
permet d’écrire I'inégalité <d<p, R) < (o) — ¢(z) < 0. On en déduit que dip n’est
pas nulle sur {¢ = 0}. Nous allons maintenant établir que tout champ de vecteurs
sur V qui est transverse au bord et dirigé vers ’extérieur admet au moins un zéro
dans lintérieur de V. La somme des indices aux points d’annulation des champs
de vecteurs de V' qui n’ont que des zéros isolés et qui sont transverses au bord,
dirigés vers l'extérieur, est égale & la caractéristique d’Euler de V (théoréme de
Poincaré-Hopf [M] p. 35). Le champ de vecteurs z + —Z est égal & I'identité dans
la carte exponentielle centrée en o, et est transverse au bord, dirigé vers I’extérieur.
On en déduit que la caractéristique d’Euler de V est 1. Tout champ de vecteurs sur
V, transverse au bord et dirigé vers ’extérieur, a donc au moins un zéro isolé s’il n’a
pas de point d’accumulation de zéros.

Soient L une variable aléatoire 3 valeurs dans V, et G une sous-tribu de F. On
peut supposer que L prend ses valeurs dans I'intérieur de V, car dans le cas contraire,
on fait la méme démonstration avec tous les V, = {¢ < ¢}.

Pour z dans un sous-ensemble dénombrable dense d’un voisinage de V, on choisit

w +— vz(w) dans la classe de variables aléatoires IE [Elg] telle que sur un sous-

ensemble Q' de 2 de probabilité 1, le champ de vecteurs z + v, soit de classe C1,
avec des dérivées uniformément bornées, indépendamment de w. Pour w € ', on
peut donc prolonger v.(w) & un champ de vecteurs de classe C! sur V tout entier.
Montrons que, presque siirement, v est transverse & I’hypersurface {( = 0}, dirigé
vers 'intérieur de V. On note (w,t,z) — Uy(z)(w) le groupe & un parameétre issu de

d
v.(w). Il vérifie Zl—ZUt(x) = vy,(z) et Up(z) = 2. SiUy(z) € V,on a

i o) = (4602, E [77210) ) = B [taotvia, 5]
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Comme ¢ composée a la géodésique joignant Uy(z) & L est convexe, on obtient

%¢(Ut(x)) < Elp(L)|9] - ¢(Us(x)),

ce qui donne pour t =0 et z € 9V,

(dp(z),vz) < E[p(L)|G] < 0.

On a montré que —v était transverse sur le bord et dirigé vers 'extérieur. On
en déduit que v(w) s’annule dans l'intérieur de V, pour tout w € Q'. Définissons
& = {(w,z) € ' x V,vz(w) = 0}. C’est un ensemble mesurable par rapport au
produit de G et de l'ensemble des boréliens de V, et une section G-mesurable
w - E[L|G](w) est une espérance conditionnelle exponentielle de L par rapport
ag. [

On obtient aussi la condition (i’) avec des hypothéses géométriques plus faibles,
mais en imposant des conditions sur (2, F, P) :

PROPOSITION 2.7. — On suppose que pour toute probabilité p sur V, Uensemble
des barycentres convezes de p n’est pas vide, et qu’il existe des lois conditionnelles
sur Q relativement d n’importe quelle sous-tribu de F.

Alors les espérances conditionnelles existent dans V.

La démonstration de ce résultat figure dans [A]. Notons que dans la plupart des
espaces canoniques, on a l’existence des lois conditionnelles par rapport a toutes les
sous-tribus.

Lorsque deux points quelconques de V' peuvent toujours étre reliés par au moins
une géodésique passant dans V, alors les barycentres convexes existent sur V. En
effet, on commence par les construire pour des probabilités qui sont des sommes
finies de masses de Dirac en remplagant deux masses de Dirac par leur barycentre sur
une géodésique, et en utilisant 'associativité. Si u est une probabilité quelconque, on
considére une suite (fn ), ¢ de mesures du type précédent qui converge étroitement
vers p, et une suite (z,),c v de barycentres convexes associés 4 ces mesures. Une
valeur d’adhérence de la suite (z,,) sera un barycentre convexe de p.

En particulier, si V vérifie (i), alors les barycentres convexes existent sur V.

DEFINITION 2.8. — On notera (41) la condition d’ezistence pour tout (z,y) € VXV
tel que  #y, d’une fonction f € C(V) qui vérifie f(z) < f(y)-

On notera (ii1) la condition d’ezistence pour tous a € V et X € T;W d’une
fonction f conveze de classe C* sur un voisinage de V telle que df(a) = X et

Hess f(a) = 0.

Si deux points de V sont toujours reliés par une géodésique incluse dans V,
alors la condition (iii) implique la condition (ii). En effet, si on choisit deux points
différents = et y dans V, la condition (iii) permet de construire une fonction convexe
nulle en z, dont la restriction & une géodésique qui va de z & y a une dérivée égale &
1 au point z. Cette fonction devra étre strictement positive en y.
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On notera (ii’) la condition d’existence pour tout z dans V' d’une fonction
f € C(V) qui vérifie f(z) = 0 et f > 0 sur V\{z}. Cette condition est plus forte
que (ii). Pour la réciproque, il suffit d’ajouter une condition sur les fonctions f de la
condition (ii) :

ProposITION 2.9. Sl eziste un voisinage compact V' de V tel que pour
tout (z,y) € V x V vérifiant x # y, il eziste une fonction f € C(V') qui vérifie
f(z) < f(y), alors le compact V vérifie la condition (3i’).

Démonstration. — On fixe une métrique sur W qui ne nous servira qu’a définir
des fonctions lipschitziennes de rapport 1. La connexion utilisée est toujours celle
du début. Montrons tout d’abord que pour toute fonction f € C(V'), il existe
un voisinage de V' dans lequel f est lipschtzienne. D’aprés [E,Z] (proposition 1),
pour toute carte locale de domaine inclus dans le domaine de définition de f, la
fonction f lue dans cette carte locale est localement lipschitzienne. On peut donc
recouvrir le compact V' par un nombre fini de cartes locales dans lesquelles f est
lipschitzienne. Elle est donc lipschitzienne dans la réunion des domaines de ces
cartes, qui contient V.

Soit z € V. Pour tout y dans V différent de z, il existe une fonction f, € C(V')
telle que 0 = fy(z) < fy(y). Quitte & multiplier f, par une constante, nous pouvons
imposer & f, d’étre lipschtzienne de rapport inférieur & 1 sur un voisinage de V.

Ceci nous permet de démontrer que la fonction f = sup f, est bien définie sur
yeV\{z}
V', lipschtzienne de rapport 1 et convexe sur l'intérieur de V'. Elle appartient donc

4 C(V), et vérifie f(z) =0, f > 0sur V\{z}. []

Rappelons les résultats dont la démonstration figure dans [A], et qui relient la
convexité du compact V & des propriétés vérifiées par les C-martingales.

PROPOSITION 2.10. — Si toutes les martingales réelles de la filtration (F;) sont
continues et si le compact V vérifie la condition (i1), alors les C-martingales de V
sont continues.

Si le compact V vérifie la condition (ii1), alors les C-martingales continues sont
des V-martingales.

2.9. Les C-martingales dans les variétés d géométrie conveze

DEFINITION 2.11. — On dira qu’une variété avec connezion W' a une géoméirie
conveze 8’il eziste une fonction conveze 1 : W' x W' — IR de classe C3, positive,
qui 8’annule ezactement sur la diagonale, et telle que pour touta € W', Uapplication
e = t(a,-) ait une hessienne Vdyp, strictement positive sur W'\{a}.

On dira qu’un compact V' d’une variété avec connezion a une géométrie conveze
s’il posséde un voisinage ouvert qui a une géométrie conveze.

Si la variété W' est suffisamment petite, alors d’aprés [E] lemme (4.59), elle a
une géométrie convexe. D’autre part, Kendall a démontré (voir [K2] et [A]) que
les boules géodésiques réguliéres dans les variétés riemanniennes ont une géométrie
convexe.
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PROPOSITION 2.12. — Si le compact V a une géoméirie conveze, alors il vérifie
les conditions (i3) et (ii3).

Avant de démontrer la proposition, nous allons construire une famille de fonctions
convexes sur V. Fixons une métrique riemannienne quelconque g sur W, et soit §
la distance riemannienne associée. La notation Hessf désignera Vdf (V est la
connexion donnée au début, et n’est pas la connexion associée & la métrique 9)-

LEMME 2.13. — On suppose que le compact V a une géométrie conveze. Alors
il eziste deuz constantes strictement positives c5 et Cs, et une famille de fonctions
(ha) ey de classe C? sur V, telles que I’on ait pour tous a, dans V,

cs6%(a,z) < ho(z) < 0553((1,1:) et cs6(a,z)g(z) < Hess hy(z) < Csb(a,z)g(z).

Démonstration du lemme 2.18. — On note A la diagonale de V x V, et on définit
une fonction 7 de V' x V dans IR, positive, de classe C* sur V x V\A, et qui coincide
avec § sur un voisinage ouvert V de A. On peut supposer, quitte & remplacer 1
par 1" avec v entier supérieur & 2, que pour tout a € V, la hessienne Hess t,(a)
est nulle. Montrons que si A est un réel positif suffisamment grand, les fonctions
ha(z) = n(a, )’ + Ay(a, ) conviennent. Ce sont des fonctions de classe C? avec des
dérivées jusqu’a ’ordre 2 qui s’annulent en a. Elles satisfont le premier encadrement.
Notons 7, la fonction n(a,-).

Nous allons tout d’abord établir la minoration de Hess ho(z). Quitte & réduire V,
on peut supposer qu’il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour tout (a,z) € V, on
ait Hessn?(z) > c'g(z). Comme

Hess}(z) = 3 nu(e) Hessn3(z) + Sna(z)dna(x) © dra(z)

lorsque z # a, on déduit que sur V, on a Hessn3(z) > %c’&(a, z)g(z), et donc pour
tout A positif, Hess(n2(z) + Ava(z)) > 2'6(a,z)g(z).

Pour obtenir la minoration sur le complémentaire de V, il suffit sur ce compact
de minorer § par une constante strictement positive a, de minorer Hess ¢,(z) par

M
Bg(z) avec B > 0, et Hessn(z) par —Mg(z) avec M > 0. Si on choisit A > e -; ,

on obtient P'inégalité désirée.

Nous allons établir la majoration de Hess h,(z) avec une constante A vérifiant
I'inégalité ci-dessus. La majoration de Hessn3(z) découle de l’expression écrite
plus haut. Pour la majoration de Hess,(z) il suffit de constater que pour tout
a € V, on a Hessy,(a) = 0. Comme 'application (a,z) +— t,(z) est de classe
C3, on déduit qu’il existe une constante C' telle que pour tout (a,z) € V x V,
on ait Hess,(z) < C'6(a,z)g(z). On obtient ensuite la majoration désirée pour

Hess hqo(z). [

Démonstration de la proposition 2.12. — On suppose que V est un compact &
géométrie convexe. Pour obtenir la condition (ii), il suffit d’associer au couple (z,y)
la fonction ..
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Démontrons que la condition (iii) est réalisée. Il existe un voisinage V de la
diagonale A de V x V, et une application (a,z) — wq(z) € T,W définie sur V x V,
de classe C*, tels que (a,z) +— exp;(z) soit définie et de classe C™ sur V, et les
deux applications coincident sur cet ensemble. Comme pour tout @ € V, I'application
z — wgy(z) a une hessienne nulle en a, il existe une constante K telle que pour
tout (a, z), pour tout A € TfW, on ait —K||A||6(a,z)g(z) < Hess(A o w, )(z). Pour
obtenir une fonction f convexe telle que df(a) = A et Hess f(a) = 0, il suffit de poser

5@ = Oowa)(e) + T2 hy o)

On obtient ainsi la condition (iii). []

Contrairement aux conditions (ii) et (iii), qui sont réalisées dés que le compact V'
est suffisamment petit, la condition (i’) d’existence des espérances conditionnelles
peut ne pas étre réalisée localement, par exemple s’il y a des petits trous dans le
compact V. Au contraire, si cet ensemble est grand et s’il n’y a plus assez de fonctions
convexes, alors (i’) est toujours réalisée, ’ensemble des espérances conditionnelles est
trop grand et il y a trop de C-martingales (par exemple dans une variété compacte
connexe sans bord, toutes les semi-martingales sont des C-martingales).

2.8. Majoration du diamétre des barycentres convezes dans les variétés & géoméirie
conveze

On supposera dans cette partie que le compact V a une géométrie convexe, et
qu’il vérifie la condition (i). On supposera aussi que toute probabilité y sur V a un
barycentre exponentiel e,. Notons que Kendall [K1] a démontré qu’il était unique
en géométrie convexe.

PROPOSITION 2.14. — Sous les conditions écrites ci-dessus, pour toute distance
riemannienne § sur V, il existe une constante C telle que pour toute probabilité p
surV, pour tout v dans V', on ait l'inégalité

Ib(w)| < C /V 8 (v, y)(dy),

ot |b(p)| désigne le diamétre de b(u) pour la distance 6.

On pourrait démontrer, en se plagant dans une petite boule géodésique d’une
sphére et en prenant des probabilités portées par trois points, que cette estimation
est optimale : si on remplace le moment d’ordre 3 dans l'inégalité par un moment
d’ordre supérieur, I'inégalité devient fausse en général.

Démonstration de la proposition. — Considérons une métrique riemannienne g
sur V, et la distance é associée. On note S*W I’ensemble des formes linéaires sur V'
de norme 1 pour g. Les applications exp et les vecteurs ¢ seront toujours calculés
avec la connexion V (et non pas avec g). En raison de la compacité de V, il existe
une constante c; strictement positive, telle que pour tous z,y € V, on ait I'inégalité

c1d(z,y) < sup A(ZY).
AESIW
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Reprenant les notations du lemme 2.13, on pose toujours hu(z) = n(a,z)® +
Av(a,z). En raison de la compacité de V, il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout a € V, A € S*W, les fonctions z +— A(aZ) + C'h4(z) soient convexes.

Soit p une probabilité sur V. Nous allons tout d’abord démontrer la proposition
avec v = e,. Soient z un élément de b(p) et A € S; W. On a

N@d) + C'hey (@) < [ uta) (ME) +C'hey ).

On a / w(dy) (/\(e_#g'/)) =) ( / ,u(dy)fm’/) = 0 puisque e, est le barycentre
v 1%
exponentiel de . D’autre part, C'h,,(z) > 0, donc on obtient

A@) < ' [ duphe, 4)
L’inégalité est encore valable avec & gauche le supremum sur A € S; W, ce qui

permet ensuite d’obtenir ¢18(e,, ) < C' [, p(dy) (he, (y)) - D’aprés la définition des
!
5

ke, pour tous a,z, on a h,(z) < Cs6*(a,z). En posant C =

Vinégalité [6s)] < C [ 8(cur)utds)

Si v est un élément ‘(lluelconque de V, il suffit d’établir qu’il existe une constante
C' indépendante de y telle que [, 8(eu,y)u(dy) < C' [, 8*(v,y)u(dy). En raison
de la convexité de hy, on a hy(ey) < [y, ho(y)pu(dy), que 'on peut transformer
en §(v,e,) < %ﬂ Jv 8 (v,y)u(dy), car C56%(a,z) > ha(z) > ¢56*(a,z) pour tous
a,z € V. De I'inégalité §*(e,, y) < 4(83(en,v) + 6%(b,y)) pour tout y € V, on déduit

, on obtient bien
(&1

[ Pewvntdn) <42 [ S utd) +4 [ £ v,
1% Cs Jv Vv

Ceci achéve la démonstration. []

PROPOSITION 2.15. — Sous les conditions écrites au début de la partie 2.3, pour
toute métrique riemannienne § sur V, il eziste une constante C, telle que quelles
que soient la sous-tribu G de F, la variable aléatoire L d valeurs dans V telle que
E|L|G) existe, quels que soient les éléments X et Y de IE[L|G], quelle que sott la
variable aléatoire G-mesurable Z a valeurs dans V on ait linégalité

§(X,Y) < CE[6%(2,L)(G).

Démonstration. — Le principe est identique & celui de la démonstration
précédente. On va tout d’abord démontrer que

§(E[LIG),Y) < CE [8* (£[LIG), L)|G] .

Pour tout A appartenant & S*V, de projeté a sur V, on a l'inégalité

A (W) +Ch(Y)< E [A (E) + C’ha(L)lg] .
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Les applications A +— A a? + C'he(Y) et A — ,\(52) + C'hqo(L) sont

uniformément lipschitziennes. L’inégalité ci-dessus est encore valable en remplagant
A par un processus A étagé G-mesurable, & valeurs dans S*V, et en remplagant a par
le processus projeté de A. La propriété de Lipschitz permet, en passant & la limite
sur les processus étagés, d’écrire I'inégalité avec tout processus A G-mesurable, &
valeurs dans S*V, et en particulier avec les processus A de processus projeté sur V
égal a E[L|G]. L’inégalité s’écrit alors

A (W) + C'heqrg(Y) < E [A (W) + C’hs[Lw](L)IG] .

Le terme de droite du membre de gauche est positif, et le terme de gauche du
membre de droite est nul puiqu’il est égal & A (E [5 [L|g]L|g]), donc on obtient
I’inégalité

A (su:agw’) < C'E [heg(D)I0)

La suite de cette partie de la démonstration est identique au cas déterministe. On
minore & gauche le supremum sur A par ¢;8(E[L|G],Y’), et on majore herig)(L) par
0563(5[-[/'9], L)

Il reste & démontrer I'inégalité en remplacant & droite £[L|G] par Z quelconque
G-mesurable. Une fois que I'on aura prouvé que

hz (E[L|G]) < Efhz(L)|4],

on pourra se ramener au cas déterministe. Cette derniére inégalité se prouve comme
précédemment. Elle est vraie si on remplace Z par un processus étagé G-mesurable
a valeurs dans V, puis pour tout processus G-mesurable car h est lipschitzienne en
tant que fonction de deux variables. []

2.4. Ezistence de barycentres convezes dans les variétés produits

Dans cette partie, nous allons démontrer que le projeté de l’ensemble des
barycentres convexes d’une probabilité sur un espace produit est exactement
Pensemble des barycentres de la loi marginale. L’utilité de cette propriété apparaitra
dans la partie 3 au cours du calcul de la distance entre une martingale continue et
une C-martingale discréte.

La notation V' désignera un compact d’une variété W' munie d’une connexion V'.
La variété W x W' sera munie de la connexion produit. Notons que si les compacts
V et V' vérifient la condition (i), alors le compact V' x V' vérifie aussi la condition
@i).

PROPOSITION 2.16. — On suppose que les ensembles V et V' vérifient la condition
(1). Soit pu une probabilité sur V x V', de lois marginales u¥ et uV', et soit = un
élément de b(u"'). Alors il eziste un élément y de b(u""), tel que (z,y) soit dans

b(p)-
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Démonstration. — On écrit p sous la forme "' (dv)Q(v,dv'), et on considére le
sous-ensemble b(Q) de V' x V' des barycentres convexes de Q, défini par

Q) = {(v,v') eVxV' Vfec(V'), f(v') < /‘;I Q(v,du')f(u')} .

Si v +— h(v) est une section borélienne de 5(Q), un élément y tel que (z,y)
soit dans b (1" (dv)bp(s)(dv')) répond & la question (6, désigne ici la masse de
Dirac au point a). En effet, pour toute fonction f convexe sur un voisinage de
VxV',ona f(z,y) < [y, 4 (d) (0, h(v)) et f(v, h(0)) < » Q(v, dv')f(v, ") done
flz,y) < fv ,uv(dv) fv' Q(v,dv')f(v,v"). 11 suffit donc de démontrer la proposition
avec p de la forme pV (dv)6p(y)(dv').

Dans un premier temps, nous supposerons que h est une application continue,
et ensuite nous ferons la démonstration avec h quelconque. Nous utiliserons les
notations de [E,M], que nous rappelons brievement. Soit n € IN. Si p est une
probabilité sur W™ = {0,1}" et si y est une variable aléatoire définie sur W™ et a
valeurs dans V, le barycentre géodésique itéré de (y,p) est le point Bn(y,p) de V
défini de la fagon suivante. Pour € € {0,1}, on note p la probabilité sur W™~1 égale
3 la loi conditionnelle de (ws, . ..,wy) sachant que w; = . Les variables y, sur W"~!
sont définies par y.(wi,...,wn-1) = Y(€,w1,. .. ,Wn—1).

Pour n =0, By(y, 1) est la valeur de la variable aléatoire constante y.

Pour n > 0, B.(y,p) est le point y(p{w; = 1}) de V, ot 4 : [0,1] > V est la
géodésique telle que 7(0) = fa-1(4o,po) et 7(1) = fu—s(y1,p1). |

Notons que dans [E,M], les barycentres géodésiques itérés sont des ensembles,
alors qu'ici ce sont des points. La différence provient du fait que notre hypothése (i)
est plus forte que celle de [E,M], et qu’elle garantit que les ensembles définis dans
[E,M] sont des singletons.

Cas ol h est continu. D’aprés [E,M] théoréme 1, il existe une suite (Yk, Pk)ren>
avec y; une variable aléatoire définie sur un W) 3 valeurs dans V, et pg
probabilité sur W) telle que pY = yk(px) converge étroitement vers pVoet z
soit le barycentre géodésique itéré de chaque (yk,px). On définit pour chaque k
la probabilité ur = pf (dv)ép(s)(dv’). Elle est encore égale & (yi,h(yx))(pk). Le
barycentre géodésique itéré de (yx,px) est de la forme (z, 2x) avec z; dans V', car
les géodésiques de V x V' sont les produits des géodésiques de V et de V'. Par
conséquent, (z,2x) est un barycentre convexe de . La continuité de h implique
que p; converge étroitement vers p lorsque k tend vers linfini. Cela implique qu’une
valeur d’adhérence (z,y) de la suite ((z, 2;)x¢y) soit un barycentre convexe de p.

Cas ot h est quelconque. Il existe une suite (hy,),cpy de fonctions continues telle
que " -presque siirement, h,, converge vers h (c’est une conséquence du théoréme de
Lusin). On définit les probabilités p, sur V x V' par p, = ,Ltv(dv)Shn(v)(dv’). Il est
facile de voir que les y, convergent étroitement vers p. Pour chaque n, en utilisant
le résultat du paragraphe précédent, on peut trouver y, € V' tel que (z,yn) soit un
barycentre convexe de fi,. Une valeur d’adhérence (z,y) de la suite ((,yn))pen €st
un barycentre convexe de u. []
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DEFINITION 2.17. — On notera (iv(V, V')) la condition suivante : pour tout
couple de variables aléatoires (L,L') d valeurs dans V x V, pour toute sous-tribu G
de F, pour tout élément X de IE[L|G], il eziste un élément X' de IE[L'|G] tel que
(X,X") appartienne d¢ E[(L, L'")|G]

ProposITION 2.18. — Si les compacts V et V' vérifient la condition (i), et s’il
eziste des lois conditionnelles sur Q relativement & n’importe quelle sous-tribu de F,
alors la condition (iv(V, V")) de la définition 2.17 est réalisée.

Démonstration. — D’aprés [A] lemme 2.5, il existe une suite (fy), ¢ de fonctions
appartenant & C(V) telles que pour tout € > 0 et toute fonction f de C(V), il existe
n € IN tel que sup |f — fn| <e.

%

Soit Q(w,dvdv’) la loi conditionnelle de (L,L') sachant G. Alors Q(w,dv) =
Jv' Q(w, dvdv') est la loi conditionnelle de L sachant G. Puisque X est dans IE[L|G],
pour toute fonction f dans C(V), on a presque sirement f(X) < [, Q(w,dv)f(v).
Comme il existe une suite de fonctions de C(V') dense pour la norme uniforme, on a
Pinégalité presque siire pour toute f : il existe Q' de probabilité 1 tel que V w € ',
f(X(w)) £ [y, Q(w,dv)f(v), ce qui veut dire que X(w) est dans b(Q(w,dv)). On
en déduit d’aprés la proposition 2.16 qu'il existe y € V' tel que (X(w),y) €
b(Q(w,dvdv')). Notons b’ = {(w,y) € Q' x V',(X(w),y) € b(Q(w,dvdv'))}. Nous
venons de démontrer que cet ensemble a des coupes en w non vides. D’aprés [A]
lemme 2.5, il existe une suite (gn),cy d’éléments de C(V x V') dense pour la
topologie de la convergence uniforme. L’ensemble b’ est aussi égal &

{(w, Y) € x V' Vne N, g.(X(w),y) < /V y Q(w,dvdv')gn(v,v')} ,

et est donc mesurable pour le produit de G et la tribu borélienne de V'. Une section
G-mesurable w — X'(w) de b’ répond a la question. [] '

3. Approximation des martingales continues par des C-martingales
discrétes

DEFINITION 3.1. — Soit p un réel supérieur ou égal 4 1. On dira qu’une variété W
a une géoméirie p-conveze si elle a une géométrie conveze et 3’1l eziste une fonction
conveze a définie sur W x W, de classe C® sur (W x W)\A, telle que pour une
(donc pour toute) distance riemannienne 6 sur W, il eziste deuz constantes Cp5 €l
Cy,s strictement positives, telles que pour tous z,y dans V, on ait

Cp,65p($) y) S (I(I, y) S C ,56"(:3, y)

On dira gu’un compact V d’une variété W a une géométrie p-conveze il posséde
un voisinage ouvert qui a une géométrie p-conveze.

Si W a une ,géométn'e p-convexe et si p' > p, alors W a une géométrie p'-convexe
(considérer a7 ).

D’apres [E 4.59], tout point d’une variété avec connexion posséde un voisinage
2-convexe. Dans [K2], Kendall a démontré qu’une boule géodésique réguliére a une
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géométrie (2 + €)-convexe pour tout € > 0. Si la distance est convexe sur une
variété riemannienne, alors tout compact a une géométrie 1-convexe. C’est le cas des
compacts dans les variétés de Cartan-Hadamard.

La définition donnée ici est plus faible que celle de Picard. Une variété p-convexe
au sens de [P2] est p-convexe selon notre définition. Je ne sais pas si la réciproque
est vraie.

Rappelons la définition d’une C-martingale discréte (voir [A]).

DEFINITION 3.2. — Soient X une semi-martingale cadlag d¢ valeurs dans V et
o={0=1ty <...<ty, =1} une subdivision de [0,1]. On dira que X est une
o-martingale discréte si pour tout: € IN,_y, pour toutt € [t;,tiy1, on e Xy = Xy,
et th- € E[Xt¢+1 I}-i.']'

On dira que X est une o-martingale discréte exponentielle si c’est une o-martingale
discréte et pour tout i, Xy, = E[Xy,,,|F,).

On dira que X est une C-martingale discréte (resp. discréte ezponentielle) s’il
existe une subdivision o telle que X soit une o-martingale discréte (resp. discréte
ezponentielle).

Enoncons le résultat principal de cette partie.

PROPOSITION 3.3. — On suppose que V a une géoméirie convezre, wvérifie la
propriété (i), et que les espérances conditionnelles exponentielles ezistent. Soit X
une martingale continue de valeur terminale L dans V. So0it (0 ) ey une suite de
subdivisions de [0,1] dont le pas tend vers 0. Pour chaque m, notons X™ la om-
martingale discréte exponentielle de valeur terminale L, et Y™ une oy, -martingale
discréte quelconque de valeur terminale L. On suppose que l'une des deuz conditions
(a) et (b) suivantes est réalisée.

(a)-Le compact V a une géoméirie 1-conveze.

(b)-Le compact V a une géométrie p-conveze pour un p > 1, et pour une, donc
pour toute métrique riemannienne, il eziste une fonction croissante continue a(t) tel
que la variation quadratique riemannienne (X|X) de X vérifie d(X|X) < da(t).

Alors X™ converge uniformément en probabilité vers X lorsque m tend vers
Vinfini.

De plus, sila condition (iv'(V, V)) est réalisée, alorsY™ converge uniformément
en probabilité vers X lorsque m tend vers l'infini.

Démonstration. — Au cours de la démonstration, si o est une subdivision de
[0,1], la notation X désignera une o-martingale discréte quelconque de valeur
terminale L si (iv’(V,V)) est réalisée, et la o-martingale discréte exponentielle de
valeur terminale L sinon.

Nous allons utiliser la construction de Picard dans [P2]. Soit 0 = (0 =1 < ... <
tx = 1) une subdivision de [0,1]. Comme dans la démonstration de [P2] théoréme
6.3, pour chaque 7 € {1,...,k}, on considere le processus en temps discret X},
0 < j < k relativement aux filtrations F;, 0 < j < k, défini de la fagon suiva,r_lte. On
pose pour tout 7, X Jk = X7 Lorsque le processus X +! est défini, on pose X} = Xy
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pour j > i, et avec une récurrence descendante, on choisit pour j < ¢ une variable
aléatoire X]’: mesurable par rapport a Jy;, telle que

(X; X'H) eE [(X'+1,X]’i})|}'t,.] .

Notons que ce choix est possible d’aprés (iv’(V,V)), et si cette condition n’est pas
réalisée, alors XH‘1 =& [X'i} |7;;], et on choisit X} = E[X} 4117, ce qui nous
donne aussi (X}, X""l) €eE[(Xi,X i} |7;]-

Ce choix a pour conséquence que pour tout z < k, le processus (X} XJ':“),
0 < j <7 est une martingale discréte. On en déduit pour tout j < ¢, avec la fonction
« de la définition 3.1, I'inégalité

o((X5, X)) < B [a(X], X7,

et on remarque que X}(= Xy,) et X;*! sont tous deux dans IE [Xt:p0 | 73], ce qui
conduit, d’aprés la proposition 2.15 & I'inégalité

6((Xii,Xii+l)) < CE [63(Xti’Xti+l)"7:ti] .

De Pencadrement de a de la définition 3.1 et des inégalités précédentes, on déduit
que

o Cc?C,
(X}, X) < T 22 B B 6 (Ko, Xy )IF 1Py
p?a
Or
. k_l . . -
5(Xt,'7Xt‘;)(= 6(X]]7-Xf)) < E(S(X;,X;+l),
i=j
donc
Cp k-1 1
8(Xy;, Xg) < C= ZE[E [63(Xes, Xz )| Fus ] |f,,]”.
7 1_]

Comme les fonctions z — §3(a, ) sont majorées par les fonctions 01—6 hq dulemme
2.13, en utilisant la formule d’It5, on obtient la majoration

E [63(Xt,~,Xt;+1)l-7:t,] < -?:——E [/ N Hess hx,,(X,)(dX,,dX, )|.7-'t] )
Cs

ce qui donne, pour une constante C’, en utilisant le lemme 2.13,
tit1
E (X, Xo,,)|Fu] < C'E [ / 8(X, 3)(dX,|dX,)|ft,.] .
t;
La majoration de §(Xy;, X7) devient

k-1 ;

Cr tit1 P
6(Xy;, X7) < CC'-C;’—"’ Y E [IE [ / 6(X 4, X )(dXo|dX, )|f,‘] |J-',,.]
t;

P, i=j
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Sous la condition (a), on peut choisir p égal & 1. On obtient

Cr tit1
8(Xy;, Xp) < CC' 3= ZE[ / 6(Xe;, Xo)(dX,|dX,)|Fy; | -

P, i=j

Définissons

~co G m Z /t' " 6(Xepy Xo)(dX,|dX)

Cr, 1k-1
=CC' 22 c£ Z Lise(ti tipa [} 6(Xtiy X )(d X, |dX,),
“ i=0

et M7 = IE[M°|F;]. Lorsque |o| tend vers zéro, par convergence dominée, la
variable aléatoire M7 converge vers zéro dans L?, ce qui implique par I'inégalité
de Doob que sup; M{ converge vers zéro dans L?. Or §(Xj, ,X7) < M7, donc
sup; 6(Xy;, X¢) converge dans L? vers 0 lorsque |o| tend vers zéro. Pour t
quelconque, on définit o(t) I'élément ¢; de o qui vérifie t; < t < ¢j4;. On
a alors 6(X¢, X7) < 8(Xor), Xg(,) + 5(X,(,),Xt). Comme les trajectoires de
X sont uniformément continues, §(X,(),X¢) converge en probabilité vers zéro,
uniformément en ¢. Ceci achéve la démonstration sous la condition (a).

Si la condition (b) est réalisée, on a

1

Cp k-1 tig1 b4 ?
6(Xy;, X7)) < CC'_C_;”_"‘ EE E [/ 6(Xt..,X,)da(s)|ft..] |.7-'t,.] ,
f 2 &
cr
ce qui donne par 'inégalité de Jensen, en posant D, = CC' ?p’-‘—x- )
P,
k—1 tip1 -:;
(X X0) < Dy B [(attir) — ot [ 820K Xo)dal6)5 )
i=j ki
ou encore
k-1 =1 tig1 '1!;
6(Xy;, X2) < Dy 3 (altirs) — ats)) 7 ( | B, X)I7] da(s>)
i=j b

Quitte & changer les constantes, on peut supposer que p > 3, et on peut
8
majorer IE [67(Xy;, X,)|Fy; | par C'/ E [6°7%(Xy;, Xu)|Fy; ] da(u), et en majorant

t;
I’espérance conditionnelle par une constante, on obtient

E [6P(X¢i>XS)]}-tj] < C”(a(s) - a(ti))a
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et

/t. - E [6°(Xy;, X,)|F;] da(s) < %,:(a(tﬁl) ~ a(t:))”.

Ceci donne, quitte & changer C", une majoration de la forme

k-1

P41
8(Xe, X5) S C" Y (altisn) = alt) 7
i=j
qui implique
k-1
p1

sup §(X¢;, X7) < C" Y (altjpr) —a(t;) 7 .

J =0

Le terme de droite tend vers zéro lorsque |o| tend vers zéro. Pour passer & une
majoration de sup, §( Xy, X7 ), on procéde comme sous la condition (a). []
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