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Petites perturbations de systèmes dynamiques
et Algèbres de Lie Nilpotentes.

Une extension des estimations de Doss &#x26; Stroock.

par

T.J. RABEHERIMANANA * et S.N. SMIRNOV **

Abstract:In this paper, we study a problem of large deviations related to

asymptot ic behavior, when c » o, of the diffusion- process X~, wi th

generator
I n I I

~ = ~2 A2k + Ã2j + Ao ; A1 ,...,An , Ã1 ,...,Ã
1 

and Ao
are regular vector fields on Rd. Ue prove under the condition of

nilpotence of Lie’s Algebra Z(A,...,A), generated by vector fields
I n

A ,...,A a large deviations principle, which yields the speed of
I n

convergence of X~ towards X° on an appropriate space, this principle
being valid even when the limit diffusion is non degenerate, extending a

Doss-Stroock’s resul t. Ue apply these resul ts to the analysis £of the
speed of convergence towards o of the difference process X = X~ - X°,
when c » o, using the contraction principle.

Résumé:Dans cet article, nous étudions un problème de grandes déviations
associé au comportement asymptotique, quand c » o, d’ un processus de

diffusion perturb£ gouverné par l’opérateur:

~ 
= ~2 A2 + Ã2 + A; A,...,A, Ã ,...Ã1 etA son t

k j 0 1 n I 1 0
2 k=1 2 j=1 

~

des champs de vecteurs réguliers sur IRd .’ Sous la condition de nilpotence
de l’algèbre de Lie engendrée par les champs de vecteurs A I ,...,A n , nous

démontrons un principe de grandes déviations qui rend compte de la

vi tesse de convergence de X~ vers X° sur un espace approprié, valable

même quand la diffusion limite est non dégénérée, généralisant un

résultat de Doss-Stroock. Nous appliquons ces résultats £ l’analyse de la
vitesse de convergence vers o du processus difference X~ = X°, quand
C " 0, £ l’aide du principe classique des contractions.

Section 0. Déclaration d’intention.

Dans IRd considérons d’ une part la diffusion X = (X ) ,solution
t~[O,T]

de l’E.D.S.
1 

(l) dX~ = £ I (X~) O d§~ + A (X ) dt ; ; X = x,
t 

j=1 1 
’ t °

ICi les A et Ã sont (I+I)- champs de vecteurs sur 
0 J t j=i,...,i 1

est Un mouvement brownien, issu de 0 £ valeurs dans IR1. La notation "o"

désigne la différentielle au sens de Stratonovich.
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D’autre part, pour tout e > 0, considérons une petite perturbation (2)
de 1’equation (1):

(2) dBj + dt + dBk . ; x~

ou les Ao, Ak et Ã~j sont (n+1+1)-champs de vecteurs sur 
.

est un mouvement brownien issu de 0 a valeurs dans IRn,
indépendant de B = (Bj) t j=1,...,1’ .

Dans la suite, si u est un entier naturel, u03A9 désigne l’espace des
T,x

fonctions continues de [O,T] dans issues de x a 1’instant 0. Cet

espace est équipé de la topologie de la convergence uniforme et de sa

tribu borélienne. °H désigne le sous-espace de °S1 constitué des
T,0 T,0

fonctions absolument continues avec une dérivée de carré intégrable. On le

munit d’une structure hilbertienne en posant (espace de

Cameron-Martin) .

Le but principal de cet article est d’étudier, sous une condition
assez générale, la vitesse de convergence du processus X , solution de (2)
vers le processus X , solution de (1) et de formuler un « bon » principe
de grandes deviations, qui étende les estimations bien connues de Wentzell
&#x26; Freidlin [11] lorsque les champs de vecteurs pour j E ~ 1,...,1 }

sont tous nuls . Doss &#x26; Stroock [1] montrent que pour formuler dans ce

cadre un bon principe de grandes deviations, y compris dans le cas ou le

processus non perturbé est non dégénéré, il est nécessaire de se placer
sur un espace approprié contenant en un sens l’espace canonique .

Plus précisément, ils introduisent l’espace M1(M1(d03A9T)) et, en considérant

le comportement, quand c tend vers 0, de la loi conditionnelle du

processus X sachant cB , ils formulent un« bon » principe de grandes
deviations pour la loi Q c. de la v.a. X (w) - sous la condition

que l’algèbre de Lie engendrée par les champs de vecteurs est

commutative. Ils posent alors la question de savoir si leur résultat de

grandes deviations pour la loi Qc est toujours valable sans la condition

de « commutativité de l’algèbre ».

Nous donnons dans cet article une réponse partielle a ce problème, en

supposant que l’algèbre de Lie engendrée par les champs de vecteurs

est nilpotente d’ordre p.

Dans le cas’ nilpotent, XE, solution de (2) est, suivant Yamato [2] une
fonctionnelle régulière du couple ( ) ou Y désigne une famille
finie d’intégrales itérées du mouvement brownien cB et D est solution
d’une equation différentielle stochastique relativement a B dont les

coefficients dependent continument des trajectoires de Y . Nous étudions
le comportement, quand c tend vers 0, de la loi conditionnelle du

processus Xc sachant ces intégrales itérées Yc, en introduisant l’espace
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En considerant une version reguliere de la loi

conditionnelle de Xc sachant cB, on voit facilement que = =

est une fonctionnelle mesurable telle que Y - e(eB).
Le principe classique de contraction joint au principe de grandes

deviations pour Y nous permettent alors d’ aff irmer que les résultats de

grandes deviations formules par Doss &#x26; Stroock [1] pour la loi Q c ( e y 0

)de la variable aleatoire X (c~) - sont encore valables dans le
c

cas nilpotent. La question se pose de savoir si le resultat de grandes
deviations pour la loi Q£ est toujours valable sans la condition de «

nilpotence de l’algèbre »

Dans la section 1, nous donnons une nouvelle demonstration de la

minoration pour les ouverts de 1’espace canonique 0 . . Signalons que

cette minoration est deja obtenue dans [5] et [1] sous une condition

générale.

Dans la section 2, nous etablissons le resultat principal de notre
article concernant le principe de grandes deviations associe a Qe ( E y 0

) et nous en deduisons comme, en Doss &#x26; Stroock [1] ] une majoration pour
les fermes dans 1’ espace canonique .

La section 3 est consacrée a l’étude des bornes de deviations du

processus-difference X£ - Xc - X~. L’ idee est ici d’ appliquer en quelgue
sorte le principe de contraction, cf [3] en considerant le couple C =
(X ,X ).

Signalons que dans la litterature, on peut citer aussi [4], [5] et [6]
pour 1’etude, sous des conditions particulières, des bornes de deviations
du processus X défini par (2) , , sur 1’espace canonique .

Section 1 Minoration

Condition Sl

Nous supposons verifiees les conditions suivantes:

1) V e >- 0, 1’application de ~d dans ~d est lipchitzienne et bornee.

2) V e >_ 0, 1’ application Ac de IRd dans IRd ~ IRn, ensemble des matrices a d

lignes et n colonnes ( resp. A~ de Rd ensemble des matrices
a d lignes et 1 colonnes) est de classe ( resp. A£), c’est-a- dire que

les derivees de Ac d’ordre ~2 sont continues et bornées ( resp. Ã~). Nous
faisons la convention suivante: la derivee d’ordre 0 est égale à la
fonction elle-meme.

3) V j E ~0,1,2? les derivees DJ A £ et convergent uniformement

sur respectivement vers ,jA et DjA quand E tend vers 0.

Soient c > 0, x E R~ et 1’application de x dans
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d03A9T,x défini de la façon suivante:

(3) cpt 
= 

si, et seulement si,

~p )dg )dg , , t E [O,T]

On désignera de même, par 03B2x la solution de (3), quand on remplace
les coefficients Ao, A£ et Ac par leurs limites respectives A , A et A

lorsque c tend vers 0.

Dans la suite, A désigne la fonctionnelle d’action correspondant au

mouvement brownien eB = (eB ) t . Par le théorème de Schilder,

1
(4) a(g) _ 2  g 2nH si g E 

~ +m 

T, 0

+oo sinon.
inf { a(g), I si nA est un borélien de .

Ensuite, nous considérons la fonctionnelle a de d03A9 dans IR+ définie
X T,x

de la façon suivante pour tout 03C8 E dn 
T,x

(5) inf ou g E est tel qu’ il existe g E 

vérifiant 03C8 = (3 (g,g) }.
x

Nous faisons la convention: inf {0y - + oo. A (dA) - inf { 03BB(03C8),
x x

lorsque 03C8 parcourt si dA est un borélien de .

Considérons le processus pour chaque g E "H ,

t tEIo,TI T,0
solution de: 

_ ~ 
(6) Xgt=x+t0A(Xg)°dz+t0A0(Xgs)ds+t0A(Xgs)dgs .

Posons :

(7) Sx(g) - ( lor sque g E }

Par le théorème du support topologique de Stroock-Varadhan [?),

(8) Supp Xg = S (g). Ici, A désigne la fermeture de A.
x

En general, l n’est pas une fonctionnelle d’action satisfaisante, cf
x

Doss H. &#x26; Stroock D.W. [1]. 
’

On considèrera le processus , solution de (2), comme
t tE(o,T1

une variable aléatoire a valeurs dans l’espace de Banach .

Lemme 1 [8] f |ab| I dP >- ( f |a|p dP )(1/p) x ( f |b|q dP )(1/q), ou p

et q sont tels que p 
1 

+ q 1 - 1 et p  1.
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Demonstration

Le lemme se deduit de i’ inégalité de Hölder, ou 1-1 + l’-1* J luvl dP - ( f lull dP )(1/1) x ( f |v|l’ dP )’"’ ou 1’ + 1’"

- 1 et 1 > 1. .

En effet, en prenant u = (ab)k, 1 = k 1 > 1, , v = b-k on a:

ab = u~, , a = uv et b = v 
, 

ou k’ = -kl avec 1 1 + (1’ ) ~ - 1. .

D’apres *, S lalk dP ~ ( S labl I dP )(1/1) x ( j |b|k’dP )(1/1’)
D’ou S |a|k dP x ( f Iblk’ 

’ 

dP )’cm’)  ( j labl I dP 

(S I a I k dP) 1 x ( 
’ 

dP )’c1u’) - ( f |ab| I dP ).

( f I a dP)1 1 x ( dP )-(1/1’) ~ ( ,f |ab| ] dP ). .

11 suf f i t de poser p = 1 1, , q = - .

On a bien : p 1 + q -1 = 1 - 1(1’ ) = (11’ - 1) ) (1’ ) 1 - 1: ’.

Theoreme 2

Sous la condition S 1, , soient dO un ouvert de dD 
T,x 

et A x definie

dans (5). . Alors nous avons: .

(9) A x (d0) - inf{ À(g) ou g E est tel que P (Xg E dO) > 0, le

processus Xg etant défini par (6). .
De plus, nous avons la minoration suivante:

(10) inf e2 Log E d0) ~ -Ax(d0). .

Demonstration

Soi t d0 un ouvert de Q .

T,x

L’assertion (9) est une consequence du fait que, d’apres la def inition

(5) de Ax( (dO), , on peut ecrire Ax( inf{ À(g) ou g E H T,O est tel que

Sx(g) ~ d0 * ~ }; la propriete (8) montre, de plus, que V g E :

d0 * m => P (X9 E d0) > 0,voir [1]. .

Posons B = B - g/c.
Par Girsanov, 

dP dP exp ( gs dBs - To |gs |2 ds ).

dP

D’ ou
P( X~ ~ dO) = E { 1 

{ x~ +~
0 
A~ (X

~s
)dB

s+o
Ã~ (X

~s
)ds

+oA~o(X~s
) dse~dO }}

_ 
dP

=E [-11- ~- ]
dP
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= exp (T0 |gs| ds 
2 ~

2 )  { 1{x~ + ~ 0A~(X~s) dBs + o A~(x~s) dgs

+ o 
Ã~(X~g

) ds + o A~o(X~g ) ds ~ dO}

f o gs dBs
x exp - 

e )
ou 1A est la fonction indicatrice de A. Grace au ~emme 1, ,

~ exp - ( T0 |gs|2 ds 2 ~2){E{ 1{x~ + ~ oA~(X~s)  dBs + o A~(X~s) dgs

+ f’ dB + f’ ) ds E dO} 
o s s 0 0 s

To g
s 
dB

s

x~E ~ exp - q 
0 

c 

s s 

))~’~
( ’

i

fo ds

exp (q 
2 c ~ 

)

Donc

l~m of e2 Log E d0) 
~ a - T , 2 ds + lim inf 2 Log P +1 T ’ |2ds_ 2 T0|gs|2 ds + e Log P (X E 0) 
2 

q 12ds

(car xe + 
s 

+ 
2014>Xg

en probabilité ( et même p.s.) ) quand e->0).

= - 1 2 |gs|2 ds + 1 2 q  |g|2 ds

2 1 0 1 T . 
2 0 

S

= - 

1-p x- 2 
ds

dont le sup pour 0p1 To (g |2 ds.
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Section 2. Princi e de Grandes Deviations associe a Q . Majoration.

L’espace vectoriel engendre par tous les champs de vecteurs de la
forme [... ((Ai ].Ai 3]...,Aik], i1 , i2,.. E {1,..,n} est appele 1’al-

1 2 3 k

gebre de Lie engendree par les champs de vecteurs A 1 ,..,A n et on note l 
=

.. ,An). -

Considérons la chaine de sous-algebre de l:
~ _ (t,~],..., ~ _ (~,t ].

Si ~p= ~0? pour un certain entier p, alors 1’algebre de Lie f est

nilpotente d’ordre p, cf. Kunita [9].

Condition S 2.

En plus de la condition S 1, nous supposons que: V ~ ~ 0, l’algèbre de
(A1,..,An) engendree par les champs de vecteurs A1,... et An

est nilpotente d’ordre p. De plus, ces champs sont de classe Cb.

S 2-1 Théorème de representation (lemme 3, théorème 4)

Avant de donner le theoreme de representation de la solution de (2)
sous la condition S 2, nous allons rappeler les notations et certains

résultats de Yamato [2].
(11) Posons E = {1,2,.. In}
E(p) - ~ I - (il,..,ia); il,..,ia e E, 1 ~ a ~ p = 1,2,..,n

00

E(~) =  E(p)
(12) [X,Y] = XY - YX

Definissons par recurrence des champs de vecteurs A~I pour I e E(oo)

(13) 
,..,i ) > 

= 

,..,i 
]

In 1 n-1 n

Nous supposons que V e >- 0, les composantes de AI, IEE(oo) sont lipsch
itziennes sur Nous definissons aussi la famille des intégrales itere-
es BI, t ~ 0 par recurrence

(14) Bt 
1 n > 

= dBins. Avec la convent ion B° - t, t

0.

On ecrira aussi:
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(15) A~ et B lieu de A~ et B 
>

11,..,in t I i ,..,I n > t

Nous fixons un entier posit if p. L’ensemble (y = I e E(p)I sera

identifié £ R"’ avec m = Cardinal de E(p).

On définit aussi les champs de vecteurs Q , I e E sur Rm par:

(16) Qi = ~ ~yi + yj1,...,ja ~ ~yj1,..,ja,i

Soient R(E) l’espace linéaire de base E et ICE) l’algèbre tensorielle
bas£e sur R (E), c’ est-£-dire:
(17) ’(E) * R # R(E) e (R(E) e ....

Définissons le crochet dans ICE) par:

(18) [a,b] = a o b - b o a, a,b e ICE).

Soit L(E) la sous-algèbre de Lie de ICE) engendrée par E. L(E) et T(E)
sont les algèbres de Lie libres engendrées par E.

Nous définissons [I ,..,I ] e L(E) pour (I ,..,I ) e E(m), par récurrI a i a

ence

(19) li ,.., I ] = [[I ,..,I ], I ]. Chaque [I ,.., I ] es t exprimé pari a i a-i a i a

(20) li ,.. , I I = £ C 
J ~ ;.,J ~ 

J @ ..o J
i a I ,..,I i b

( j ,..,j ) G E(m) 
~ 

et ces coefficients sont uniquement déterminés par la relation (20). Nous

appelons par C(E,p) les matrices C~, I,J e E(p).
I

Puique Cjt = 03B4ji, I,j e E, nous pouvons toujours choisir un sous-

ensemble F de E(p) vérifiant la propriété P.
Propriété P.

F est un sous-ensemble maximal de E(p) tel que les vecteurs-colonnes
de C(E,p) =(Cf) pour J e F sont linéairement indépendants.

Soit r le rang de la matrice C(E,p) et fixons une bijection:
v: F + E(p) ’ F + 11,.. ,dl -> (I,..; m+dl avec
v(F) = (I,.., rl, v(E(pl’f) = lr+I,..,ml,
v(I,..,dl = (m+I,..,m+dl of F + E(pl’f + (I,..,dl est la somme directe de

ces ensembles.

Soit F un sous-ensemble de E(p) vérifiant la propriété P. On choisit

un sous-ensemble G de E(p) avec r éléments de telle façon que la matrice

C(G,F) = soit inversible.
I I~G,J~F
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Pour chaque I E E(p), soit QJ (y), J E E(p) les composantes de Q . .
Posons Q(G,F) = , On note R = (RJI)I~F,J~G la matrice inverse

de Q(G,F).

Soit p la bisection recicroque de v définie apres la propriété P. Nous

definissons T~,i03C1 (z), z pour chaque i ~ { r+ 1 , .. , m+d }, p ~ { 1,..

,r } par:

(21) T~,i03C1(z) =  RI (03C1) ( z1 ,.., zm) 
Q (i)I 

(z1 ,.., zm) s i r +1 ~i~m

RI (03C1) (z1,..,zm
) A~, (i)I ( zm+1,.., zm+d), m+1~i~m+d.

Sous la condition S2, le systeme d’equations aux differentielles tota-
les

r

(22) ) = 

P

p=i

avec la conditon initiale

(23) 

a une solution unique définie sur Rr pour chaque q = ~ 

La solution de (22) et de (23) nous donne une fonction f (q,u)=
q u definie par:

(24) ) , I*I*r ;~ 

Posons:

Yt = (BIt)I~F = BFt
. Yt est solution de 1’equation differentielle stochastique:

(25) dYIt=03A3QIj(Yt )dBjt I ~ F ; Yo = 0

Considerons la fonction fc définie par (24). Dans la suite nous ecrir-
ons respectivement 8 f ,...,8 f ,...,8 f les différentes

1 m+d m+d+l m+d+r

derivees partielles de f par rapport aux variables 
ur.

Posons:

(26) ) Nous rappelons une propriété de he (pour les
autres ,cf Yamato [2]) ) ~ ~ k k d
(26’) ~ ~a m~i h ~(f (0,x,u);0) 9 

m~j 
h ’ (0,x,u) = 5 i pour chaque x ~ R , u ~
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R~ et k*d.

Pour chaque g G nH , soi tel’ appl ication de nH dans r03A9 définie
T,0 T,o T,o

par:

e(g) * U. si U est solution de:
(27) e F ; U = 0.

l jel ~ ~ , 

°

La résolution le (27) nous permet d’écrire dans ce cas:
(28) U = e (g) = g .

Posons

~~~~~~~,° ~ ~ = 

Par le théorème du support de Stroock-Varadhan,

(30) Supp Y = ©, of Y est défini par (25).
T,0

Nous posons

(31) ~Q’ = Supp Y.
T,o

Pour chaque U e rH’T,0 , définissons une application (03B2~)’ de rH’ x

1
HT,0 dans d03A9T,x par:

(32) ( w ) * (Q~l’(u,))
t x t

si, et seulement si,
w = of 03B2~ est définie par (3) lorsque U = e(g) = gF.
t x t x

Lemme 3

Sous la condition S 2, pour tout c*0 et pour tout x e R~, la fonction

nelle déterminée par (32), admet un prolongement unique, défini

sur ~Q’ 
x 

x ~H £ valeurs dans ~Q , tel que, pour tout g _ e ~H ,

T,o T,o T,X T,o

l’application:

U e ~Q’ ->(fl~l’ (U,I) e~Q soit continue pour la norme uniforme.
T,0 x T,x

Le prolongement est défini par la formule explicite:
x 

(33) (03B2~x), (U,)t=h~(0,..,0,D~,ut;Ut)t~[0,T](U,)~r03A9’T,0 1HT,0, où D~,U=

est solution de l’équation différentielle ordinaire:

dD~,Ut=  [ A~,i0 (h~ (0,.., 0, Ut) ) x

8 );0,..,0) dt
m+I 1 w, t t r
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+  [ Ã~,ij (h~(0,..,0,D~,Ut;Ut)) x
~m+ih~(f~(0,..,0,D~,Ut;Ut );0,..,0) djt ] ] ;D~,Uo = x,

m r

hcet fc sont definies respectivement par (26) et (24). .

Demonstration

Soit donc (U,g) E rH’ x . U verifie donc (27) ou (28). .

En posant ( , U ) t et h C ( , nous avons d’ une

part en derivant par rapport a zm+1’..’Zm+d

d

03A3 ~m+ih~,J(0,..,0,D~,Ut;Ut) ) dD~,U,it

d d

= ~m+1h~,j(0,..,0,D~,Ut;Ut ) [ 03A3 (A~,k0 (h~(0,..,0,D~,Ut;Ut)) 

~m+k h~,i(f~(0,..,0,D~,Ut;Ut);0,..,0) dt +

E (hE(0,..,0,Dt’U;Ut)) ) x

k’=1

]

par (26’) )

d 1

= r [ ak (he(0,..,0,Dt’~;Ut)) ) dt + ~ 8k (hc(~0,..,0,Dt’~;Ut))
k=1 k’=1

dk’t ]
I

(h~(0,..,0,D~,Ut;Ut)) dt + 03A3 Ã~,Jk, 
(h~(0,..,0,D~,Ut;Ut)) dk’t

,

k’=1

et d’autre part en derivant par rapport a u ,..,u p
~ 8~+d+Phc’ j ( 0 , .. , 0, Dt’ ~; Ut ) ) (p est définie avant (21 ) )

lpr
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= 

03A3 { T~,m+j03C1(f~(0,D~,Ut;Ut) ) Q (03C1)i(Ut) } dgit

= 

03A3 { RI (03C1) (Ut ) A~,JI (h~(0, ..,0,D~,Ut;Ut)) Q (03C1)i(Ut) } dgit

= 03A3 A~,j (h~(0,..,0,D~,U;U )) dgi.
i t t t

La propriété cde continuité se lit ensuite dans la representation expl-
icite donnant h (0,..,O,Dt ’ ) qui est bien définie pour tout (U,g) ) E

r03A9,T, 0  1H
T, 0.

o, 
soit = (X~,gt) tEIO,T] 1 

la solution de

(34) X~,gt= x~ + 03A3 t0 A~k(X~,gs) dgks + 

03A3 
t0 Ã~j(X~,gs)  dj

+ t0 A~0(X~,gs ) ds.

Théorème 4. .

Sous la condition S 2, pour tout e>0, soient (X~) la solution de

(2) ) et = (X~’9) ) la solution de (34). . -

On a les representations sui vantes :

(35) ) 
~ 

(36) X~,gt=h~ (0,D~,g.Ft;(g)tF )

ou le processus Dt’ ’ 
° est solution de:

_ 
F 

~ 
F

(37)dDc’~~ - ~ f Ao’i 
~ (O,Dt’*’ ~ (~‘ )tF) ) x

_ 

~m+ih~(f~ (0,D~,*.t ; (*)tF);0) dt

+ 03A3 [ Ã~,ii (h~ (0,D~,*.Ft ; (*)tF)) J t t

1~~~I
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a h 
~ 
(f 

~ (0,D -~ ’ . ° F ;(*) ~ );0) o dB j ] ] ; -c D ’ . ° 
~ 

= x c .
m+I i t t t t

h~ et f~ sont définies comme dans le lemme 3 avec * = cB ou g.

Démonstration.

On utilise la formule d’Ito pour l’intégrale de Stratonovich pour

vérifier que he (0,D~,((~B).) ; ((cB) )F) définie par (35 ) et h~
t t

_ 
F

(0,D~,g. ;(g) F) définie par (36) sont les solutions respectives de (2)
t t

et (34).

(38) Remarque
Puisque les solutions de (2) et de (34) sont repectivement paramétrées

par Y~ = (~B)Fet U = nous les notons respectivement par et

X~’~.

S 2-2 Grandes déviations de Y~ = 

D’après (25), Y~t est solution de I’ E.D. S.

( 39) I e F ; Y~ = 0
t ’- 

j t t , 

o
jeE

Proposition 5

Soi t Y~ la solution de (39). Alors Y~ admet un principe de grandes
déviations avec la fooctionnelle d’action p définie par:
(40)03C1(U)= { 1 2 ( 03A3 (T0 |Uis|2) ds), U ~ rH’T,0

+~ sinon
Et no us avons l’estimation suivante si rA est un borélien de :

T,O

- n-

(41) - ’ (rA) ~ lim jnf ~2 Log e rA ) ~ lim sup ~2 Log  rA ) ~
c- o c- o

- I’ (~A)
a posé:

(42) I’ (~A) = inf ( p(U) lorsque U e ~A I.

Démonstration

La mat rice £ r lignes et n colonnes (QIj) pour et I  F est form

8e de 0,1 et des fonctions coordonnées yI pour I e F. Par conséquent, les
éléments de cette mat rice sont de classe C . On est done dans les condit-
ions d’application du théorème d’Azencott [10]. D’après (29), la fonctio-nnelle d’action a la forme indiquée par (40).

S 2-3 Grandes déviations de la loi conditionnelle de X~ sachant Y~ =
(cB) puis de X sachant cB, « identification.
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Remarque R.

Notons encore e une extension mesurable de e (donnée par (27)) définie
sur avec la propriété que tous les elements de nHT,0 sont les poin-

ts de continuité de e au sens de Stroock- Varadhan I7j, c’est-a-dire:

o(W,t) - p.s. si Y est solution de (25) avec la propriété suivante:

Vex> 0, P( ( II Y - e (g) !i  a / II B - g II  8 ) ) -> 1 lorsque 8 y 0.

Grace a ce fait, notons de même ac l’extension mesurable de 03B2~ (donnée
x x

par (3)) définie p.s. sur par:

* 

si, et seulement si,

03C6t 
= (03B2~x)’(Y(03C9),)

t, où (03B2~x)’ est donnée par le lemme (3).

On désigne par M ) l’espace des mesures de probabilité sur d03A9T,
muni de sa tribu borélienne B(d03A9T). Cet espace équipé de la topologie de

la convergence étroite est métrisable, on peut trouver une distance 8

telle que (M1( soit Polonais.

Théorème 6.

Sous la condition S 2, pour tout e>0, notons la loi du processus
solution de l’E.D.S. définie par (34) pour chaque g E Pour 

.

chaque U E , notons la loi du processus défini par (36) et

(38), solution de (34). si U = o(g).

Alors l’application qui a :

g e °H -> dans M ) admet un prolongement mesurable défini
T,0 1 T

p. s. sur l’espace n03A9
T,0, 

note encore a valeurs dans avec

RE’’ - Lc’~~’~, ’ ou est le prolongement continu sur 
T,0 

pour la

norme uniforme de l’application qui a:

U e rH’T, 0 
-> défini par (36) et (38), solution de (34) a valeurs

dans M ). Le prolongement continu est une version régulière de
1 T 

la loi 
F 

conditionnelle de 
tE(O,T1 

, sachant Yc - e(cB) =

( .

Le prolongement mesurable est une version régulière de la loi

conditionnelle de X - (X ) t t~[0,T]
, sachant cB = 

tEI0,T1 
vérifiant

la propriété de continuité:
Y a > 0, P ( 8 a / II cB - g II  i ) ) ->0 quand i ->0 .

Demonstration

Commençons par démontrer les assertions concernant Lc’ . . 

’
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On utilise le théorème 4. Le processus D~,U solution de ( 3? ) est bien
défini pour chaque U E .Notons la loi du processus

r,o

pour chaque U E .

Grace a la propriété de hc cf. Yamato [2l, on vérifie aisément en

utilisant l’inégalité de Doob et le lemme de Gronwall, que si une suite

Un d’éléments de rHT o converge uniformément sur (0, T) vers un element U

E , alors converge uniformément vers dans l’espace

Ml (d~T) ) quand n -> + oo. 
,

La deuxième affirmation est.alors une consequence du théorème 4 et de
l’indépendance de la diffusion YE et du mouvement brownien B. N

Remarquons que si g E ~H ,alors on a: 
’

= L£,o~9~ - Lc.~. 
T,0

L’existence du prolongement mesurable de 1’application qui a g E 

- > dans défini p.s. sur l’espace n03A9
T,O 

résulte de la remar-

que R et du théorème 4.cEt l’on a:
L£~Y .

La propriété de continuité résulte du fait que:
( a (R >- a , , II ~B - g II  T ) ) c

( 8 (LE’Y Lc’~~9~ ) > a , II o(g) II  a’ ) >
U ( II Y~* - o (g ) II >- a’ , , II ~B - g II  t ) . La remarque R et les résultats
sur Lc’ nous permettent de conclure.

Théorème 7.

Sous la condition S 2, pour tout ~>0, soit R~,. la loi conditionnelle

régulière du processus , sachant EB = (eB ) ) défi-

nie dans le théorème 6.

Notons Qc la loi de la variable aléatoire ~(03C9) = R~,~B(03C9).

Q~ est un element de des mesures de probabilites sur

M1(d03A9T), muni de la topologie de la convergence étroite.

Alors la famille (Q ) ~>0 satisfait a un principe de grandes deviations

avec la fonctionnelle d’action:
(43) iX(m) - inf { ( a(g), g E tel que m y, ou Rgx est la loi du

processus défini par (6) et a définie par (4).

Demonstration.

On utilise ie principe de contraction, cf.(3].
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D’après le théorème 6, on a:

R~,~B= L~,0398(~B) = Donc Q 
c 

est identique à la loi Z 
c 

de la v, a.R 
c 

= L = L’ . Donc Q 
£ 

est ident ique a la 101 f 
£ 

de la v. a.

~"~.

Soit donc U e ~Q’ 
T,O 

et la loi du processus ’ 

t )) tG[O,Tl
défini par (36), (37) et(38). On peut vérifier ,par des arguments classi-

ques en s’appuyant sur le théorème 4, que la famille d’applications cont-
inues ( U e r03A9’T,0 -> e X ) ) converge, quand c ->0, unifor-

mément sur tout ensemble born£ de l’espace de Banach vers la fonct-

ion ( u e r03A9’T,0 -> LU e ) oj LU est la ioi du processus

(h
0

(0,DUt;Ut))t~ [0,T] . On sait, de plus, que si U ~ rH’T,0 , LUx est la loi

du processus défini par (6). On est done dans le cas de l’application dU

principe des contractions.

En vertu de la proposition 5, il en résulte alors qUei
I (m) = i nf ( p(U), U e tel que L 

U 
= m )

= inf ( I(g), g e tel que = m )
T,O x

= inf I I(g), g e nH tel que Rg = m I
T,0 x

Remarque

So i t G 
x 

= I L~’~; 0 * c * c 0 , g G ) £ X~(~Q~) (C~ > ° fiX’).

-

(44)- 1 (~A n G )  ijm jnf c~Log Q (~A) * lim sup c~Log Q (~A) *
~ ~ 

- 

c->o c c->o c

- I n G x ) . oj j 
x 

est ia fonctionnelle de Cramer associée £ I 
x 

défini

par (43) ies signes o et - désignent respectivement l’intérieur et la

fermeture dans l’espace G , muni de la topologie induite par celle de

N 
I T

Quand les champs de vecteurs Ã~, Sont tous nuls, dans Ce CaS

J 

X~, solution de (2) est une fonctionnelle régulière de Y , la proposition
5 jointe au principe des contractions donne le résultat de Freidlin &#x26;

Wentzell [ii].

Nous renvoyons ie lecteur > [i] et l121 pour le calcul explicite de

I (m) donné par (43), sous la condition qUe la mat rice a " A A° est posi-

tive.

S 2-4 Majoration

Soi t dF un fermé de dO 
T,x 

, et pour tout 6 > ° (dF)03B4 le voisinage

ouver t d’ ordre õ de 
d 
F dans 

T’l 
0 .

Pour simplifier dans cette section, nous supposons qUe les champs de
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vecteurs k E {1,..,n} , E {1,..,n} et Ao sent indépendants de

e.

Posons

(45) ?r ((dF)03B4) = { g E nHT o tel qu’il existe g E iH 
o

vérifiant 03B2x (g,g) E (dF)03B4 }, S est définie par (3)

en faisant c = 0.

- ~ { g E "H 
T, o 

tel que S 
x (g) ~ 0 } ou S x (g) est

defini par (7). a a
(45’) = { g E nHT,0 tel que P {Xg E ( F) } >0 }, a cause de (8).

(46) nX ((dF)a) - { U E rH’T o tel qu’il existe g E vérifiant

(Sx)’ (U,g) E }, (J3 )’ est définie par (32)

en faisant c = 0.

= { U ~ rH’
T,0 

tel que S’x (U) ~ (dF)03B4 ~ ø } avec

SX (U) = { (3 )’ (U,g) lorsque g E }

Pour chaque U - E 
, o 

selon la notation (28), compte tenu

de (8), on a: 
____________ _______________

(47) Supp X~ - ~ ~x(g~g)~ g E } _ ~ (~x)’(U,g), g E ~.

I1 en résulte alors de r(4?) que 1’ on a: ..

(48) nx ( ( F) ) - ~ U E tel que P (X" E ( F) ) > 0 ~, ou X" est

définie par (34), (35) et (38) en faisant E = 0.

Theoreme 8 
e e d

Sous la condition S2, soient Xc - (Xc) la solution de (2) et dF
t tEf0,T1

un ferme de d~ .

T, x

On a :

(49) ~2Log P (Xe E dF) ~ - 11’ ( U E : > 0 )

~ - A’ { ~ n’ 
x 
((dF)a) )

b>4 J"_____
 _ ~ ~ n n x 

a>o 
"

ou ’ est définie par (42) et (40) et A par (4).

Demonstration

LX etant, pour tout U E la loi du processus X~ defini par (36),

(38) et (34) en faisant e - 0, on considère le prolongement continu de
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1’application U -> défini sur r03A9’
T,0 

(théorème 6).

Soit dF un ferme de .

Puisque Y~ = (~B)F , nous avons:

P (Xc E dF) = P (XC,Y 
c 

e dF) d’apres (38):

c

= E ~LY (dF) ?
x

Donc par la proposition 5,

lim sup ~2Log P inf { 03C1(V), V ~ { U ~ r03A9’T,0 tel que

LU(dF) > 0 } }
x

Or

{ U E tel que L U (d F) > 0 } ~ { u e rD’ : > 0 }
T,0 x T,0 x

S ~ U e rH’ : > 0 }
T,0 x

car 1’application . : U e -> LU ((dF)03B4) est semi-continue inférieur-
T,0 x

ement. 11 suffit ensuite de remarquer, en revenant a l’égalité (48) que:
{ U e ’H’ : > 0 } = 7r’ )

T,0 x x

Les 2 premieres inégalités dans (49) sont donc demontrees, compte tenu

des propriétés de la fonctionnelle d’action p(.) ) de la diffusion Y .

I1 reste a demontrer la derniere inegalite. De 1’egalite (45’) et

(48), on a par identification:

n’ ((dF)~) - e ( 7t ).
x x

De plus, on a:

n n’ ( (dF)a) c e ~c ( (dF)a) ), a cause du fait que Q~ = 8i.
a>o 

x 
a>o 
x 

Grace a ce fait et en revenant a la definition de I’,on a 1’assertion.

Retour au problème pose,.

(50) Si 1’ algebre de Lie est nilpotente d’ ordre p, on obtient encore

1’equivalent du theoreme 4 de Doss &#x26; Stroock [11, sous une forme un peu

affaiblie mais leur resultat de grandes deviations est toujours valable.

Section 3 Etude des bornes de deviations de 

On va appliquer les résultats de la section 1 et de la section 2 pour

etudier la vitesse de convergence de X£ vers 0, quand c tend vers 0.
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Nous considérons le couple C~ est solution de l’E.D.S.
n 1

(51) dC~t = ~ 03A3E~k (C~t) dBkt + 03A3~j (C~t) djt + E~0 (C~t) dt;

C~0 = (x~, x0).

Of E~k(x,y) = 

[A~k(x) 0] pour chaque k e (I,..n) et (x,y) x Rd

= [Ã~(x)] pour chaque j ~ {1,..l} et (x,y) G Rd  Rd

Ãj(y)~j(x,y) = [Ã~j(x)] pour chaque j ~ {1,..l} et (x,y) ~ Rd  Rd

Ãj(y)

E~k(x,y) = A~0(x) pour chaque (x,y) e Rd x Rd

A0(y)E~k(x,y) = A~0(X) pour chaque (x,y) ~ Rd  Rd

A0(y)

Dans le sens des projections, pour chaque (x,y) e Rd Rd, on a:
(x - y) = p~ - p ) x,y)

Il en résulte que:

Minoration.

Sous la condi tion S I, nous définissons les équivalents de (3), (5),
(6), (7) et (8) pour le couple défini par (51).

Soient c > 0, x~R2d et c03B2~x I’ application de nH
T,0 

x 1H
T,0 

dans

définie de la façon suivante:

(53) (w t ) = (g,I) 
t

si, et seulement si: ,

o 
t 

= x + 
S 

) dg 
s 

+ t0~(03C6s ) d
s 

+ t0E~0(03C6 s ) ds , , t e [0,Tl , V g e nH
T,0

et ~ 
1
HT,0.

On désignera de m£me, c03B2
x 

la solution de (53), quand on remplace les

coefficients E~, ~ et E~0 par leurs limites respectives E, f et E lorsq-

ue c -> 0.

Nous considérons la fonctionnelle c03BB de 2d03A9 dans R+ définie de la
R T,R

façon suivant pour tout yl e 2d03A9
T,X

:
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(54) ~a~ = inf ~~(g) ou g E est tel qu’ il existe g E 1H verifiant:

~ _ ~~ x (g,g)?. 
T,o

Avec la convention inf (~) - + o0

inf { c03BBx(03C8), lorsque 03C8 parcourt 2dA} si 2dA est un borélien

de 2d03A9
T,x.

Considerons, pour chaque g E "HT,o le processus C9 - (Ct), solution

de:

(55) Cgt= x+t0E(Cgs)dgs+to(Cgs)ds+toE0(Cgx)ds avec x = (x,x) E R2d

Posons :

(56) cSx(g) = t c03B2x(g,) lorsque g parcourt 1HT o}.
Par le théorème du support topologique de Stroock-Varadhan,

(57) Supp Cg = cSx (g). Ici, A designe la fermeture de A.

Nous définissons aussi une fonctionnelle d’action 1’ de d03A9 dans
o T, o

f0,+ oo] pour le processus defini par (52) par:
(58) 03BB’0(03C8’) = inf {c03BBx(03C8) lorsqu’ il existe 03C8 E 2d03A9T,x tel que:

(pl - p2) (~) - ~’ )

Nous posons aussi :

(59) A’ ("A) = inf {03BB’0(03C8’) lorsque 03C8’ E si dA est un borélien de

Théorème 9.

Sous 2a condition S1, 2d c , .

1) Soil 2dO un ouvert de 2d03A9T,x et cx définie par la formule (54), alors

on a:

~A~(Zd0) - inf { a(g), ou g E nHT,o est tel que E 2dO)> 0 }, Cq

etant defini par (55).

De plus, on a:

(61 ) c2 Log E 2d0) ’ - ~I1~(2d0) .
2) Soil d0 un ouvert de dn 

r, o’ 
On a:

(61) lim inf ~2 Log P dO) >- - ou Ao est donnée par (59).

Demonstration:
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Le point 1) résulte du théorème 1 pour 1’equation définie par (S1).

Le point 2) résulte du principe des contractions. I1 est clair que pi
- p2 est continue comme etant une difference de projection.

Soil 03C8’ E d0 arbitraire et 03C8 E 2d03A9T,x telle que p2)(03C8) = 03C8’.

I1 existe un voisinage ouvert V de 03C8 tel 
, 

que: (p1- p2)(V) ~ d0. Donc:

E "0) 2= E V).

D’ou e2 Log P(X£E~0) ~ e2 Log -~A~(~r).
Ceci etant pour tout 03C8 telle que p2)(03C8) E d0. Donc on a (61).

Ma joration.

Sous la condition S2, il est clair que l’algèbre de Lie engendrée par
les champs de vecteurs E 1 (x,y),..,E n (x,y) est aussi nilpotente d’ordre p.
Par conséquent, nous avons les equivalents precis du lemme 3 et des theo-
reme 4, 6, 7 et 9 pour le couple Cc defini par (55) avec les changements
évidents.

Ici le prolongement (~~~)’ est defini par la formule:

(62) (~~~)’(U,g)t = ~h£(0,..,0,‘Dt’u;Ut), (U,g) E x ,ou:

est solution de 1’ equation differentielle ordi-

naire:

(63) d’=D"’" = ~ ~ U )) x 8 ~he (‘fe(0,.. ,O,~D~’u
t ~ ~ o 201420142014201420142014 t t ~+i 201420142014201420142014 t

i=i m m

; Ut);0,..,0) dt + ~ [ (0,..,O,~D‘’u;Ut))~ 
r j=1 

~ 
m 

~ 

x ;Ut);0, .. ,0) dg~ ] )
m r

x E R2d et ch~ est définie comme dans (21) a (26) ou 1’on a

remplacé les champs de vecteurs sur Rd par les champs de vecteurs

def inis sur ~2d.

Theoreme 10.

Sous la condition S 2, pour tout e>0, notons ~Re’9 la loi du processus
C~,g, défini pour chaque g E . Pour chaque U E rHT o, notons la

loi du processus defini comme en (36) et ~38), solution de (34) pour le

couple C£, solution de (S1). si U = o(g).
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Alors l’application qui £ i

g ~ 
n

HT,0 -> 
c
R~,g dans 11 (

2d
03A903C4) admet un prolongement mesurable défini

p. s. sur l’ espace n03A9
T,0, noté encore £ valeurs dans M1(2d03A9T) ’ avec

= cL~,0398(.) , est le prolongement continu sur 
T,0 

pour la

norme uniforme de l’application qui £:
U e rH’

T,0 
-> défini comme dans la formule (36) et (38) ’ solution

de (34) £ valeurs dans X (~~Q ). Le prolongement continu est une
I T

version régulière de la loi conditionnelle de C~ = 
, sachant

Y~ = e(cB) = ((cB) )F . 

° 

t 

t t10,Tl

Le prolongement mesurable est une version régulière de la loi
condi tionnelle de C~ = 

, sachant cB = (cB ) vérifiant

la propriété de continuité:

V a > 0, P ( 8 a / 11 cB - g 11  1 ) ->0 quand 1 ->0.

Théorème 11

Sous la condition S 2, pour tout ~>0, soit cR~,. la loi conditionnelle

régulière du processus c = 
, solution de (51) sachant cB =

(~Bt )t~[0,T ] 
définie dans le théorème 10

Notons cQ la loi de" la variable aléatoire £ (u) = 

c c

cQ est un élément de x (x (2d03A9)) des mesures de probabilités sur
C I I T

N ), muni de la topologie de la convergence étroite.I T

Alors la famille ) satisfait £ un principe de grandes déviatio
c c>o

ns avec la fonctionnelle d’action:
(64) ~i (m) = inf ( ’i’(g), g e ~H tel que ~R~ = m I, Of ~R~ est la loi

R T,O R R

du processus défini par (55), I définie par (4), m e M1(2d03A9T) et x e R2d.

= cRgx désigne la loi du processus défini par (34), (36) et (38)

en remplaçant A~, Ã~ et A~0 successivement par E~, ~ et E# et en faisant
c = 0.

Théorème 12.

I) Sous la condition S 2, soient C~ = (C[)tG10,Ti la solution de (51)

et 2dF un fermé de 2d03A9 .

T,R

On a:

lim sup c~ Log e * - I’ I U e ~Q’ : ~L~ (~~F) >0 1
C->0 T,0 R
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 _ ~~ { n c 7f’ - ) }

b>o 
~

 _ ~ ~ ~ ( (~~F)~) )

8>0

où Ã’ est définie par (42) et (40) et A par (4).1 N

c03C0’ (2dA) = { U e H T,0, lorsqu’il existe g E (U,g)

e 2dA }, , si 2dAest un borélien de 2d03A9T ,x

et est le 03B4-voisinage de ZdA.
c03C0 (2dA) = { g e nHT,0, lorsqu’il existe g e vérifiant c03B2x (g,g) e

2dxA}

2) Même hypothèse. So it dF un fermé de d03A9
T,0

, On a:

lim sup ~2 Log P( ( e dF )- - ’ { n c03C0’ ( (pl - p2)-1 (dF)8) ) ,
o x

8>-0

~ - 
R 

( (pl - p2) 1 
)

a>o

X£ est défini par (52).

Demonstration.

Le point 1) ) résulte du théorème 8.

e 
d 

Pour 

F 

le e po int f t 
2 ) , on pose 2d F = { (., *) e 2d03A9T,x : ( p2 ) (.,*)

~ dF}. 2dF est un fermé de 2d03A9T,x.

D’ou P( Xc e dF )=P(C£ e 2dF). . Et on applique 1). .
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