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Petites perturbations de systémes dynamiques
et Algébres de Lie Nilpotentes.
Une extension des estimations de Doss & Stroock.

par

T.J. RABEHERIMANANA * et S.N. SMIRNOV **

Abstract:In this paper, we study a problem of large deviations related to
asymptotic behavior, when & ¥ o, of the diffusion- process X~, with

generator
n

11

€ 2 2 2

$ = — € ZAk + —7 KJ + A Al,...,An, xi,...,xl and A

2 k=1 2 y=1

are regular vector fields on R°. We prove under the condition of
nilpotence of Lie's Algebra Z(Al,...,An), generated by vector fields
Al....,An a large deviations principle, which yields the speed of
convergence of X€ towards X° on an appropriate space, this principle
being valid even when the limit diffusion is non degenerate, extending a
Doss-Stroock’s result. We apply these results to the ana_lersis :Of tt(x)e
speed of convergence towards o of the difference process X =X -X,
when € ¥ 0, using the contraction principle.

Résumé:Dans cet article, nous étudions un probléme de grandes déviations
assoclé au comportement asymptotique, quand € ¥ o, d’un processus de

diffusion perturbé Xc, gouverné par 1’opérateur:

1 n 11
€ - — & TA + —7F A + A; A,...,A, K,.. K et A sont
k ] 0 1 n 1 1 0
2 k=1 2 j=1 d ‘
des champs de vecteurs réguliers sur R . Sous la condition de nilpotence
de 1’algebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs Al.....An, nous

démontrons un principe de grandes déviations qui rend compte de la
vitesse de convergence de X vers X sur un espace approprié, valable
méme quand la diffusion limite est non dégénérée, généralisant un
résultat de Doss-Stroock. Nous appliquons ces résultats a 1’analyse de la

vitesse de convergence vers o du processus difference X~ = X~ - X, quand
€ ¥ 0, a 1’aide du principe classique des contractions.

Section 0. Déclaration d’intention.

Dans R® considérons d’une part la diffusion X = (Xt)ze[o Tl,solution
de 1’E.D.S. .
= A o g’ . =
(1) dXt EAJ(Xt) dBt. + Ao(xt) dt ; Xo X,

Jj=1

Ici les A et Ajsont (1+1)- champs de vecteurs sur Rd.§=(§:_)’_‘l .

est un mouvement brownien,issu de O a valeurs dans Rl. La notation "o
désigne la différentielle au sens de Stratonovich.
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D’autre part, pour tout € > 0, considérons une petite perturbation (2)
de 1'équation (1)

€ _ & zE,.,€ o an) £,,€ n.e, € k (€ _ €
(2) dXt = ¥ KJ(XL) dBt + AO(XQ) dt + € ¥ Ak(Xt) dBc ; X0 = x
J=1 k=1
N € € ~€ d
ou les Ao’ Ak et Aj sont (n+l+1)-champs de vecteurs sur R,
B=(B:)k=1 n est un mouvement brownien issu de 0 a valeurs dans Rn,

indépendant de B = () .
t'j=1,...,1

Dans la suite, si u est un entier naturel, uQT désigne 1’espace des
X

fonctions continues de [0,T] dans R", issues de x a 1’'instant 0. Cet
espace est équipé de la topologie de la convergence uniforme et de sa

tribu borélienne. uHT o désigne le sous-espace de uQT o constitué des

fonctions absolument continues avec une dérivée de carré intégrable. On le
munit d’une structure hilbertienne en posant (f.g)=I§fs.gsds (espace de

Caméron-Martin).

Le but principal de cet article est d’étudier, sous une condition
assez générale, la vitesse de convergence du processus X , solution de (2)
vers le processus X, solution de (1) et de formuler un « bon » principe
de grandes dev1ations qui étende les estimations b1en connues de Wentzell
& Freidlin [11] lorsque les champs de vecteurs K pour j € { 1, ,1 0}

sont tous nuls . Doss & Stroock [1] montrent que pour formuler dans ce
cadre un bon principe de grandes déviations, y compris dans le cas ou le
processus non perturbé est non dégénéré, il est nécessaire de se placer

sur un espace approprié contenant en un sens 1’espace canonique QT
' X

Plus précisément, ils introduisent 1’espace M1(H1(dgr)) et, en considérant

le comportement, quand € tend vers 0, de la loi conditionnelle RS’ " (dw) du

processus X sachant €eB , ils formulent un« bon »uBrlnc1pe de grandes
déviations pour la loi chde la v.a. Ie(w) = R®'E sous la condition
que 1’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs A1""'An est

commutative. Ils posent alors la question de savoir si leur résultat de
grandes déviations pour la loi Qc est toujours valable sans la condition

de « commutativité de 1’algébre ».

Nous donnons dans cet article une réponse partielle a ce probléme, en
supposant que 1’algebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs

est nilpotente d’ordre p.
k,k=1,...,n

Dans le cas nilpotent, XC, solution de (2) est, suivant Yamato [2] une
fonctionnelle réguliére du couple ( D',Y ) ou Y désigne une famille
finie d’intégrales itérées du mouvement brownien €B et D est solution
d’une équation différentielle stochastique relativemeng: a B dont les
coefficients dépendent continiment des trajectoires de Y . Nou% étudions
le comportement, quand € tend vers O, de la loi conditionnelle L™’ (dw) du
processus X sachant ces intégrales itérées Y , en introduisant 1’espace
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Hl(Ml(dQT )). En considérant une version réguliére de la loi
X

€

€,€B £€,Y

conds'.tionnelle de X% sachant €B, on voit facilement que R e L
LeoER p-s. ou © est une fonctionnelle mesurable telle que Y = o(eB).
Le principe classique de contraction joint au principe de grandes

déviations pour Y€ nous permettent alors d’affirmer que les résultats de
grandes déviations formulés par Doss & Stroock [1] pour la loi Qc (e o0

€, E€B(W)

)Jde la variable aléatoire fIE(w) = R sont encore valables dans le

cas nilpotent. La question se pose de savoir si le résultat de grandes
déviations pour la loi Qc est toujours valable sans la condition de «

nilpotence de 1’algébre »

Dans la section 1, nous donnons une nouvelle démonstration de 1la

minoration pour les ouverts de 1’espace canonique QT < Signalons que

cette minoration est déja obtenue dans [5] et [1] sous une condition
générale.

Dans la section 2, nous établissons le résultat principal de notre
article concernant le principe de grandes déviations associé a Qe (e~ 0

) et nous en déduisons comme, en Doss & Stroock [1] une majoration pour
les fermés dans 1’espace canonique QT .
X

La section 3 est__econsagrée g 1’étude des bornes de déviations du
processus-différence X~ = X~ - X . L’idée est ici d’appliquer en quelgue
sore‘te0 le principe de contraction, cf [3] en considérant le couple C =
(X7,X7).

Signalons que dans la littérature, on peut citer aussi [4], [5] et [6]

pour 1’étude, sous des conditions particuliéres, des bon;nes de déviations
du processus X défini par (2) , sur 1’espace canonique Q‘r <

Section 1 Minoration

Condition S1
Nous supposons vérifiées les conditions suivantes:

1) Ve 2 0, 1’application Ag de R* dans le est lipchitzienne et bornée.

2) Ve =2 0, 1l’'application AC de IRd dans IRd ® Rn, ensemble des matrices a d
lignes et n colonnes ( resp. A~ de R° dans R° @ R, ensemble des matrices
a d lignes et 1 colonnes) est de classe C|> ( resp. A7), c’est-a- dire que

les dérivées de A® d’ordre =2 sont continues et bornées ( resp. KCJ. Nous
faisons la convention suivante: la dérivée d’ordre O est égale a la
fonction elle-méme.
e J, € J,€ J5€ . .
3) V j € {0,1,2} les dérivées DAO, D’A” et D'A” convergent uniformément
d .
sur R, respectivement vers DJAO ,DJA et DA quand € tend vers O.

Soient € > 0, x € R® et Bc 1’application de "H x H dans
x . T,0 T,0
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"nT défini de la facon suivante:
, e~

(3) $, = l3x(g.g)L

si, et seulement si,

o ptzE ~ X, t, €
qpt—xﬂ‘oA (ws)dgs+J‘vo(¢s)ds+J‘oA (ws)dgs, t € (0,T)

On désignera de méme, par Bx la solution de (3), quand on remplace

€

les coefficients Az, A® et A® par leurs limites respectives A, A et A

lorsque € tend vers 0.

Dans la suite, X désigne la fonctionnelle d’'action correspondant au

mouvement brownien €B = (e€B ) . Par le théoréme de Schilder,
t t€lo,T]
N = - 2 . n
(4) A(g) = X 18 ”"H sige Hr,o
T,0
. 0n . +0 sinon.
A("A) = inf { X(g), g € "A } si "A est un borélien de "Q

T,0°

Ensuite, nous considérons la fonctionnelle Ax de dQT N dans ll_?’ définie

de la fagon suivante pour tout y € dQT N
(5) A () = inf {X(g) ou g € "H__ est tel qu'il existe g 'H

- T,0 T,0
vérifiant ¢ = Bx(g.g) }.

Nous faisons la convention: inf {@} = + . Ax(dA) = inf { Ax(w),

lorsque Y parcourt dA } si dA est un borélien de dQT N

>

A 9 _ g n
Considérons le processus X = (xt)tEIO,T] pour chaque g € Hr,o'

solution dg: . N s .
(6) x‘:=x+fox (x: JodB +f A (X2)ds+S A (x: )dg_.

Posons:

_ ~ ~ 1
(7) Sx(g) = { Bx(g,g) lorsque g € Hr,o }

Par le théoréme du support topologique de Stroock-Varadhan (7],

(8) supp X7 = Sx(g). Ici, A désigne la fermeture de A.

En général, A n'est pas une fonctionnelle d’action satisfaisante, cf
X

Doss H. & Stroock D.W. [1].

On considérera le processus Xt = (X::)telo n’ solution de (2), comme

s ) . X , d
une variable aléatoire a valeurs dans 1’'espace de Banach QT <

Lemme 1 (8] J iabl dP = ( [ lal® dP )P I 1bl1% dP )(Vq). ou p

et q sont tels que p-1 + q.-1 =1letp<1.
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Démonstration

Le lemme se déduit de }‘inégﬁ%}ﬁé de Holder,
* [ Juvl dP = ( f |ul dP ) x (J Ivl

=1letl>1.

1’ /1) -1

dP ) ou 17! + 107!

En effet, en prenant u = (ab)*, 1 =k'>1, v= b on a:

ab = Ul. ak = uv et bk' = v ou k'’ = -kl avec 17! . (l')_l = 1.
D'aprés *, f lal®dP = ( J labl aP )V x ([ bl ap ) 1"
D’ou F1al®*dP x ( £ 161® ap )" < ( f Jabl dP yasn

f 1al®* dm)' x (1ol ap )Y s (f lab] P ).

G 1al Y @)t < (e ap )Y < (5 tabl aP ).
11 suffit de poser p =1

tg=-1xh
-1 -1 y -1 , v -1 _
On a bien: p +q =1-1(1")" = (11' - 1) (1’) " = 1.

Théoréme 2

Sous la condition S 1, soient 90 un ouvert de dQTX et Ax(dO) définie

dans (5). Alors nous avons: a
(9) A (°0) = inf{ A(g) ou g e "HTO est tel que P (X? € “0) > 0, le

processus x8 étant défini par (6).
De plus, nous avons la minoration suivante:

(10) 1im inf €2 Log P(XE € %) = -A (%0).
£—>0 x

Démonstration

Soit dO un ouvert de dQT .
» X

L’assertion (9) est une conséqyence du fait que, d'aPrés la définition
(S) de Ax( 0), on peut écrire Ax( 0) = inf{ A(g) ou g € HT o est tel que

Sx(g) n 20} la propriété (8) montre, de plus, que V g € "H_r o
Sx(g) n 90 ¢ 2 <=> P (X% € %0) > 0,voir [1].

Posons B = B - g/€.
Par Girsanov,

dP 1T (R
—= exp [ =I és st -—r |gs| ds ].

dP e® 2¢2 °

D’ ou
€ d = .
POXT € %00 = E{ 1 (0, p®(x%)oaB +f7AS (XS )odB_+5AS (X dse®0d}
o s s O s S 00 s



.2
I, 18,17 ds _
=exp - 2 ) B L e aSXS) e dB ¢ ASXE) ag
€ o s s o s s
+ 5 RE(x®) o B+ £ AS(x%) ds € Y0}
o s s 0o o0 s
5y B, dB
X exp - c—- }
ou 1A est la fonction indicatrice de A. Grace au lemme 1,
T ;. 2
fo |gs| ds _
Zexp—(——"——){EA{lc “A&(%€) o 4B R S
2 2 {x~ + ¢ J'OA (Xs) st + J'o A (Xs) dgls/p
e 1 ESXE) o dB ¢ I AS(XE) ds € Yoy 1
0 s s 0O 0 s
T . =
- "rO gs st 179
x{E { exp - q P H
1 ]
]
T . 12
5, 181" ds
exp (q 2 )
2 €
Donc

lim inf €° Log P(xt € Y0)
£—1° 1 T .
z - - J- |g |2 ds + lim inf €° Log P (X%%0) + q I e |2ds
s £€—>0 s
270 2 o
(>4 € ., E € = ., € € L2 €, & ., €, € —>x°
(car Zt = X + eIOA (Zs)oclBs*-J'oA (Zs)dgs+,l'oA (Zs)°st + J‘OAO(Zs)ds

en probabilité ( et méme p.s.) quand €—>0).

[}

I|8| dS*‘QIIgI ds
- IIg]ds

1 T .
dont le sup pour 0<p<l est- — J- |8s|2 ds.
270
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Section 2. Principe de Grandes Déviations associé a Qc' Ma joration.

L’ espace vectoriel engendré par tous les champs de vecteurs de la

forme [... [[A‘.A‘],A‘]...,A‘]. il, 12.., € {1,..,n} est appelé 1’al-
12 3 k
gebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs A:""An et on note £ =
L(A,..,A ).
1 n .

Considérons la chaine.ge sous-algebre de £:
= 1L,8],..., £ [£,£M.

si £P= {0} pour un certain entier p, alors 1'algébre de Lie £ est
nilpotente d’ordre p, cf. Kunita [9].

Condition S 2.

En_plus de la condition S 1, nous supposons que: V € = 0, 1’algébre dg

€
Lie £ = £ (Af,..,Aﬁ) engendrée par les champs de vecteurs Ai..., et An
est nilpotente d’ordre p. De plus, ces champs sont de classe :.

S 2-1 Théoréme de représentation (lemme 3, théoréme 4)

Avant de donner le théoréme de représentation de la solution de (2)
sous la condition S 2, nous allons rappeler les notations et certains
résultats de Yamato [2].

(11) Posons E = {1,2,..,n}
E(p) ={1= (il,..,ia); ix""ia eE, 1=a=p}, p=1,2,..,n

L]
E(w) =p91E(p)
(12) [X,Y] = XY - YX

Définissons par récurrence des champs de vecteurs Af pour I € E(w)
€ € €
(13) A(x yeesi ) [A(x yeesd )'Ai]
1 n 1 n-1 n

Nous supposons que V € =2 0, les composantes de Af, leE(w) sont lipsch

itziennes sur R'. Nous définissons aussi la famille des intégrales itéré-
es B:' t = 0 par récurrence

,..,1) G, ) 1
(14) B, ! Y S - L st".Avec la convention B(: =t, t =

0.

On écrira aussi:
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1,1 (,..01)
(15) Af , et Btl " au lieu de Afl et B !

ety g t

Nous flxonf un entier positif p. L’ensemble {y = (y!). I € E(p)} sera
identifié a R* avec m = Cardinal de E(p).

On définit aussi les champs de vecteurs Ql. i € E sur R" par:

_a Jl---d 3 -

(16) Q‘ = : + §< y a
3 a+1=p Jooend ot
y Jpe ol €E dy ®

Soient R(E) 1’espace linéaire de base E et T(E) 1’algébre tensorielle
basée sur R(E), c’est-a-dire:
(17) T(E) =R © R(E) ® (R(E) @ R(E)) ® ...

Définissons le crochet dans T(E) par:
(18) [a,bl =a ®b -bea, a,b € T(E).
Soit L(E) la sous-algébre de Lie de T(E) engendrée par E. L(E) et T(E)

sont des algébres de Lie libres engendrées par E.

Nous définissons [i1""ia] € L(E) pour (11,..,ia) € E(w), par récurr

ence
(19) [i,..,i]
1 a

[[11""ia-1]'1a]’ Chaque [11""1a] est exprimé par

) C :. j.® .8

2oy €
(J1 jb) E(w)

(20) [11,..,131

et ces coefficients sont uniquement déterminés par la relation (20). Nous
: J
appelons par C(E,p) les matrices CI, I1,J € E(p).

Puique Cf = Bf, i,j € E, nous pouvons toujours choisir un sous-

ensemble F de E(p) vérifiant la propriété P.
Propriété P.

F est un sous-ensemble maximal de E(p) tel que les vecteurs-colonnes
de C(E,p) =(Cx) pour J € F sont linéairement indépendants.

Soit r le rang de la matrice C(E,p) et fixons une bijection:

v: F+E(p) \F + {1,..,d} —> {1,..; m+d} avec

v(F) = {1,..,r}, v(E(p)\F) = {r+1,..,m},

v{1,..,d} = {m+1,..,m+d} ou F + E(p)\F + {1,..,d} est la somme directe de
ces ensembles.

Soit F un sous-ensemble de E(p) vérifiant la propriété P. On choisit
un sous-ensemble G de E(p) avec r éléments de telle fagon que la matrice

C(G,F) = ch soit inversible.
1'1€G, JEF
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Pour chaque I € E(p), soit Q'I'(y). J € E(p) les composantes de QI.

J _ J
Posons Q(G,F) = (QI)IEG'JEF. On note R = (Rl)ler,Jec la matrice inverse
de Q(G,F).

Soit u la téiriection réci&roque de v définie aprés la propriété P. Nous
définissons Tp’ (z), z € R"° pour chaque i € { r+1,..,m+«d }, pe { 1,..

,r } par:
£,1 - I 1 m (1) 1 m . <js<
(21) Tp (2) Y R“(p) (z',..,27) Q (z',..,2) si r+i=si=m
1€
Y R’ z',..,2" AT (™) melsismed.
n(p) I
1€c

Sous la condition S2, le systéme d’équations aux différentielles tota-
les

.
Zl'z"(ui, ot E T VO™ e relsismed

p=1

(22) av®!

avec la conditon initiale
(23) v¥(q',...q") = (@™

m+d m+d
) .

a une solution unique définie sur R" pour chaque q = (q'.,..q € R

Lg solution de (22) et dgd (23) nous donne une fonction fe(q,u)=
(£ '(q,u)),r+1si=m+d, q € R™%, u € R", définie par:

(24) fe“(q,u) =u , ls=si=r ;- fe'i(q,u)=v€" ,r+1=i=m+d
Posons:
_ (ol - "f
Y. = (BL)IEF B,

Yt est solution de 1’équation différentielle stochastique:

I_cnl J . -
(25) dY‘;ES (Y&)odBt I eF ; Y0 0

Considérons la fonction f¢ définie par £24). Dans la suite nous écrir-

ons respectivement 61‘8,...,6 fc,a £ ,...,8 f les différentes
1 € m+d m+d+1 m+d+r 1 med 1
d;t’grivées partielles de f par rapport aux variables z,..,z ,u,..et
u .
Posons:
(26) ‘he=(f€'m1,..,fc""'d). Nous rappelons une propriété de n® (pour les

autres cf Yaénatoc[2]) € x N 4
(26’) 28 h ’j(f (0,x,u);0) 38 h ' (0,x,u) = 8 pour chaque x € R, u €
jn m+l m+ ) i



R" et 1=i, k=d.

Pour chaqu e " ,soit ’ i i " i é i
que g Hno soit o 1’application de HTodans Qro définie

’ ’

par:
o(g) =U, si U est solut1on de:
(27) dU;=1Q (U )dg),1 € F ; U_ = 0.

jEé

La résolution de (27) nous permet d’écrire dans ce cas:
(28) U = o(g) =

P?sons 1
9 » = r » s . n, =
(29) HT'0 { Ue Hr,otel qu’il existe ge HT,O avec U = (g )IEF).

Par le théoréme du support de Stroock-Varadhan,
(30) Supp Y = H; o ou Y est défini par (25).

Nous posons

(31) 'Q’T o = Supp Y.

r
H’ x

Pour chaque U e rH; o' définissons une application (Bi)’ de 0

1 d
HT,o dans QT’X par:

(32) (¢,) = use)'(u,g)l

si, et seulement si,

= B (g,g),0u B F

est définie par (3) lorsque U = o(g) = g

Lemme 3

Sous la condition S 2, pour tout €20 et pour tout x € R la fonction
nelle (B )’, déterminée par (32), admet un prolongement unique, défini
1 d ~ 1
’ 3 t H ,
sur Qr.o X Hno a valeurs dans an, tel que, pour tout g € 1,0

1’application:

U e rﬂ; o >(B:)'(U,§) edQT Xsoit continue pour la norme uniforme.

Le prolongement (B )’ est défini par la formule exp11c1te

€,U
= ’ U D=
(33) (Bx) (U.g)t n® (0..f,0,D ’Ut)tE[O T](U,g)e QT oX HT o’ ou
(DC’U)tEIOT)eSt solution de 1’équation différentielle ordinaire:
dp® Y= T (oA (h®(0,..,0,D} Yiu x
¢ 1=i=d m

amhe(fe(o,..,o.b ;U);0,..,0) dt
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+ 7 [ A% 0,..,0,0%%U ) x
j —_— t t
1=j=1 m
a n%ff0,..,0,0%u);0,..,00 dg’ 1 1 ;05Y = x,
m+i ————7;—— t t _____TT_ t (o]

nfet € sont définies respectivement par (26) et (24).

Démonstration
Soit donc (U,g) € "H, ‘HT o U vérifie donc (27) ou (28).
En posant Df'u = we( ¢, U )t et ?= h&( O.DfJ%Ut), nous avons d’une
part en dérivant par rapport a Z 0%
d € €,U £,0,1
¥y a4 n%%o,..,0,0%%u)) ap®"”
- m+i t t t
a €,j €,U i €,k € €,U
- ] U, ) ,U,
= 12% am“h (0""0'DL 'Ut) [ Eil( Ao (h (O,..,O,Dt ‘Ut)) X

a hn®'(%0,..,0,05"%U);0,..,0) dt +
m+k t t

1
T K& (hc(o,..,o,nf'”;ut)) x

k®

k’=1
a n%f0,..,0,0%%u);0,..,0) dg*’) ]
m+k t t t

par (26’)

d 1
_ J €.k € €,U. j €,k €, €,U,
= Ll A (h7(0,..,0,D”7U)) dt + T 5 A (h7(0,..,0,D 75U .))

X’
k=1 k’=1
~Kk’
dgt ] 1
— A& € €,U, <€, € €,U, ~K’
A, (h"(0,..,0,D°75U)) dt + § A7 (h(0,..,0,D77;U,)) dg ,
k’=1

et d’autre part en dérivant par rapport a ul,..,up

€,] €,U np) et
nuuph (0,...O,Dt ’Ut) dgt (p est définie avant (21))
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- T 1™ 00,05 %0 PPy ) ag!
1Sp=r,1€E
- I €,) ,. € €,U (p) 1
I CRL, WO AT 0, ..,0,00 %0 ) &P w,) b ag

1=p=r, {€E, 1 €C

1
€,) € €,U i
L A (n°,..,0,07%U)) dg,.

1Si=n

La propriététge conting}%é se lit ensuite dans la représentation expl-
icite donnant h (0""0'01.;Ut) qui est bien définie pour tout (U,g) €

| R 1
QT'O X HT'O.
n . €, _ £€,9
Pour tout €>0 et ge Hr,o' soit X = (Xt ) telo,T) la solution de
€,9_ € t ,€,.€,9 k t z€,.,€,9 =)
(38) x"%=x"+ L J, Ak(xi ) dgt + LSy AT o dB)

15k =n 1))

t €,,€,9
+ .fo Ao(x' ) ds.

Théoreéme 4.
Sous la condition S 2, pour tout €>0, soient Xt = (Xf) la solution de

(2) et x5'9 = (Xi'g) la solution de (34).

On a les représentations suivantes:

- F
(35) x%=h® (0,05 *®) ., ((eB) )F)
t t t

F

___F
(36) Xx*'9=h® (0,057 ;(g). ")
t t t

F
N =E,". .
ou le processus Dt’ est solution de:

€,1 F

F
—€,*. _
(37)aD5" " = T [ A

1Si=d

- .F
(h® (o.of' N x

_ F
a nt(€ 0,05 ;") .5;0) at
m+i t t

1=j=1



61

— o F - _ F
a (S (0,05 (") 0 0B 115 D5 = xC
m+i t t L N

h® et £€ sont définies comme dans le lemme 3 avec * = €B ou g.

Démonstration.
On utilise la formule d’'Ito_ pour 1’'intégrale de Stratonovich pour

vérifier que n (O,Bf’((cs)') ;((eB)t)F) définie par (35) et ht

.. F
(O,Df’w ;(g)tr] définie par (36) sont les solutions respectives de (2)

et (34).

(38) Remarque
Puisque les solutions de (2) et de (34) sont repectivement paramé&{ées
€ F F . €,Y
pgqu = (eB) et U = g, nous les notons respectivement par X et
X,

S 2-2 Grandes déviations de Y€ = (eB)F.

D’ aprés (25),Yf est solution de 1'E.D.S.

€,1__ 1, 3 L vE =
(39) dYt —eZOJ(Yt)odBt,I € F ; YO 0

JEE

Proposition S
Soit Y® la solution de (39). Alors Yc admet un principe de grandes
déviations avec la fonctionnelle d’action p définie par:

- 1 : T ;1,2 T
(40)p(U)= 5 (lgl (Io |Us| ) ds), U e Hr,o

+0 sinon

) . : . . P9 e r
Et nous avons 1’estimation suivante si ‘A est un borélien de Qro:
,

2.
X Tay < 1im s 2 € r . 2 € r
(41) - N’ (A) = léﬂ_§3f € Log P(Y € A ) = lég_§gp € Log P(Y € A ) =
- A ("R
ou_1l’'on a posé:
(42) A’ ("A) = inf { p(U) lorsque U € "A }.

Démonstration

La matrice a r lignes et n colonnes (Q;) pour 1=j=n et I € F est form

ée de 0,1 et des fonctions coordonnées yI our I € F. Par conséquent, les
éléments de cette matrice sont de classe C'. On est donc dans les condit-
ions d’application du théoréme d’'Azencott [10]. D’apreés (29), la fonc}io-
nnelle d’action a la forme indiquée par (40).

S_2-3 Grandes déviations de la loi conditionnelle de Xc sachant Ye =

(eB)F puis de X  sachant €B, par identification.
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Remarque R.

Ngtons encore © une extension mesurable de © (donnée par (27)) définie
sur Q‘r o avec la propriété que tous les éléments de "H sont les poin-

ts de continuité de © au sens de Stroock- Varadhan [7], c’'est-a-dire:
o(w,t) = Yt(w) p.s. si Y est solution de (25) avec la propriété suivante:

YVa>0, PCNY-o(g)l <a/ ILB-gill<d)—>1 lorsque § ¥ O.
Grace a ce fait, notons de méme Bx 1’extension mesurable de B (donnée
x
PP n 1
par (33) dfflme p.Ss. sur QT,OX Hr,o par:
¢, =B (u,8)

si, et seulement si,

$, = (Bi)'(Y (w),g)t, ou (B:)' est donnée par le lemme (3).

On désigne par Ml(dQT) 1’ espace des mesures de probabilité sur dQT,
muni de sa tribu borélienne B(dQT). Cet espace équipé de la topologie de

la convergence étroite est métrisable, on peut trouver une distance 3
telle que (Mx( QT),G) soit Polonais.

Théoreéme 6.

Sous la condition S 2, pour tout €>0, notons R®’9 1la loi du processus

Xe’q, solution de 1'E.D.S. définie par (34) pour chaque g € nH_r o Pour

chaque U € rH; o’ notons L%Y% 1a loi du processus défini par (36) et

(38), solution de (34). L=V = L5°9 i U = o(g).
Alors 1’application qui a :

g € nH'ro —> R™'? dans Ml( QT) admet un prolongement mesurable défini

, . €,9 . d
p.s. sur 1’espace nQT ,noté encore R 9 a valeurs dans Ml( QT), avec
€,. ,o(.
R = Le o( ),
norme uniforme de 1’application qui a:

U e l.H.’l_ 0o L5V defini par (36) et (38), solution de (34) a valeurs

dans Ml(dQT). Le prolongement continu LC" est une version réguliére de
la loi conditionnelle de xf = x5 sachant Y® = o(eB) =

. t "te(o,T)’
((CB)Q_)

ou L% est le prolongement continu sur rQ;_ o pour la

t{o,T1’

Le prolongement mesurable R®’ " est une version réguliére de la loi

cas € _ - L ees
conditionnelle de X = (Xt)LGIO,T]' sachant €B (th)tem’T] vérifiant

la propriété de corcltééxuiécé:
Va>0, P(& (R"PR"¥) 2/ 1 eB-gl<t)—>0quand T —>0.

Démonstration

2 . £,*
Commengons par démontrer les assertions concernant L™’ .



63

On utilise le théoréme 4. Le processus DY solution de (37) est bien
défini pour chaque U € rﬂ; o.Notons L la loi du processus

€ . =€,U X ro
(h (O,Dt .U‘))tE(mT] pour chaque U € HT,o'
Gradce a la propriété de hc cf. Yamato [2], on vérifie aisément en
utilisant 1’'inégalité de Doob et le lemme de Gronwall, que si une suite
Un d’ éléments de rH; o converge uniformément sur [0,T] vers un élément U

€ rﬂ; o’ alors LE’On converge uniformément vers L®'Y dans 1’ espace
Ml(dQT) quand n —> + o. )

La deuxiéme affirmation est .alors une conséquence du théoréme 4 et de
1’ indépendance de la diffusion Vs et du mouvement brownien B.

Remarquons que si g e "HTO ,alors on a:
RE'9 = 150W _ &V ’

L’existence du prolongement mesurable de 1’application qui a g € nHro

—> R®'9 dans Ml(dQT) défini p.s. sur 1’espace nQT o résulte de la remar-

que R et du théoréme 4. Et 1’on a:

RE’EB. [ E.0(€B) _ €, v
La grg?r%?té de continuité résulte du fait que:
(6 R R 2, leB-gli<t)c
(s (Le;:Y LS9 2 Y - e(g) N < )
U ( HCY; -o(g) lza , I eB-gll <t ). La remarque R et les résultats
sur L™’ nous permettent de conclure.

Théoréme 7.

Sous la condition S 2, pour tout €>0,soit R®’" 1la loi conditionnelle

) ‘s R - -
réguliére du processus X = (Xt)tE[mT], sachant €B (eBt)teuurl défi

nie dans le théoreéeme 6.

Notons Qe la loi de la variable aléatoire Ic(w) = RS EB@)

Qc est un élément de Ml(Ml(dQT)) des mesures de probabilités sur

Ml(dQT), muni de la topologie de la convergence étroite.

Alors la famille (Qc)c>o satisfait a un principe de grandes déviations

avec la fonctionneng d’action:
(43) 1 (m) = inf { X(g), g € "HTO tel que R: =m }, ou R: est la loi du

processus défini par (6) et X définie par (4).
Démonstration.

On utilise le principe de contraction, cf.[3].



D' aprés le théoréme 6, on a:
€.€B_ €,0(€B) _ | EY

€
£,Y (W)

R Donc Qc est identique a la loi 29 de la v. a.

L

V]

Soit donc U € "° et L®'Y 1a loi du processus (x€(0,0%"%u )
T,0 t ¢’ ‘reto, 1}

défini par (36), (37) et(38). On peut vérifier ,par des arguments classi-
ques en s'appuyant sur le théoréme 4, que la famille d’applications cont-

inues (U e '@ —> v 4 — -
1.0 Lx € ”1( QT) )e>o converge, quand € >0, unifor

mément sur tout ensemble borné de 1'espace de Banach 'n; o Vers la fonct-

’

ion ( U € 'n; 0 — L: € Ml(dQT) ), ou L: est la loi du processus
(°0,0%u )) . r Y
t’ v "telo,m)

On sait, de plus, que si U € H; o' Lx est la loi
du processus défini par (6). On est donc dans le cas de 1’application du
principe des contractions.

En vertu de la proposition 5, il en résulte alors que:
i (m) = inf { p(V), Ue H,  telque L =m}

u
X

g n ©(g)
inf { A(g), g € Hr,o tel que Lx

=m}

~ n g _
inf { A(g), g € Hno tel que Rx =m }

Remarque

Soit G ={L5% 0=ese ,ge™ }sHu () (¢ >0 fixé).
x o T,0 1 o
o
d 2 d d
(44) Ix( An Gx) = lég_}gf €“Log Qc( A) = 1%@L§gp ezLog Qe( A) =

-lx(dA n Gx) ou Ix est la fonctionnelle de Cramer associée a 1x défini

par (43), les signes o et — désignent respectivement 1’intérieur et la
fermeture dans 1’espace Gx, muni de la topologie induite par celle de

d
Ml( QT).

Quand les champs de vecteurs Zf , 1=j=1 sont tous nuls, dans ce cas

Xc, solution de (2) est une fonctionnelle réguliére de Ye, la proposition
S jointe au principe des contractions donne le résultat de Freidlin &
Wentzell [11].

Nous renvoyons le lecteur a [1] et [12] pour le calcul explicite de
ix(m) donné par (43), sous la condition que la matrice a = A A* est posi-

tive.
S 2-4 Majoration

Soit %F un fermé de dQTx , et pour tout & > O (dF)6 le voisinage
ouvert d’ordre 3 de %F dans dQT N

Pour simplifier dans cette section, nous supposons que les champs de
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vecteurs Ai , k € {1,..,n} , Kj. j € {1,..,n}et As sont indépendants de
€.
Posons
(45) n ((dF)a) ={ge"H tel qu’'il existe g € 'H
x T,0 T,0

vérifiant B (g.g) € G2 B, est définie par (3)

en faisant € = 0.
n d..0 .
={ge Hr,o tel que Sx (g)n CF)” =2} ou Sx (g) est

défini par (7).
(45’)

(a6)  ((°F%)

x

{ge "H_r o tel que P {X? e (dF)G) >0 }, a cause de (8).

LT} » ~ 1 .
{Ue H 1.0 tel qu’'il existe g € Hr,o vérifiant

8 (W.8) € (°N% ), (B) est définte par (32)
en faisant € = 0.

= LT , d..d
= {Ue€ H .0 tel que Sx W) n OF)" = @ } avec

S* (U) = { (B)’'(U,g) lorsque g€ 'H }
X X T,0

Pour chaque U = (gl)Ier e "

de (8), on a:
(47) Supp X' = { B (g.8). g € 'HT

H'To selon la notétion (28), compte tenu

’

P N
o 1 =1(B)(WUg) ge Hr, }.

o

I1 en r%su%te alors de (47) que 1’on a: v 4.8 v
(48) w (A% = { Ue’H'To tel que P (X e (F)°) > 0 }, ou X est

définie par (34), (35) et (38) en faisant € = 0.

Théoréme 8

€ € d

Sous la condition S2, soient X = (xl)tE[OT] la solution de (2) et F
un fermé de dQ
T,x
On a:
2 € _d < _ % ra, . U.d
(49) 1%@_§3p €log P (X" € F) =s-AN (Ue Q 10 " Lx( F) >0)

»

(n m (N
30

1A
|
>

-k {n = (P
80 X

ou A* est définie par (42) et (40) et A par (4).

Démonstration
L: étant, pour tout U e rH'T o la loi du processus XU defini par (36),

(38) et (34) en faisant € = 0, on considére le prolongement continu de
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1’application U —> L: défini sur rQ’T o (théoréme 6).

’

Soit dF un fermé de dQT .

Puisque Y€ = (eB)F , Nous avons:

. €
P (X¥e ) =P (x5 e %) d’apres (38):

ch
E ALY (°F) }
X

Donc par la proposition 5,

2
1%@_§3p €Log P (x® € °F) = - inf { p(vV), ve {Ue rQ,T,o tel que

LYCry > 0 } )
X
Or

{(Ue'@. telque L’CR >0rs{ue’@. LM% >0}
T,0 x T,0 x

ciuem. LM% >0
T,0 x

’

car 1’application : U € rQ'TO—‘> L: ((dF)S) est semi-continue inférieur-

ement. Il suffit e%sugte de remarquer, en gevenant a 1’égalité (48) que:
{Ue ’H'To ¢ L (CF)

>0 }r=n" (CF))
’ X

Les 2 premiéres inégalités dans (49) sont donc démontrées, compte tenu
des propriétés de la fonctionnelle d’action p(.) de la diffusion Y .

3

I1 reste a démontrer la derniére inégalité. De 1’égalité (45’) et
(48), on a par identification:

e (% =6 (n(*% ).
X X
De plus, on a:

n = ((dF)B) ce(nm ((dF)a) ), a cause du fait que Q' = s
80 * 80 * ! !

Grace a ce fait et en revenant a la définition de A’,on a 1’assertion.

Retour au probléme posé.

(50) Si 1'algeébre de Lie est nilpotente d’ordre p, on obtient encore
1’équivalent du théoréme 4 de Doss & Stroock [1], sous une forme un peu
affaiblie mais leur résultat de grandes déviations est toujours valable.

Section 3 Etude des bornes de déviations de ?€=XC—X°.

On va appliquer les résultats de la section 1 et de la section 2 pour

étudier la vitesse de convergence de X& vers 0, quand € tend vers O.
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Nous considérons le couple Ce=(Xe,X°), cfest solution de 1'E.D.S.

n 1
€ _ € € o k =€ € ° =3 € € .
(51) dCt =€ ;lEk (Ct) dBt + g Ej (Cz) dBt + Eo (Cc) dt;

Kk j=1
C§ = (x%,x%).
. € € d d
ou Ek(x,y) = Ak(x) pour chaque k € {1,..n} et (x,y) e R xR
0
~ - d
Ej(x,y) = A?(x) pour chaque j € {1,..1} et (x,y) € R x R
A (y)
J(y
E:(x.y) = Az(x)- pour chaque (x,y) € R® x R?
A (y) ]

Dans le sensldes grojections, pour chaque (x,y) € Rded,on a:
(x -y)=(p -p) (xy)

I1 en résulte que:

(52)§8=(p1—p2)(cs).
Minoration.

Sous la condition S 1, nous définissons les équivalents de (3), (S),
(6), (7) et (8) pour le couple défini par (51).

2d c

Soient € > 0, xeR et B: 1’application de "H x 'H dans

2dQTxdéflnie de la fagon suivante:

€

(53) (p,) = °B, (g,é)t

si, et seulement si:

€
"

t t t
= € ~e ~ € n
X + J;E (¢s) dgs + IOE (¢s) dgs + JoEo(ws) ds , t € [0,T] , Vge Hr.o

eF g € Hr,o'

On désignera de méme, CBX la solution de (53), quand on remplace les
coefficients Ee, E€ et Ez par leurs limites respectives E, E et Eo lorsq-

ue € —> 0.

Nous considérons la fonctionnelle “A_ de 2"QT o dans R* définie de la
fagon suivant pour tout y € ZdQT <
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(54) c)«x = inf {X(g) ou g € "QT o ©St tel qu'il existe g € lHro vérifiant:
v =8B (g.8)) '

Avec la convention inf(@) = + o

cI\R(ZdA) = inf c)«x(w). lorsque ¢ parcourt ZdA) si 29a est un borélien
2d
de Q‘r,x'
Considérons, pour chaque g € I"H_r o le processus ¢ = (C:). solution
de:

_ ot ¢ ot _
(55) %= x+I E(C%)dg +J B(C%)odB +f E (C%)ds avec x = (x,x) € R
t o s s o s s ° 0 s

Posons:

c _ c ~ ~ 1
(56) Sx(g) ={ B!(g,g) lorsque g parcourt Hr,o)'

Par le théoréme du support topologique de Stroock-Varadhan,
C,

(57) Supp C° = Sx (g). Ici, A désigne la fermeture de A.

Nous définissons aussi une fonctionnelle d’action A; de dnro dans
[0,+ o] pour le processus défini par (52) par: 24
(58) A(’)(lll') = inf (CAX(W) lorsqu’ il existe Y € QT 2 tel que:
(' -p) (Y) =y )}

Nous posons aussi:

(59) A;("A) = inf {3, (') lorsque ¥’ e 9A } si %A est un borélien de
d
T,0"

Théoréme 9.

Sous la condition S1, 2d
1) Soit “0 un ouvert de QT . et CAX définie par la formule (54), alors

n a2:d i 2d g
cI\x( 0) = inf { A(g), ou g € nHTo est tel que P(C® € “0)> 0 }, C

étant défini par (S5).
De plus, on a:
2 £ c
(61) lérﬂ_ggf " Log P(C” € “0) = Ax(

2) Soit %0 un ouvert de dQT o On a:

2d 2d

0).

(61) 1'1:_@_;31’:2 Log P (Xfe %) = - A;(dm. ou A’ est donnée par (59).

Démonstration:
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Le point 1) résulte du théoréme 1 pour 1'équation définie par (51).

1
Le point 2) résulte du principe des contractions. Il est clair que p
- p~ est continue comme étant une différence de projection.

Soit y' e ‘0 arbitraire et y € “'a__ telle que (p'- Py =y

I1 existe un voisinage ouvert V de ¢ tel que: (pl- pz)(V) < . Donc:
P(x® e Y0) = P(C® e V).
D'ou lim inf € Log P(X%€%0) = lim inf €° Log P(C%eV) = -°A_(y)
im in € - c——%o R a x
Ceci étant pour tout ¢ telle que (p - p“)(y) € "0. Donc on a (61).

Ma joration.

Sous la condition SZ.Eil est clair que 1’algébre de Lie engendrée par
les champs de vecteurs El(x,y),..,En(x,y) est aussi nilpotente d’ordre p.

Par conséquent, nous avons les équivalents précis du lemme 3 et des théo-
réme 4, 6, 7 et 9 pour le couple C défini par (55) avec les changements
évidents.

Ici le prolongement (CBC)' est défini par la formule:

£,V
t

c,t,, ~ _ ¢ € c €.U_ ~ r., 1 N
(62) ( By) (U.g)t = "h (0,..,0, D .Ut), (U,g) € QT,O x HLo ,ou:
c.€,U cE,U N , 2 . .
Dt = ( Dt )tEIOT] est solution de 1'équation différentielle ordi-
naire:
€,U 2d €,1 € €,U € €
(63) a°p°’" = ¥ { ES"'(°h®(0,..,0,D%""; U)) x & “n® (°£7(0,..,0,°D
t o e e t mel 4
i=1 m m
Lo omen € €,U
; U:0,..,0) dt + L LET (*n (0,..,0,°D"5U,))
r j=1 J m
x 8 °n£%0,..,0,°0%"" ;U );0,..,0) dg’ 1}
t t —l‘ t
ch:U = x € R°* et °h® est definie comme dans (21) a (26) ou l'on a

remplacé les champs de vecteurs A:(x) sur Rd par les champs de vecteurs

E:(x,y) définis sur R
Théoréme 10.

Sous la condition S 2, pour tout €>0, notons cRe’q la loi du processus

c*’9,défini pour chaque g € "HT o Pour chaque U € rH; o' notons ‘L’ 1la

loi du processus défini comme gq}(36)eg§(s38). solution de (34) pour le
couple C-, solution de (51). °L°'" = °L®°®'Y si u = olg).
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Alors 1’application qui a :

c,€,9 | 2d
" o —> °R®'9 dans Ml( QT) admet un prolongement mesurable défini
SN ) €,9 .
p.s. sur l'espace 'Q_ _,noté encore R™’% a valeurs dans M (%), avec
c € c, €,0(.) Te0¢ : T
R’ = "L""""", ou L’

est le prolongement continu sur rﬂ; o POUr la

norme uniforme de 1’application qui a:

U e rH; o —> °L®'" défini comme dans la formule (36) et (38), solution
de (34) a valeurs dans Ml(aﬁh). Le prolongement continu °L®* est une

version réguliére de la loi conditionnelle de ct = (Cf)tEIOT]' sachant
Y® = o(eB) = ((eB) )F : '
t’ tlo,T)

Le prolongement Qgsurabkg °R® - est une version réguliere de la loi
conditionnelle de C° = (C7) , sachant €B = (eB) vérifiant
t "telo,T) t telo,T]

la propriété de continuité:

£,€B ¢
,

Va>0, P (38 (R R®9) 2« / Il eB - g Il < T ) —>0 quand T —>0.

Théoréme 11

Sous la condition S Z,Epour tout £>0,so0it °RE- la loi conditionnelle

réguliere du processus C (Cf)té(OT]’ solution de (51) sachant €B =

(eB ) définie dans le théoréme 10
t telo,T)

c, €, EB(W)

Notonch8 la loi de' la variable aléatoire Ic(w) = R

c d

Q_  est un élément de Mx(M1(2 QT)) des mesures de probabilités sur

MI(ZdQT), muni de la topologie de la convergence étroite.

Alors la famille (ch)e>o satisfait a un principe de grandes déviatio

ns avec la fonctionnelle d’action: c
(64) c1!(m) = inf { A(g), g € "HTO tel que CR: =m }, ou R; est la loi

du processus défini par (55), X définie par (4), m e Ml(ZdQT) et x € R*.

CR:’g = CR: désigne la loi du processus défini par (34), (36) et (38)

~ ~€
en remplagant AC. A€ et Az successivement par Ec, E

€ = 0.

et EZ et en faisant

Théoreme 12.
1) Sous la condition S 2, soient ct = (Cf)te(mT] la solution de (51)

et 2dF un fermé deZdQT -

On a:

2 € 2d ~ r c,U . 2d
. < ’ ’ . >
lim sup € Log P(C” € "F) = AN {Ue Q L’ (TF) >0}



7

-k (e (*n®)

3>0 x

-k n'n, (A%
3>0

ou K'Zdest définie par (42) et (40) et A par (4). R -
‘i’ (A) = { U € r‘H'_l_o,lorsqu’il existe g € HTo vérifiant( Bx)'(U.g)

%
e ¥ }, si 2dpest un borélien de ZdQT .

et (ZdA)6 est le 8-voisinage de 2.

‘n (3A) = g € nHT 0,lorsqu'il existe g € lHT o vérifiantcf.?x (g.8) «
% ) ,
vy

2) Méme hypothése. Soit 9F un fermé de dQT . On a:

. 2 € d ~, R 1 2,-1 d..8
lég_§gp € Log P( X € F)s-N{] ‘n . ((pr - p) (CF)7) },
320
s-Ripg S (B - P P

s n ‘m, (p 3
3>0

X% est défini par (52).
Démonstration.

Le point 1) résulte du théoréme 8.

Pour le point 2), on pose HE = (.,8) € Zerx: ( p1 - pz)(.,')
9F}. °F est un fermé de ZdQT -
2d

D'ou P( X% € 9F )=P(c® € *F). Et on applique 1).
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