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Résumé

On donne des critéres de convexité sur un compact V' d’une variété avec connexion,
pour que les espérances conditionnelles des variables aléatoires & valeurs dans V
existent.

On définit les C-martingales comme étant les semi-martingales X non
nécessairement continues telles que pour toute fonction f convexe sur un voisi-
nage de V, f(X) soit une sous-martingale réelle. Avec des conditions de convexité
sur V, on montre que si les martingales réelles de la filtration sont continues, alors
les C-martingales de la variété sont continues, et que les C-martingales continues
sont des martingales au sens usuel.

On montre que dans une variété riemannienne, ces conditions de convexité sont
vérifiées par une boule géodésique fermée de centre p, de rayon inférieur a 2—“—;,

ne rencontrant pas le cutlocus de p, k étant un majorant strictement positif des
courbures sectionnelles.

1. Introduction

Etant donnés un compact V d’une variété avec connexion, un espace probabilisé
filtré et une variable aléatoire L a valeurs dans V, on se propose de trouver des
barycentres conditionnels convexes de L. Ce probléme a été résolu par Kendall et
Picard ([K1] et [P1]) dans des variétés riemanniennes. Ils ont démontré I'existence des
espérances conditionnelles exponentielles, apppelées aussi barycentres géodésiques
([P2]). Plus généralement, Picard a défini dans [P2] des barycentres conditionnels
dans des variétés avec connexion, qui sont aussi des variables aléatoires. Dans les
trois articles cités, les auteurs ont construit des martingales discrétes a partir des
espérances conditionnelles, et ont donné des conditions sur la convexité de la variété
et sur la filtration, pour que les martingales discrétes convergent vers des vraies
martingales lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro. Notre but est plus modeste
ici, puisqu’on cherche dans la partie 2 des conditions de convexité sur le compact
V pour que les espérances conditionnelles convexes au sens de [E,M] existent. Ces
espérances conditionnelles sont des ensembles de variables aléatoires définis & partir
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des fonctions convexes de la variété. Elles sont reliées aux C-martingales de la fagon
suivante. Une semi-martingale X est une C-martingale si et seulement si pour tout
8 <t, X, est dans I’espérance conditionnelle E[X,|F,].

Une version précédente de cet article contenait des résultats sur l’existence
de C-martingales de valeur terminale L donnée, obtenus en étudiant des suites de
martingales discrétes et en utilisant la topologie de Meyer-Zheng. Je tiens & remercier
Jean Picard qui m’a signalé une erreur dans une démonstration. Le résultat obtenu
se réduit & P’existence de martingales floues Q¢(w), qui sont des processus & valeurs
dans ’ensemble des probabilités sur le compact V', de valeur terminale la masse de
Dirac 6L, et tels que Q(f) soit une sous-martingale pour toute fonction convexe f.
J’espére que cette partie sera ’objet d’un prochain article.

Dans la partie 3, On détermine des conditions de convexité sur le compact V
pour que les C-martingales soient continues si les martingales réelles de la filtration
sont continues, et pour que les C-martingales continues soient des martingales au
sens usuel. Dans les deux cas, il s’agit de construire suffisamment de fonctions
convexes sur la variété pour que I’ensemble des C-martingales ne soit pas trop gros.
Dans la partie 4, on montre qu’une boule géodésique réguliére vérifie ces conditions
de convexité. On construit des fonctions convexes sur cet ensemble en utilisant la
géométrie convexe, plus précisément la fonction convexe construite par Kendall dans
[K2] sur le produit de la boule par elle-méme.

2. Définitions et existence des espérances conditionnelles

Prenons la définition de Kendall ([K1] Définition 1.6) des boules géodésiques
réguliéres. :

DEFINITION 2.1. — Soit B une boule géodésique fermée de centre p et de rayon r
dans une variété riemannienne. On dira que B est une boule géodésique réguliére si
rvk < Z et si elle ne rencontre pas le cutlocus de p, x étant un majorant strictement
positif des courbures sectionnelles sur B.

Soient V' un compact d’une variété W munie d’une connexion V et
(2, F,(Ft)o<t<1» P) un espace probabilisé filtré vérifiant les conditions habituelles.
Si (z,y) € W x W, on notera 7j le vecteur exp;!(y) de T, W s'il existe et est unique.

DEFINITION 2.2. — On dira qu’une semi-martingale X 4 valeurs dans V est une
C-martingale si pour toute fonction f conveze sur un voisinage de V, le processus
f(X) est une sous-martingale réelle.

Les processus continus & valeurs dans W qui sont des martingales au sens usuel
seront quelquefois appelés des V-martingales.

Si p est une probabilité sur V, on dira que £ € V est un barycentre convexe de
p si pour toute fonction f convexe sur un voisinage de V, on a f(z) < pu(f). Si
X est une variable aléatoire & valeurs dans V et si G est une sous-tribu de F, on
notera IE[X|G] I'espérance conditionnelle de X sachant G au sens de [E,M], c’est &
dire I’ensemble des variables aléatoires G-mesurables Y & valeurs dans V telles que
foY < E[f o X|G] pour toute fonction f convexe sur un voisinage de V.
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On dira que les espérances conditionnelles ezistent dans V si quelle que soit X
variable aléatoire F-mesurable ¢ valeurs dans V, quelle que soit G sous-tribu de F,
Uensemble IE[X|G] est non vide. On notera (E.c.) cette condition d’ezistence des
espérances conditionnelles. Notons que Kendall a démontré dans [K1] que (E.c.) était
vérifiée pour une boule géodésique réguliére, en montrant ’existence des barycentres
exponentiels conditionnels, qui sont un cas particulier d’espérances conditionnelles
telles que nous les avons définies ici.

Nous allons donner un critére géométrique sur V ressemblant au critére d’existence
de barycentres exponentiels de [E,M] proposition 4, pour que (E.c.) soit vérifiée.

PROPOSITION 2.3. — Si le sous-ensemble compactV de W est de la forme {¢ < 0},
avec ¢ conveze de classe C? au voisinage de V et si Uapplication (z,y) — Ty est
définie et est de classe C' sur un voisinage de V x V, alors la condition (E.c.) est
vérifiée.

Démonstration. — On se donne une métrique riemannienne sur W, dont nous
n’utiliserons pas la connexion de Levi-Civita. Les applications exp et la convexité
seront relatives & V. Il existe un voisinage ouvert V' de V tel que l'application
(z,y) — Ty soit lipschitzienne sur V' x V' pour cette métrique. Soient X une
variable aléatoire F-mesurable & valeurs dans V, et G une sous-tribu de F. Pour

z dans un sous-ensemble dénombrable dense de V", on définit v, = I |zX|G|.

On obtient une application p.s. lipschitzienne en z de constante de Lipschitz C
indépendante de w, on prolonge par continuité et on a ainsi pour presque tout w
un champ de vecteurs v (w) lipschitzien de rapport C sur V'. On peut alors définir
pour presque tout w le groupe 4 un paramétre Uy(z) qui vérifie pour tout z € V',
%Ut(x) = vy, (z) €t Uo(z) = z.

Soient W' un voisinage de V et f une fonction convexe bornée sur W'. Si
y € W', v € T,W’, on note (df(y),v) la dérivée & droite en 0 de la fonction convexe
t — f(exp,(tv)). La fonction df(y) est convexe sur T, W' ([E,Z] proposition 1).

Montrons que la fonction t — f(Uy(z)) est dérivable & droite et de dérivée
localement bornée, ce qui nous permettra d’affirmer qu’elle est égale a 'intégrale de
sa dérivée a droite. Il suffit de démontrer la propriété en 0. Dans une carte locale ¥
au voisinage de z, la fonction f o~ est la somme d’une fonction convexe g et d’une
fonction de classe C* ([E,Z] proposition 1). Notons h(t) = ¢ o Uy(z), et y = ¢(z). 1l
suffit de démontrer que g o h est dérivable 4 droite en 0. Comme g est convexe, on a

<dg(y), h(t)t— y > < (g0 h)(tt) —9() < dg(h(t)), h(t)t_ y > .

Lorsque ¢ > 0 et ¢ tend vers 0, le membre de gauche converge vers (dg(y), h'(0)) car
dg(y) est continue, tandis que la limite supérieure du membre de droite est inférieure
a la méme valeur, car la fonction (dg(-),-) est semi-continue supérieurement ([R]
corollaire 24.5.1). Ceci prouve que g o h est dérivable a droite en 0, et on en déduit
que f(U.(z)) est dérivable & droite, de dérivée (df(U.(z)), vu.(z)) localement bornée.
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On note d% la dérivée & droite en t. Si Uy(z) € V, on a

277 0o = (0, B [T@X16] ) < B [1arwitan, TR g

L’inégalité est due a la convexité de df (Uy(z)). Comme f composée avec la géodésique
joignant Uy(z) & X est convexe, on obtient

- F(U=)) < BIFX)I6] - FU)).

Une premiére conséquence est que si on applique cette inégalité & ¢ et & un instant
to tel que Uy () € {¢ = 0}, alors on obtient 7 lt=to @ (Us(z)) < 0. Cela permet de

dire que si z € V, alors Uy(z) est défini et reste dans V pour tout ¢.

Soit z € V. On aimerait que U(z) converge vers un élément de E[X|G]
lorsque t tend vers +00. On aura seulement une propriété plus faible qui nous
suffira. L’ensemble V est un espace polonais compact, donc I’ensemble des variables
aléatoires floues sur V' est compact (pour la topologie qui sera décrite plus loin),
et on peut extraire de toute suite de tels objets une sous-suite convergente, ([J,M]
corollaire (3.9) et proposition (3.18)). Soit donc (Uy, (z)) une suite convergeant vers
la variable aléatoire floue P(dw)@Q(w, ). Soit F' son support (pour presque tout w, la
coupe F, est le support de Q(w, ), [J,M] proposition 3.13). D’apres [J,M] proposition
3.15, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que w p.s., la coupe F,, est
’ensemble des points limites de la suite (U, (z)(w)).

Soit w +» Y(w) une section G-mesurable de F. Montrons que Y € IE[X|G]. Soit f
une fonction convexe sur un voisinage de V. Il faut montrer que f(Y') < IE[f(X)|G]-.
Comme Y est un point limite de (U, (z)), on a

f¥) < lim sup f(Uy(z)).

De plus, l'inégalité sur la dérivée & droite de f(U(z)) permet d’écrire d’apreés le
lemme de Gronwall

HUA) < B0+ (sup £ - BLXIG))

ce qui donne lixtnsup f(Ui(z)) < E[f(X)|G]. On obtient f(Y) < E[f(X)|G], ce qui

achéve la démonstration. [J

On obtient aussi la condition (E.c.) avec des hypothéses géométriques plus faibles,
mais en imposant des conditions sur (Q, F, P) :

PROPOSITION 2.4. — On suppose que pour toute probabilité u sur V, lensemble
des barycentres convezes de p n’est pas vide, et qu’il existe des lois conditionnelles
sur Q relativement & n’importe quelle sous-tribu de F.

Alors la condition (E.c.) d’ezistence des espérances conditionnelles est vérifiée.
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REMARQUE. — D’aprés [D,M] III 72, la condition sur (2, F, P) est réalisée lorsque
) est un espace lusinien, et F est la complétée de sa tribu borélienne pour la
probabilité P. Ces hypothéses sont vérifiées pour la plupart des espaces canoniques.

Commengons par démontrer un lemme d’approximation des fonctions convexes
définies sur un voisinage de V.

LEMME 2.5. — Il eziste une suite (fn),cpv de fonctions convezes définies sur
des voisinages de V, telles que pour tout € > 0 et toute fonction f conveze sur un
voisinage de V, il eziste n € IN tel que sup |f — fo| <e.

v

Démonstration du lemme. — On choisit sur W une distance riemannienne d
quelconque, et on considére un ouvert relativement compact Wy contenant V. Pour
chaque p € IV différent de 0, on définit

W,={zEW, d(z,V) < i}nwo.

Alors tout voisinage de V' contient un _W_,. On choisit dans chaque compact W, une
suite dense pour la norme uniforme (gp,n),,¢ v de fonctions continues, et on considére
la suite (hp,n), ¢y des plus grandes minorantes convexes de leurs restrictions a W,
([E,M] lemme 1). Par un procédé de diagonalisation, on obtient une suite (fn),cnv
de fonctions convexes.

Soient f une fonction convexe définie sur un voisinage W' de V, et € > 0. Il existe
un p tel que W, soit inclus dans W', et n' tel que sup |f — gp»| < €. Cela implique

4
que sv\;p |f —hpn| < €, puisque g, n est supérieure & f — € qui est elle-méme convexe.
P

La fonction fn = hp s répond & la question. []

Démonstration de la proposition. — On reprend les notations du lemme.

Si X est une variable aléatoire & valeurs dans V et G est une sous-tribu de F, on
définit ensemble b, (L(X|G)) inclus dans Q@ x V comme étant ’ensemble des (w, z)
tels que fn(z) < E[fn(X)|G], et on définit b L(X|G)) = Npba(L(X|G)). En raison de
I’existence des lois conditionnelles, ces ensembles ne sont pas vides et contiennent les
barycentres convexes des lois conditionnelles. Ils sont mesurables pour le produit de G
et la tribu borélienne de V. Montrons que ’on obtient une espérance conditionnelle
avec une section G-mesurable w — Y (w) de b(£(X]G)). Soit f une fonction convexe
sur un voisinage de V. 11 faut montrer que f(Y) < E[f(X)|G]. Or f est limite
uniforme sur V d’une suite de fonctions f,, pour lesquelles I'inégalité est vraie. On
en déduit que f la vérifie aussi. []

REMARQUES. — Si u est une probabilité sur le compact V', on note b(u) ’ensemble
des barycentres convexes de u. Si on avait défini b(L(X|G)) comme étant I'union des
coupes HL(X|G)(w)), on n’aurait pas obtenu la mesurabilité du premier ensemble,
et on n’aurait pas pu choisir une section mesurable.
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3. Convexité de la variété et régularité des C-martingales

3.1. Une condition pour que les C-martingales soient continues

On suppose que pour tout (z,y) € V x V tel que z # y, il existe une fonction
convexe f sur un voisinage de V telle que f(z) < f(y). _

Nous noterons (Cr) cette condition d’existence de fonctions convexes. Il sera
démontré dans la partie 4 que la boule géodésique réguliere vérifie (Cr).

LEMMME 3.1. — La condition (Cr) est équivalente d l’ezistence d’une suite
(Un) ey d'ouverts de V tels que pour tout (z,y) € V x V vérifiant z # y, il eziste
n,n' € IN et une fonction conveze f sur un voisinage de V tels que

IEUn’ yeUn', et supf<;]mff.
U, n’!

En particulier, si {Cr) est vraie, on peut choisir les fonctions f de la condition
(Cr) a lintérieur d’un ensemble dénombrable.

Démonstration du lemme. — Notons (Cr’) la condition énongée dans le lemme. 11
est immédiat que (Cr’) implique (Cr). Montrons que (Cr) implique (Cr’). On choisit
une base (Uy),,¢ v d’ouverts de la topologie de V. Soit (z,y) € V x V tel que z # y.
D’aprés (Cr), il existe f convexe sur un voisinage de V telle que f(z) < f(y). On
choisit des réels a et b tels que f(z) < a < b < f(y), un ouvert U, contenant z tel
que U, C {z, f(z) < a}, et un ouvert U,/ contenant y tel que Uy C {z, f(2z) > b}.
On obtient bien la condition recherchée. []

PROPOSITION 3.2. — Si toutes les martingales réelles de la filtration (F;) sont
continues et si le compact V vérifie la condition (Cr), alors les C-martingales de V
sont continues.

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde en utilisant la condition du lemme,
équivalente & (Cr). Soit X une C-martingale. Si P(3¢, X,~ # X;) > 0, alors il existe
n,n' et une fonction f avec les propriétés écrites plus haut, tels que P(3, X;_ €
Un et Xy € Up) > 0. Or f(X) est une sous-martingale réelle qui se décompose en une
somme d’une martingale réelle continue d’aprés ’hypothése sur la filtration, et d’un
processus croissant dont les sauts s’écrivent Y (f(X¢) — f(X:-)), ce qui implique
que presque siirement, pour tout ¢, f(X,) — f(X;-) soit positif ou nul. L’hypothese
supy, f < infy , f implique donc que P(3t, X;- € U et X; € Up) = 0, ce qui
donne la contradiction recherchée. []

3.2. Conditions pour que les C-martingales continues soient des V-martingales.

On notera (Aff) la condition d’existence pour tous a € V et A € T*W d’une
fonction f convexe de classe C? sur un voisinage de V telle que df(a) = X et
Hess f(a) = 0.

Nous montrerons dans la partie 4 qu’elle est vérifiée par la boule géodésique
réguliére. Nous allons énoncer une condition (Aff’), démontrer ensuite qu’elle est
plus faible que (Aff), puis montrer que lorsqu’elle est réalisée, les C-martingales
continues sont des V-martingales.

La condition (Aff’) demande qu'il existe une métrique riemannienne g sur la
variété W (nous n’utiliserons jamais la connexion de Levi-Civita de g; la convexité
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et les hessiennes seront toujours relatives a V), telle que pour tout € > 0, il existe un
recouvrement (U7), ¢y de V' et pour chaque n une famille finie (f7);¢ 1y de fonctions
convexes de classe C? sur un voisinage de V, telles que pour tout n, pour tout
z € Uy, on ait d’une part pour tout i € If,

Hess ff(z) < eg(<),
et d’autre part pour tout A € T*W de norme 1, il existe i € I: tel que
ldff(z) - Al <&

(si f est de classe C?, Papplication Hess f désigne Vdf).

La premiére condition demande que pour i € If, les ff soient presque affines
sur Uy, et la deuxiéme demande que les dff approchent uniformément les formes
linéaires de norme 1 sur U{ lorsque i parcourt ’ensemble fini I¢.

LEMME 3.3. — La condition (Aff) implique (Aff).

Démonstration. — On suppose que (Aff) est réalisée. Soit g une métrique
riemannienne quelconque sur la variété (dont nous n’utiliserons pas la connexion
de Levi-Civita) et soit € > 0. Pour tout a € V, on choisit une famille (A},...,A")
d’éléments de T, W de norme 1 tels que pour tout A, € T¢W de norme 1, il existe
j tel que ||\ — Aq|| < £. Pour tout j, on peut choisir d’aprés (Aff) une fonction
convexe fF, sur un voisinage de V telle que dff,(a) = A} et Hess fja(a) = 0. 11
existe un ouvert U®(a) contenant a tel que pour tout = appartenant & cet ouvert, on
ait d’une part pour tout j, Hess f; .(z) < €g(z) et d’autre part pour tout A € TpW
de norme 1, il existe j tel que ||dff,(z) — Al| < €. On recouvre V par une famille
finie d’ouverts de la forme U¢(a), et pour chaque élément de cette famille, on prend
les f;, correspondantes. La condition (Aff’) est alors réalisée. []

ProrosiTION 3.4. — Si le compact V vérifie la condition (Aff’), alors les
C-martingales continues sont des V-martingales.

Démonstration. — Soit X une C-martingale continue. On note dX le drift de X
(en coordonnées locales, si X' se décompose en M' + A' avec M martingale et A’
processus a variation finie, et si les Pfj désignent les symboles de Christoffel, alors

dX s'écrit (dA* + %I‘fj(x )d<X!, X7>)D;). Il suffit de démontrer que

1 1
/ 14X < o ] ¢(dX, dX)
[1] 0

pour tout a > 0. Soit € > 0. D’aprés [E (3.5)], on peut se contenter de démontrer
que

T T
/ 14X < a / g(dX, dX)
S S

pour S et T temps d’arréts tels que le processus X soit dans ’'un des U entre les
instants S et T'.
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Puisque pour tout ¢ € IZ, le processus ff(X) est une sous-martingale, et que la
différentielle de sa partie & variation finie est

(df5(X), ) + 5 Hess f£(dX, dX),

on a pour tout processus K positif mesurable borné,

T
|, Keldz ), %), 2 - / Kig(dX, dX).
S

Or il existe un processus prévisible L & valeurs dans TV, au dessus de X, de norme
1, tel que dX = L||/dX||. Posons A = g(L,-). Soit j(t,w) un processus prévisible a
valeurs dans I7, tel que ||dff(X) — (=A)|| < €. En choisissant K} = 1{i—j(t,w)}, O
obtient Z K} =1, ce qui donne

i€l

T
/ Y Ki(dfs(X),dX), >-< /s 9(dX, dX).

I

Or || Tiers Kidff(X)+ | < e, donc

/ 3 ki df,(X),dx),S(l—e)/ ~[laX],

t€ls

et en définitive

T e T
[ 121 < g5 [ atax,ax)

Cela donne le résultat escompté. []

4. Une boule géodésique réguliére vérifie toutes les propriétés souhaitées

Nous allons démontrer que la variété B, qui est la boule géodésique réguliere de
la définition 2.1, vérifie (Cr) et (Aff). Nous utiliserons le fait que B est incluse dans
l'intérieur B’ d’une boule géodésique réguliere B” de rayon p. On pourra supposer
que les courbures sectionnelles de B" sont aussi majorées par le réel « de la définition
2.1. Nous noterons g la métrique riemannienne, et § la distance induite par cette
métrique.

Dans [K2], Kendall a démontré l'existence de fonctions convexes positives de
classe C* sur B" x B", strictement convexes en dehors de la diagonale. Nous
allons utiliser 'une d’entre elles pour définir la famille de fonctions qui suit. Soit

h = cos(\/kp), et soit v un réel strictement supérieur & — . Posons pour a,z € B",

h4

) 1 — cos(y/x6(a, z)) v
00 = (Tt e = "—) :
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LEMME 4.1. — Soite > 0. Alors pour tous a,z € B" vérifiant §(a,z) > ¢, ona

Hess ¢4(z) > (1 — cos v/ke) kg(z).

La preuve de ce lemme est empruntée & Kendall [K2}, qui fait une démonstration
plus générale, puisqu’il démontre la convexité stricte en dehors de la diagonale de la
fonction des deux variables a et z. Nous faisons tout de méme ici la démonstration,
car nous ne pouvons pas utiliser tel quel le théoréme 3 de [K2].

Démonstration du lemme. — Soit 7 une géodésique de B” vérifiant 7(0) = = et
4(0) = u. Posons

p(t) =1—cosv/ké(a,7(t),  q(t) = cos(v/xb(p, a)) cos(v/x8(p,¥(2))) — ¥

avec k= —, et

V2

¥(t) = %, 8(t) = ()" = ($a 01)(1).

Dans cette démonstration, pour simplifier les écritures, on notera p, g, ¥, ¢, p',..., ¢"
pour désigner respectivement p(0), ¢(0), ¥(0), #(0), p'(0),..., ¢"(0).
Puisque v est une géodésique, on a

Hess ¢q(u,u) = ¢".
Nous allons donc calculer cette quantité. L’égalité

P'(t) —¥()d'(2)

YO=""0

donne
oo Pt e
q q

Si pour z,y € B", f.(y) = cos+/ké(z,y), alors Hess f, + £f,g < 0 (voir par
exemple [P1] lemme 1.2.1). On en déduit que

" > (1 - p)slul®
car Hess(1 — cos \/x6(a, z)) = p", et que
—g" > (g + F)xlu|?
car Hess cos(y/k6(p, a)) cos(1/é(p,z)) = ¢". Cela donne

2 (v
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On peut maintenant minorer ¢". De I'égalité

2
&' = (v +1)v/»"( L +¢,,)
on tire
" v '/)12 g 1+¢k
¢ 2 0w (v I 2L+ ).

Le terme a l'intérieur de la parenthése que nous appellerons A, considérél comme
fonction polyndémiale du second degré en ', atteint son minimum en 'f,—z Il est

alors égal a

12
1+ yk?
-ﬁ 4 LEvE ¢ Kllull?.

Or Dégalité ¢' = —y/kcos/ké(p,a)sin ﬁ&(p, z)(dé(p,z),u) donne la majoration
¢'* < &||u||?, et on obtient

1+ yk?
Az (B - L.

Cela s’écrit encore

Az(l

¥ 1 2
L+ 5 (8 = 0wl

h2
Comme 1> q>h%2—k?= 5 et vh* >4,0ona
K 2 2
A2 —|ull® 2> sfjull.
q
On peut minorer 1 par 1 — cos /¢, donc on obtient

¢" > (v +1)(1 — cos v/ke)"kljul|? > (1 — cos v/xe)" k|ul)?
et en définitive
Hess ¢4(z) > (1 — cos v/re) kg(z).

0

LEMME 4.2. — Il eziste un réel positif A tel que les fonctions h,(z) =

(1- oos\/_J(a,:c))* + Adq(z) soient convezes sur B", et tel qu’il existe des
constantes c > 0 et C > 0 vérifiant pour tous a,z € B”,

cb(a,z)g(z) < Hess hy(z) < CH(a, z)g(z).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que les h, sont de classe C?2, avec
des dérivées jusqu’a I'ordre 2 qui s’annulent en a. Nous allons démontrer d’abord
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'existence de A tel que la premiére inégalité soit vérifiée. Pour cela, nous allons

faire la démonstration lorsque 0 < §(a,z) < —=, et ensuite pour &(a,z) > 31r
(G

™
3k
Puisque ¢, est convexe, il suffit dansle prem:er cas de démontrer qu’il existe ¢ > 0 tel
que cé(a,-)g(-) < Hess (1 — cos /x6(a,-) ) . D’aprés [P1] lemme 1.2.1, les fonctions

fa(z) = cos /k8(a,z) vérifient Hess f, + £fog < 0. Pour z # a,
Hess (1 — cos v/k6(a, z)) i

= _,/1 — fa(z) Hess(1 — fa)(l')+ f O] d(1 - fo)(z) ® d(1 - fa)().

Il existe ¢ > 0 tel que pour tous a,z vérifiant 0 < §(a,z) < T

3k’
ait /T— fo(z) > c"8(a,z). De l'inégalité vérifiée par Hess f,, on déduit que
Hess(1 — f,)(z) > &(cos §)g(z), donc il existe une constante ¢ > 0 que 'on peut

\/—’ on ait
cb(a,z)g(z) < Hess hy(z).

on

choisir indépendante de a, telle que si §(a,z) < —=

Démontrons ensuite ’existence de A tel que la premiére inégalité soit vérifiée
lorsque é(a,z) >

™ . . . .
EN A En raison de la minoration uniforme de 1 — f, et
de Hess(1 — f,), il existe un réel positif M tel que pour tous a,z, on mt
Hess (1 —-cos\/_é(a,:c))lg > —Mg(z). Or d’aprés le lemme (4. 1), si é(a,z) > 3\/_

alors on a la minoration Hess ¢,(z) > Fg(z) Notons m = 2—y Si on choisit A tel

(Am — M)\

que Am —M >0et c > 0telquec < , alors on a I'inégalité

cé(a,z)g(z) < Hess hy(z).

Il reste & démontrer la deuxiéme inégalité. Le premier terme de la décomposition
de Hess (1 — cos v/x6(a, 7)) ¥ e majore aisément, car il existe une constante C" telle
que /(1 - fa)(z) < C"§(a,z) pour tout a, z, et les Hess(1 — f,) sont uniformément
bornés. Pour majorer le deuxiéme terme, il suffit de constater que les ||d(1 — f,)(z)||
sont majorés par C'é(a,z) avec une constante C' uniforme. Il reste & majorer

Hess ¢4 (z). Ecrivons ¢4(z) = (1/),,(:1:))"“. Ona

Hess $u(2) = (v + 1)ya(2)" Hess a(2) + (v + 1)vba(2)" ™ dba(z) ® dipa(z).

Les applications Hess, et di, sont uniformément bornées, la constante v est
supérieure & 4 et il existe une constante M telle que pour tous a,z, on ait
Ya(z) < M6%(a,z). On déduit de ces majorations et de 1’égalité plus haut qu’il
exlste une constante M’ telle que pour tous a, z, on ait Hess ¢,(z) < M'6%(a,z) <
M 7——6(a , ). Ceci achéve la démonstration de la deuxiéme inégalité. []
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PROPOSITION 4.3. — La boule géodésique réguliére B vérifie la condition (Cr) de
la partie 3.1.

Démonstration. — Soit (z,y) € B x B tel que ¢ # y. La fonction convexe h,
définie sur B', vérifie h.(z) = 0 et h.(y) > 0, donc répond & la question. []

LEMME 4.4. — Il eziste une constante K > 0, telle que pour touta € V et toute
forme A, € T*W de norme 1, les fonctions = — 1*(z) = A, (exp, ~!(2)) + Kha(z)
soient convezes sur B".

Démonstration. — 1l suffit de constater qu'’il existe une constante K’ positive,
telle que pour tout \,,z, on ait Hess\, (exp,~'(z)) > —K'é(a,z)g(z). On pose
!
alors K = £{c— , ¢ étant la constante du lemme (4.2). []
PROPOSITION 4.5. — La boule géodésique réguliére B vérifie la condition (Aff) de
la partie 3.2.

Démonstration. — Soient a € V et A\, € ToW différente de 0. La fonction
A
f = || Aa||I 75T, définie sur B' vérifie bien df(a) = A, et Hess f(a) =0. []
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