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SUR L’UTILISATION DE PROCESSUS DE MARKOV
DANS LE MODELE D’'ISING : ATTRACTIVITE ET COUPLAGE.

Sophie MAILLE

Le modéle d‘Ising & spin *1 a été largement é&tudié dans la
littérature durant ces vingt derniéres années (ELLIS [5] ;
GEORGII [7]) ; LIGGETT ([10]).

De nombreuses méthodes ont &été développées pour &tudier les
transitions de phase dans ce modéle. L’une d’elles consiste i
construire des processus de Markov dont les mesures réversibles
sont les mesures de Gibbs du modéle &tudié (cf. LIGGETT ([10] et
YCART [11]).

Certaines des propriétés de ces processus paraissent
particuliérement importantes : l‘attractivité et le couplage.

D’autre part l’utilisation de ces processus se fait souvent a
travers des processus particuliers comme par exemple le processus
de Glauber. L’objet de cet article est de faire le point sur ces
techniques en comparant de fagon exhaustive 1les différentes
notions existantes et en isolant certaines classes de processus
associés & un probléme.

Dans une premiére partie nous rappelons les diverses notions
d’attractivité qui figurent dans 1la littérature : attractivité
d‘une mesure, d‘un semi-groupe, d‘un générateur et nous montrons
les liens entre ces notions.

En particulier nous décrivons briévement deux démonstrations
de l’‘équivalence entre la notion de semi-groupe attractif et celle
de gé&nérateur attractif. L’une utilise un processus de Markov sur
{—1,1}AX{-1,1}A ; (ﬁCZ# fini) qui est un couplage entre deux
processus ; l’autre wutilise un processus non Markovien sur
{—l,l}Ax A. Dans 1la quatriéme partie nous comparons ces ceux
démonstrations et montrons en particulier 1les liens existants
entre ces deux processus.

Auparavant dans 1la deuxiéme partie nous nous serons
intéressés au couplage entre deux processus de Markov et surtout
aux processus couplés prenant leurs valeurs sur
{(m,&)e{-l,l}AX(—l,l}A; W< 6}. Nous donnons une condition
nécessaire et suffisante sur les processus initiaux pour pouvoir
construire un tel processus couplé.

Puis nous &tudions le cas ol de plus les processus initiaux
sont réversibles par rapport & des mesures donn&es. Ceci nous
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permet de récapituler tous les liens existants entre mesures
associées 3 un processus couplé et mesures ordonnées.
Ces résultats sont prouvés dans la troisiéme partie.

Mots clés : Modéle d’Ising - Processus de Markov - Attractivité -
couplage - mesures réversibles - mesures ordonnées.

Introduction.

En Mécanique Statistique, on modélise un morceau de fer en
équilibre thermique de 1la fagon suivante : il est constitué
d’atomes de fer disposés en chaque noeud d’un réseau, chaque atome
étant caractérisé& par son spin. Nous ne considérerons ici que le
cas ol les valeurs possibles pour le spin sont +1 ou -1 (haut ou
bas).

Si l'orientation d‘un spin dépend de celle des spins voisins,
on dit que les spins interagissent. Dans le cas contraire, on dit
qu‘il n'y a pas d’interaction.

Explicitons le modéle mathématique associé.

. Nous appelons gite un noeud du ré&seau, et nous consid&rons comme
espace des sites A une partie finie du réseau .

. Dans le modéle physique on appelle confiquration tout choix
possible pour l’ensemble des spins sur A.

Une configuration est donc une application de A dans {-1,1}. Nous
notons Q=(-1,1}A l’ensemble des configurations et W un &lément
générique de Y c’est-a-dire W = (W;);.p OO W;€{~1,1}.

¢={-1,1) est appelé espace des é&tats (ou espace des phases).

Sur cet espace ! muni de la tribu produit, nous allons considérer

plusieurs mesures :

. La mesure uniforme duo, que l’'on notera aussi dw, :

dyy = Qdw; ol dw; est la mesure uniforme sur {-1,1}.
ieA

. La mesure de Boltzmann.

Le choix de cette mesure est dicté par des considérations
physiques. Dé&finissons H(W) l‘’énergie d‘une configuration @ de la
fagon suivante : H est une application de Q dans R appelée °
Hamiltonien, elle s‘&crit A une constante additive prés :
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ACA ieA
1al>1
iea

Le terme X J\W, représente l‘énergie d’interaction entre les
ACA
1al>1
spins et le terme X h;w; représente 1l’action d‘un champ
ieA '
extérieur h = (h; )i ens

Une mesure de Boltzmann est alorslune distribution p maximisant
l’entropie sous la contrainte suivante : 1l‘’énergie moyenne totale
est fixée ; c’est-3d-dire Q H(W)dp(w) = C ol C est une constante
donnée.

Elle est absolument continue par rapport i la mesure uniforme de
BH(w)
e
densité —————— , B étant l'inverse de la température.

0 ep" (w) de

Nous travaillons par la suite A température constante, quitte a

modifier 1’Hamiltonien H en @H,_on se ramdne & @B=1.
Nous notons alors cette mesure Hy s <f>u”= fﬂ fdu.H et <f>o= fQ fd(n,\.

Remarquons que dans le cas ol il n'y a pas d’interaction et
pas de champ extérieur, la mesure de Boltzmann est la mesure

uniforme.

La mesure de Boltzmann est une mesure d’é&quilibre physique.
C’est aussi une mesure d’équilibre mathématique au sens ou elle
s’obtient comme mesure limite de certains processus de Markov.

Ces résultats figurent par exemple dans LIGGETT [10], YCART [11),
DURRETT [2]}.

Nous étudierons plus particulidrement les processus de Markov
pour lesquels p, est de plus une mesure réversible, c‘est-i-dire
les processus de Markov dont le générateur L vérifie la proprié&té
suivante : pour toutes fonctions f, g de QR dans R, on a :

Iﬂ qudp.“ = J'Q gI.fdp.“.
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Nous dirons alors que le générateur L est gsymétrique par
rapport 2 py .

Nous allons donner une caractérisation des semi-groupes de
Markov admettant la mesure de Boltzmann pour mesure réversible.

A é&tant fini, tout générateur L d‘un processus de Markov sur
Q s’écrit de fagon unique sous la forme :

LE(W) = Z c(0,0)(f(@)-£(w))
53]

o ¢ : N + R est une fonction positive.

Nous wutiliserons des notations similaires & celles des dérivées
partielles dans R pour exprimer f ((';J)-f(m).

Pour cela introduisons pour tout ACA 1‘opérateur T, : Q +Q
tel que

; si id€a

=0 si ieA

(Ta0);

et l'opérateur V, tel que : VE : Q + R
Vif(w) = £f(T,0) - £(0).
Nous noterons aussi T,f(w) pour f(T,0).

Avec ces notations tout générateur de Markov sur 2 s‘écrit de
fagon unique :

LEf(w) = Z c(A,0)V,f(w)
ACA

od ¢ : P(A)XQ + R est une fonction positive et P(A) est l’ensemble
des parties de A.

Le processus de Markov de générateur L a le comportement suivant :
si initialement 1le processus est en Wy, il reste dans cette
configuration durant un temps T qui suit une loi exponentielle de

paramétre X c(A,wy), puis saute en la configuration T,W, avec la
ACA
probabilité c(a,wy)/ £ c(B,Wwy), et ainsi de suite...
BCA
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Proposition 1 : Soit by la mesure de Boltzmann sur ) associée &

l’énergie H : py (dwy) = ——— .
<el'>,

Alors le processus de Markov sur ) de générateur L = X c(a,.)V,
admet p, comme mesure réversible si et seulement si :

-VyH(w)
VREP(A) ; Ve ; c(A,T,0) = c(A,0) e . (1)

(Une démonstration de ce résultat figure dans 1la thé&se de
O. Frangois dans le cas d‘un réseau infini).

Parmi ces processus, ceux qui ont été utilisés dans la littérature

sont de la forme
Lf(w) = Z c(i,0)V;f(w)
ieA

ou nous notons c(i,w) pour c({i},w) et V; pour V(i}.
aussi nous nous restreindrons 3 ces processus.

La condition (1) ci-dessus s’écrit alors :

-V H
VieA ; YeQ ;  c(i,T;0) = c(i,w)e ' (w).

Nous donnons ci-dessous des exemples de générateurs de Markov ;
remarquons qu‘il sont tous de la forme L = X F(V;H)V;, et que
ieA
parmi ces générateurs ceux qui sont réversibles par rapport &
etaw
(4) i"/Z
sont nécessairement de la forme L = X f(VQH)e
<el >0 ieA

ol f est paire et positive.

\7} g(m)
Exemple 1 : c(i,w)= e . Cet exemple est 1le plus simple, et
n‘est cependant pas utilisé car il conduit 3 des algorithmes de
vitesse de convergence trop lente.
H
V; H(w) Vi (@)
) e

1
Exemple 2 : c(i,w) = 511+e ch(V; §1m)).

C’est 1l‘analogue dans le cas discret du processus d’Ornstein
Uhlenbeck.
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Il est wutilisé opar D. BAKRY et D. MICHEL [1] dans une
démonstration des inégalités FKG (dont nous verrons l’énoncé par
la suite).

Exemple 3 : L'opérateur de Glauber.

H
Vis(w)
c(i,w) 1 ° 2
, = -v = .
l+e e 2ch V; —(:)))

Ces taux de transitions sont utilisés dans les ré&seaux neuronaux
et dans une démonstration de 1l’inégalité& GHS due a D. BAKRY et
D. MICHEL (1].

H(©)
- (Vo evi -

H(W)
vi
Exemple 4 : c(i,w) = e e 2 .
Ce cas est 1l’analogue & température constante du processus du
recuit simulé quand on cherche le maximum de H.

Un probléme délicat consiste a choisir tel ou tel opérateur.
Par exemple, dans la démonstration des inégalités FKG due a
D. BARRY et D. MICHEL (1), on aurait pu choisir n’importe quel
générateur A& condition qu’il soit attractif (nous donnerons la
définition de 1l’attractivité par la suite).
Par contre dans la démonstration de l’inégalité GHS citée plus
haut, il est impératif de considérer 1l’‘opérateur de Glauber.

Il semble donc que certains opérateurs soient plus adaptés a
un type de probléme qu‘’d un autre.

Nous allons nous intéresser & une classe d‘opérateurs

particuliers : les opérateurs attractifs qui sont naturellement
associés A une famille d’inégalités, les inégalités FKG.

. Attr vité.

Une configuration w peut &tre identifée A l’ensemble A des
sites ol le spin vaut +1. L’ensemble des configurations peut donc
8tre muni de 1la structure d‘ordre de P(A) notée ici £, et en
particulier des deux opérations notées ici V et A. Cela donne un
gens sur ! 3 1la notion de fonction croissante. Celle-ci peut
s’exprimer au moyen des opérateurs VG introduits plus haut, ou
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encore des opérateurs D; : Dyf(w) = - w;V;£(w) qui est
l’équivalent dans Q des dérivées partielles dans R". En effet, £
est croissante si et seulement s8i 1les fonctions Dif sont

positives.
Nous allons donner 1la définition de l’attractivité d’une

mesure, d‘un processus, d’‘’un générateur de Markov, ainsi que les
liens entre ces notions.

Cette définition mathématique de l'’attractivité correspond a
la propriété physique suivante : elle caractérise la tendance
qu‘ont des atomes disposés sur un réseau (Z? par exemple) 3 tous
s’orienter de la méme fagon : spin +1 (ou -=1).

L‘attractivité est fort intéressante car c’est une condition
suffisante pour des inégalités de corrélations entre fonctions

croissantes : les inégalités FKG dues a Fortuin, Kasteleyn et
Ginibre en 1971.

1.1 Les différentes notions d’attractivité.
1.1.1. Mesure attractive.
Définition 1 : une mesure p sur Q est attractive si :

Voo, 06Q 5 p(WAD) p(Wvd) > u(wlu(t?))- (3)
ol (WAW); = inf(w;,w;) et (WwW); = sup(w;,w;).

H
e dm,\

Lorsque p est de la forme du = , alors si p est attractive

<e'>,

on dit aussi que l’hamiltonien H est attractif.

Caractérisons les mesures attractives de cette forme avec les
opérateurs Vi,Di :

edn
N
Lemme 1 : Soit p une mesure de la forme du = .

<e'>,

Les propositions suivantes sont équivalentes
1) p est attractive

2) Ve ; Vi, JeA i=j : D;D;H(w) > O,
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3) VieA ; VYo,0eQ o< et wy= & = -1 : V;H(0) < V;H(®).
4) VieA ; Vu,0e0 ; o< @ et ;= @ : D;H(W) < DyH(®).

Une démonstration de <ce résultat est due & D. BAKRY et
D. MICHEL (1) ; c'’est aussi un cas particulier d’un résultat
figurant dans le livre de EATON [4] : (proposition 5.1.1).

Remarques.

1 Soit H un hamiltonien : H(W) = Z T\ 0, ot w, = I w.
A€P(A) iea

H est attractif é&quivaut a
Vi,jeA , i=3 ; Ve : DiDjH(m)>O.
Ce qui équivaut a :

Vi,jeA , i=j ; YweQ : ( 2 JAmA)mimjzo.
A3i,j

Dans le cas particulier ol H(w) = Z Jijwimj + Z hjw;, ;
i, jeA ieA

Oon a :
H est attractif &quivaut & Vi,jeA ; i#j : Jijho.

Si de plus le champ est nul (h;=0 Vi€A), les configurations les

e"‘w)duh
plus probables pour 1la mesure de Boltzmann ———;———— sont celles
<e" >
0

pour lesquelles tous les spins sont alignés : €gaux a +1 (ou -1).
Nous retrouvons bien la notion physique introduite plus haut.

2Ssi Q= {-1,1}, alors toutes les mesures positives sur Q sont
attractives.

Avant de montrer que cette propriété d‘attractivité se
conserve par projection, nous allons énoncer les inégalités FKG,
qui sont utilisées dans cette démonstration.

Théoréme 1 : Inéqgalités FKG.

Soit p une mesure de probabilité sur Q, attractive.
Alors pour toutes fonctions f et g définies sur Q & valeurs dans
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R, croissantes, 1‘in&galité suivante est vérifiée :

<fg>, > <f>, <g>,.
cf. Eaton{4]) (5.10).

emme :
Si p est une mesure attractive sur Q = (-l,l}A, alors ses
projections sur (-1,1}’\'("}, k€A sont attractives. '

(Cf£. Eaton[4] (5.14)).

Nous allons ici en donner une autre démonstration dans le cas
H

ol p est une mesure de probabilité sur 2 de densité par

<ef'>,
rapport 3 la mesure dw,, H &tant un hamiltonien attractif.

Preuve :

Soit k un élément de A. Nous allons montrer que la marginale de p
obtenue en intégrant par rapport a4 , est attractive. Un
raisonnement par récurrence permet ensuite d’obtenir le résultat.

H
e
I1 suffit donc de montrer que K(W) = Log ( " ) est attractive.
<e" >

< >, désigne < >dwk.

L’attractivité de K découle des inégalit&s FKG appliquées aux
fonctions -+ exp(V;H(W)) ; W -+ exp(VjH(m)) et 3 la mesure vV sur

exp(H(®)) de,

<ef (@)
k
En effet les propositions suivantes 1, 2, 3, 4, 5 sont équivalentes.

{-1,1) définie par : dy,(w) =

1) K est attractive )
2) Vi, 3€A\{k} ; i#) ; YweQ : D;D;K(0)>0 (Lemme 1).
3) Vi,jeA\(k} ; i=) W= = -1 qugx(w)>o

. Qe

.g

<all (@)

4) Vi, jeA\(k} ; i=j ; Ve ; o= wy= -1 :Log

-

H(T ) Il(-rlw)
<e - > <@ >

5) Vi,jeA\(k} ; 1=} ; VweQ ; W =W o= -1 ;
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HCTy @) HOT W) HOTjo)
<e >k <e >k <e >

<e ()5 < (@5 < ()5,
Nous introduisons alors la mesure dv, mentionnée ci-dessus :
K est attractive équivaut a

Vi, JeA, i=) ; Ve ; o = w = -13

Il('r”w)-u(w) u(‘riw)-u(w) ll(‘rjw)-u(w)
e >, 3 <e >, <e >

<
v(ﬂ

(2] w

ce qui &quivaut 2a
Vi, jeA, i#j ; Ve ; W o= o= -1 :
<eV,Vj|g(o)fV'u(w)ovju(w)>v > <ev'"w)>v <evjuw)>v )
w w w

Comme H est attractif, on sait que ViVjH(w) >08iw = 0 = -1,

V,Vju(w)*V,n(whvjnw))v > <ev"'“” MA/LICON

donc <e v
w W

Une condition suffisante pour que K soit attractive est donc que :

Vi, jeA i=) ; YueQ ; o = w =-1

ViH(w)+V H(w) Vi (w) VjH(w)
<e >, > <e >, <e >, .

w w w
Nous remarquons qu‘il s’agit d‘une inégalité FKG avec :

1°) v, qui est une mesure sur 1l‘ensemble {-1,1}. Elle est
donc attractive (cf. la remarque 2). '

2°)  Wp|4xy étant une configuration donnée sur Al{k} ; les
fonctions : g —+ ViH(W) et o - le-l(o)) qui sont croissantes sur
{weQ; W= =-1} car i,3j#k. Ceci provient de la seconde condition
du Lemme 1. -

1.1.2. Semi groupe attractif. Gépérateur attractif.

Définition 2 :
un semi-groupe de Markov (Py)e30 @8t dit attractif si
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f : 0 2 R croissante = P, f croissante.
Nous allons maintenant traduire cette propriété sur le générateur.

Théordme 2 : Soit L un générateur de Markov de la forme

L= Zc(i,.)V, associé au semi-groupe de Markov P,.
ieA

P, est attractif & Vi,jeA ; i#j ; VweQ : w,m,v,cu,m)»

Autrement dit P, est attractif équivaut A :

croissante sur {WeNlw;=-1}

la fonction W -+ c(i,w) est
décroissante sur {WeRlw;=+1}

Un tel générateur est dit attractif.

Nous décrivons bridvement deux démonstrations de ce thé&oréme dans
le paragraphe 1.2.

e :
Exemple 1 : Soit dp, = — dw, une mesure attractive (2, = e'aw ).
Hy z, Q) H Q N

H(W)
Hw) Vi 5
Soit c(i,w) = £(V; 2 ) e ol f est paire et positive et
telle que F : x + e*f(x) est croissante.

Alors L = X c(i,.)Vi est un générateur attractif et symétrique
ieA
par rapport & By -

Preuve :
. L est symétrique par rapport a By ¢ ceci vient de la

proposition 1 et du fait que f est paire.

« L est attractif ; en effet :
L est attractif é&quivaut i :
H(w
Vi, JEA 5 i=) ; VeQ : @ V(Y —(2—))>o

ce qui équivaut a
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H(©) croissante sur {WeQ) ; w;= -1}.
) est

VieA : @ -+ F(V
: M 2 décroissante sur {WeN ; w;= 1}

ce qui est encore &quivalent 3 :

' H(® . H(® ~ -
VieA ; ;F(V -‘T’—) > &, F(Y, --(2—’) 8l 0 <O et o= .

or ici H étant attractif : o V;H(0) > O;V;H(®) si 0 < et u;= ;.
F étant de plus croissante, on en déduit que :

H(W H(Q . R
F(V‘ (2 )) < F(V' '%‘ si W<SW et wy=w= -1
H(W H(Q . R
F(V; L )) > F(V; —-‘;1) 8i 0 <@ et W= ;= +1

Oon en déduit donc que :

( H(Q)

H(W - R A
W F (Y, — )) > RV — si 0 <Detw =W

d’od le résultat.

En particulier les exemples 1.2.3.4 de générateurs de la forme

v H

=

L = Z £f(V;H)e 2?5, ol f est paire et positive, sont attractifs.
ieA

Exemple 2 : Soit H un hamiltonien attractif.

c(i,0) =1 8i w= -1

Posons V. H(w)
c(i,w) = e i si =1

Le générateur L = £ c(i,.)V; est alors attractif et symétrique.

ieA
Il est utilisé par LIGGETT [10] pour la démonstration de

1’inégalité FKG, et par B. YCART[12].
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1.2.Lie entre ces tio:
O a t & da
Proposition 2 :

Soit u, (dw) = e"(“)aw, une mesure sur Q avec H(w) = Ré;fhuk.

L‘hamiltonien H est attractif si et seulement s8i il existe un

générateur L de la forme L = X C(i,.)VQ symétrique par rapport &
ieA
Hy attractif.

Preuve :
Sens direct : Considérons 1le générateur de Markov défini par :

Lf(w)= Z exp(V; Ex-(ﬂ) V. f(w).
ieA 2

' H
L est symétrique par rapport & j, ; attractif et exp V} 5-> 0.

Sens réciproque : Soit L un générateur symétrique par rapport a p,
attractif et de la forme : LE(W) = X c(i,w)V; £(w)

ieA
avec

-Vit(w
c(i,T;w) = c(i,w)e

(symétrique)

croissante sur {WeQ/w; = -1}

W -+ c(i,w) est
décroissante sur {mEQ/wi = +1) (attractivité).

Alors Vi, jeA ; i#j ; Ve : D;D;H(w) 2 0 ; en effet :

c(i,T;w) S ATEY) croissante sur {WeQ)/w;=1}
D e——
c(i,w) e ®%% Jaécroissante sur {0eQ/w; =-1})

Ce qui équivaut a D‘Djﬂ(w)>0, c’est-a-dire A H attractif.
(Remarquons que les taux c(i,.)i€A sont strictement positifs).
1.2.2. Equivalence entre semi-groupe et te

Cette &quivalence est donnée par le théoréme 2.

Une preuve de ce théoréme figure dans le livre de
T. LIGGETT [10](Théordme 2.2, p.134).
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Cette démonstration utilise la notion de couplage que nous
allons étudier au paragraphe 2 et dont nous donnons ici une bréve
description.

Soit L le générateur d‘'un processus de Markov sur K,
attractif. On construit un processus de Markov sur ) dont les
processus marginaux admettent L comme gé&nérateur et dont la loi
est portée par {(w,a))em ;s W< (:)} = 2'2 , ce processus est dit
processus couplé.

Montrons ainsi que le semi-groupe est bien attractif ;
c’est-d-dire que si f est croissante alors P, f est croissante, en
effet :

Soit w<® ; P £(0) - P f(0) = E :’(f((?)t)-f(mt))

ol (w, ,(:)t) est le processus couplé issu de ((n,(:))
donc f(‘:’:)-f(‘*’t) 2 0, p.s.
a‘od P £(Q) - P f(0) 30 si & <.

Une autre démonstration de ce résultat (pour le sens ré&ciproque)
est due & D. BAKRY et D. MICHEL (1].

Elle consiste & montrer que la fonction W -+ - miV' P, f(w) est
positive ; pour cela on va écrire F(w,i,t) = "”ivi P, f(w) sous la
forme :

t(Ly+ V)
F(w,1,0)

F(W,i,t) = e

ol L,+V est un opérateur sur XA non markovien, mais qui est la
somme d‘un générateur de Markov L; sur XA et d’un opérateur de
multiplication V sur {xA.

on vérifie que cet opérateur préserve la positivité car il
suffit pour cela que les coefficients hors diagonaux de L;+V
soient positifs. ‘
On a :

(Ly+V)F(W,i,t)= Z ‘ric(j,&))vjl?((n,i,t)i» z mijVic(j,u))(F((o,j,'c)-F(w,i.,t)
J=i 3=i
+( Z (nijVic(j,m)-c(i,-riw)-c(i.,m))r(m,i.,t).
J=i

Remarque : Soit (mt'it) le processus de Markov de générateur L,.
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Ni W, ni i, ne sont en général des processus de Markov, mais le
résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
que (W) soit un processus de Markov et une condition
nécessaire et suffisante pour qu’‘on retrouve le processus initial.

ro on 3 :
Soit (b; : Q-’IR)“A une famille de fonctions strictement

i

b
positives et définissons l’opérateur D; ainsi :

b
VE: Q+R, D;f(w) = -wb;(W)V£(W).

Soit H un hamiltonien, soit L = = c(:l.,.)Vi un générateur de
ieA
Markov  attractif, symétrique par rapport a la mesure |,
exp H(W)dw,

dyy, (W) = ————, et dont les taux de transitions
<exp H(W)>,

c(i,.), ie/\", sont strictement positifs, et soit P, le semi-groupe

associé.
Alors :
by
1. o -+ D;P f(W) est positive &quivaut 3 w-+D; P f(w) est positive

b It b
2. p;'p f(w) = ettt V) pif(w)
od L est un opérateur de Markov sur XA, V est un opérateur de
multiplication sur XA

3. soit (w,,i,) le processus de Markov de générateur L alors W,
est un processus de Markov si et seulement si

H
\/] ‘2_(“))
* I = Ze (M + l"'i“’Al(i))v{ avec a\i>|p.,|
ieA

H
Vi'z'(w)
* by (W) = (0;+ ByW;)E(W)e od «;>Ig;| et £ est une fonction
strictement positive.

‘4. De plus le générateur de W, est le générateur’ initial L si et
seulement si
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H
\/} -2-(0)) .
*L= e NY " ol VieA ; AeR'".
ieA
H
vi ;(w)
* by (W) = (o + Byw;)e ol a;B;€R et o;>Ip; |

Preuve :
2. Notons L = Zc(i,.)vi et F(t,i,0) = Dl;iPtf((o), alors
ieN
d by ()
PO = 3 0 = V,c(3,0) (F(£,3,0)-F(t,L,0))
JeAT{1} j (@)
b; () v
+ —— T c(3, MV F(t,1,0) - [Tye(1,0) + c(i,0)]F(t,i,0)
jeAT(ay TP (@ ! '
+ [~0; by (W)Y |[———| Tyc(3,0) + @;; ——— V;c(3,0)1F(t,1,0)
seATery @@ b

= (L+ V)F(t,i,0).

En effet l'attractivité de L et la positivité des b; assurent
b; (W) b; (W)

la positivité de W mvic(j,w) et de Tie(3,0).
j

T} b; ()

3. Pour que W, soit de Markov i1 faut et il suffit que
b; (W)
i

—— T C (] e dépend as de L ; c’est-a-dir e :
775, @) jc(j,w) n pende p e i ; c'es e qu

b; (w) by (W)

Vi, keAl{j} ; ————— T;c(j,W0) =

iji @ Tke(3,0).

T; b, (w)

Utilisons maintenant le fait que c(i,.) est symétrique par rapport

& u,, il existe donc f£; : 2 + R positive telle que 7;f; = f; et

H
Vi;(.)
c(i,.) = e f;. L'Egalité précédente s’écrit alors :

H H

by (W) T;V;=(w) (@) T V5(w)
Ja iz

e T £j (@) (5)

_bk((n) e LE] fj (w) = Tj [:k @)
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En é&crivant maintenant cette expression en ;0 et en multipliant
terme A3 terme 1’égalité obtenue et 1’é&galité ci-dessus, nous

obtenons que :
Tifj(m) = kaj(m)

Nous montrerons dans le lemme 4 que de telles fonctions
satisfaisant de plus T;£; = £; sont de la forme :

£1(0) = Xj+ pyOp 5y 7 Ajs BjER.
L’hypothése c(j,.)>0 s’écrit alors Aj>lp1l.

En utilisant le fait que Tifj = kaj et que b; peut s’écrire sous
H
la forme b; (W) = e b; (W) car exp Vﬁ;{.) >0, et en reportant

cela dans (5) nous obtenons 1’é&galité suivante :

b; (©) b; (m)]
p =T 1=
b, (w) by (m)J

Lemme 3 : Soit (Ei)ieA une famille de fonctions strictement

b; (W) b; (W)
positives vérifiant — =T |=

by (W) by (W) J
existe une fonction f de  dans R strictement positive et

o ,B;€R ; a;>Ip; | tels que b, (W) = (&; + B;w;)£(W).

pour i#j et kzj , alors il

Ce lemme permet donc d’achever 1la démonstration de cette

proposition 4.3.

Preuve du lemme 3.

b;
Soit k un &élément quelconque de A. Quel que soit ieAl{k}, :L est
b
k
une fonction strictement positive ne dépendant que de w; et w ;
il existe donc Ay, : {-1,1} *R ; B;; : {-1,1} * R telles que
;i
—(W) = Ry (W) + By (0;)0, et Ay (.) > IB; (-)].
b
k
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by by by
Ecrivons maintenant que Vj€Al{k} ; — = — — et que cette

fonction ne dépend que de w; et w; .

b (W)  [Ayy (W) + Byy (0 )0 ) [A)y (©))=Bj, (0 )6 )
- - > > = Ay (0 )+B; ()0
b; (@) Af (@) = Bf, ()

d‘ol
Aik(mi )Bik (mj) - Ajk(wj )Bik((n' )=0

Comme A;, >0 ; hjk>0 cette &galité équivaut a :

Ajp () Ay () )

C‘est donc une &égalité entre une fonction de 0; et une fonction de
W; , et on peut écrire de telles &galités pour tout i et j &léments
de Al{k}, on en déduit qu’il existe une constante c, telle que :

Bjy (w5) .
Ajg (@5)

Donc bj (W) = Ajy (@) (1+c, &y )by () Vizk.
Notons que Ic; |<1 pour assurer la positivité de SJ, et soit

£(0) = (1 + ¢, )b, (W) ;

alors b; (W) = Ajy (W )£(w) Vizk
= Rj (0 ) £(w) Vizk.
- 1-c
et b () = ———— £(0) = A () £(W).
1-c

Ceci ach@ve cette démonstration.

Lemme 4 :
Soit f une fonction de ? dans R telle que :
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vV, —(w H H
f(w)e 3 Yy (@ V) (@)
ol ) = BjOAgy) =@ O *+ Byapggy)-
‘I'Iv‘ '2—((0)

Ce qui é&quivaut & :

£(w)
T, £(@) Ay = O Gy) = Ay + BjOA gGy) -

En écrivant cette expression de ij, nous obtenons que

T; £(0)
f T HOALGY T Oy gy

On en déduit donc que :

. £(0) = T;E(W).
En &écrivant ceci pour tout j€A, on en conclut que f est
constante.

*Aj T ROy T At KOy dome iy = 0.

2. Processus couplé.

2.1. Processus couplé général. Processus couplé de Vaserhtein.

Etant donnés deux processus de Markov X, ,X, sur Q, on appelle
processus couplé tout processus de Markov sur € dont les lois
marginales sont les lois de X;,X,.

Nous allons décrire tous ces processus, puis nous donnerons
briévement la description d‘un processus couplé& particulier : le
couplage de Vaserhtein. C’est le processus couplé (uk,a%) pour
lequel 1la probabilité& de modifier a la fois W et W est la plus
grande. Nous é&tudierons ensuite les conditions nécessaires et
suffisantes sur les processus initiaux pour construire un
processus couplé dont la loi est portée par
((w,&)eﬂxﬂ ;W) = Z,. Nous verrons alors que cette condition
est 1l’attractivité dans le cas ol les deux processus initiaux ont
méme générateur (cf. par exemple LIGGETT [10]).
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Vi, keA T E = T f

alors f£(W) = A + p W, avec A, p€R.

Preuve du lemme 4 :

Nous pouvons par exemple montrer ce résultat par récurrence sur IAl.
on vérifie ce résultat pour |Al=1 ; on le suppose vrai si |Al=n-1
et montrons le par exemple pour A= {1,...,n}.

Une fonction £ peut toujours s’écrire sous la forme :
£(W) = g(Wy,eeerWy.q) + h(Wy, .00 4)0 .
En fixant successivement @, = +1 et © = -1 et en é&crivant que

TE = T7;f Vi,jeAl{n}, on en déduit que
Ti9 = T;9 et T;h = T h.

En appliquant notre hypothdse de récurrence on en déduit qu‘il
existe Ay, My, A; et p, appartenant & R tels que :

£(W) = Ay + By Gp\gny (A F K04\ (0} )
En écrivant enfin que T;f = T,f on en déduit que py =0 ; X, =0
donc £(W) = X + Py = A+ WA

Remarque : Si on impose de plus & f d'étre strictement positive,
nous obtenons la condition A > |ul.

Preuve de la proposition 3.4.
D’aprés 1le point 3) de la proposition 4, nous savons que L est un
H
\/ ;(0))
opérateur de la forme L = Ze
ieA

(N + pim,\l{”)v, ol Ay > Iyl

A\ g‘(m)
et que b, (W) = (;+ B;w;)f(W)e
fonction strictement positive.

Pour que le générateur de W, soit L il faut de plus que :

ol o;> Ig; | et £ est une

b; (W)

Vi,jeA ; 3#i ; W‘ric(j:w) = c(j,W).

C’est-3-dire que :
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Nous caractériserons ensuite les processus couplés tels que
les processus marginaux sont réversibles par rapport & deux
mesures données. (Nous parlerons alors de mesures associées 3 un

processus couplé).

Nous récapitulerons ensuite tous les 1liens existants entre
mesures associées A4 un processus couplé et mesures ordonnées.

Ces différents résultats sont prouvés dans le paragraphe 3).

Cette technique du couplage est par ailleurs fort utilisée
dans la 1littérature par exemple pour donner une condition
suffisante pour que deux mesures soient ordonnées, ou dans une
démonstration de la proposition 3. Nous allons d‘’ailleurs revenir
sur cette démonstration au paragraphe 4. En effet dans 1la
démonstration de D. BAKRY et D. MICHEL (1), on construit un
générateur sur XA ; et dans la démonstration de LIGGETT [10) on
construit un générateur couplé sur U. Nous allons mettre en
évidence le lien entre ces deux générateurs.

Proposition 4 :
Soient L; et [, deux générateurs de Markov sur Q.

Considérons un processus de Markov sur QX€Q tel que :

1. les processus marginaux sont Markov de générateurs
respectifs L,,L, :

L= 2 oi,. )V ; = X B(i,.)V
VA ' b €A f

2. le processus partant de (m,&) ne peut sauter que dans une
des configurations suivantes : (Tim,é);(w,Tia);(Tiw,Tia).

Le générateur d‘un tel processus est de la forme :
L F(w,0) = I (x(i,0)-d(i,0,0))VIF(0,a) +
ieA

Z (B(1,0)-d(1,0,0))V¥F(@,0)+ Z d(1,0,0)V}2F(,0)
ieA ieA

avec d(i,m,&) < min(o(i,0) ; B(i,&)), et

VIF(0,0) = F(T;0,0)-F(0,0)
VF(w,0) = F(0,T;d)-F(0,0)
Vi2F(0,0) = F(T;0,T;0)-F(,d).
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Remarque 3. Le choix le plus simple pour construire un tel
processus sur DA} consiste a considérer deux processus
indépendants sur N de générateurs respectifs L,,L,.

Ceci revient donc a choisir d(i,w,®)=0 VieA ; Vi, Qeq.

Les deux processus ne sautent p.s. jamais ensemble.

Le processus de Vaserhtein est le processus couplé pour
lequel 1la probabilité de modifier a la fois W et © est la plus
grande. Ceci revient donc 3 maximiser la probabilité de passer de
(@,0) & (1;0,7;@) ; i.e. & prendre d(i,0,d) = min(oe(i,0),8(i,0)).

Nous allons maintenant considérer un processus couplé prenant
ses valeurs dans {(m,&)erm ; w(&;) = 2'2.

Dans la suite, lorsque nous parlerons de processus couplé, c’est
toujours de ce processus qu’il s’agira.

2.2. Caractérisation deg générateurs L1 et Lz agssociés & un
processus couplé.

Proposition 5 :
Soient L, et [ , deux générateurs de Markov sur Q

Lif(w) = Z a(i,0)Vf(0) ; Lyf(w) = Z B(i,0)V;f(w)
ieA ieA
a(i,.) et g(i,.) étant des fonctions de Q dans R positives.
on peut associer un processus couplé 3 L, et [, si et seulement si
VieA ; o(i,0) > B(1i,0) sur {(0,0)eN, 0D et w= ©;=1}
a(i,0) < B(L,0) sur {(©,0)€DN ; WD et W= B;= -1}.

Le processus couplé est alors unique et est défini par :

VF:Z, + R,
LP(W,Q) = z [(B(L,D)=c(1,0)) B+ oe(1,0)V}2)1F(0,0)
1€A, (0,0 )=(-1,-1)
+ b [(a(i,0)-B(1,0))V] + B(1,0)V]2)F(0,0)
€A, (0,0 )=(1,1)
+ b3 (e(1,0)V} + B(1,0)V)F(@,0).

LA, (@ ,@;)=(-1,1)
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Corollaire 1. Dans le cas ol L, = L2= L, 1l existe un processus
couplé associé & (L;,[;) si et seulement si L est attractif. Ce
processus est alors unique, on 1l’appellera processus couplé
associé a L.

Preuve du Corollaire :

La condition nécessaire et suffisante de la Proposition 6
s’écrit ici

o(1,0)3e(1,0) sur {(0,0)ERN ; D et w;= =1}

o(L,0)<x(1,0) sur {(W,)ENN ; D et W= Oy =-1}

ce qui est bien la condition d’attractivité (Théoréme 2).

Une autre description d‘un processus de générateur

L= 2 c(i,.)Vﬁ permet de construire deux processus w, et ak issus
ieA

de deux configurations initiales 05,65 i Wy £ &b ; ayant le méme
générateur attractif - L, qui vérifient ®, < ﬁt (cf.
R. DURRETT (3]). Nous supposons sans perte de généralité que

Max c(i,0) =1
ieA, weQy

Décrivons le comportement du processus W, de générateur L
issu de wy :

En chaque site i de A il y a deux horloges indé&pendantes H}
et Hf1 qui sonnent au bout d‘un temps exponentiel de paramétre 1 ;
et deux variables aléatoires indépendantes U{ et Uf‘ uniformes sur
(o,1). Si la configuration initiale au site i est 1
(respectivement -1) c‘est 1’'horloge Hf, et Uf, (respectivement
H} et U{) qu‘on considére.

Si cette horloge sonne au temps t et que c’ est la premidre a
sonner, alors le processus saute en T;0 si Uf1<c(i,uk_), et on

réitére ce procéds.

Décrivons maintenant le processus (nk,ﬁk) issu de
(mola’o) i < (:’u-

En un site i tel que W = -1 et 6, = 1, 1l’&volution du
premier processus est décrite comme précédemment par H{, U}, celle
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du second par Hi,,uf, 7 Jjusqu’au premier temps ol 1‘un de ces deux
processus saute, le processus reste bien dans 2%.

Si w = éi = =1 1l’horloge H} détermine 1‘évolution des deux
processus. Lorsque cette horloge sonne, si U:<c(i,wi) alors le
premier processus saute et Pi U:<c(i,ﬁk_), le deuxidme processus
saute au site i.

Comme le générateur L est attractif c(i,w L) < c(i,& .) et
donc s8i le premier processus saute au site i, alors le_;econd
processus saute aussi. Les seules configurations que 1‘on peut
atteindre sont donc (+1,+1) et (=1,+1).

Le méme raisonnement dans le cas ol w; = &i = 1 permet de
conclure que ¥Vt > 0, < &t’

Remarque 5,
Soit (0,6)62% la configuration initiale.

Donnons dans cette remarque l‘idée intuitive de la construction du
processus couplé.

On raisonne conditionnellement au fait que le processus saute au
site i. Deux cas se présentent alors :

- Soit ie€A = (1eA¢wiz6i}, auquel cas seul 1l‘un (mais un
quelconque) des processus marginaux peut sauter.
On choisit alors comme dans la remarque 3) de faire &voluer chaque
processus avec son propre taux.

C’est-a-dire qu‘on choisit les taux
. 0(i,0) pour le passage de (m,&) a (Tim,&) Viea
. B(i,0) pour le passage de (0,0) i (m,Tia) Viea.

- Soit i€A°=(i€AJwi=ai} le processus ne peut pas atteindre
une configuration qui au site i vaut (1,-1).
Par exemple si w;= 6i= -1 on ne peut modifier uniquement la
configuration ® au site i. On pourrait &tre tenté comme
précédemment de modifier uniquement la configuration ® avec le
taux 3(1,6), mais ceci ne permet pas d‘obtenir les bonnes
marginales. On s’autorisera donc 3 modifier 3 la fois W et &, ceci
avec le taux de transition 1ié a Ly : ¢(i,0). On modifiera la
configuration @ seule avec le taux de transition donnant les
bonnes marginales, c’est-a-dire : ﬁ(i,&) - o(i,w).
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Pour que ce processus soit bien Markovien, il faut que
B(i,0)~0(i,0) soit positif sur {i€A ; W = 6, = =1}.
Les hypothéses sur L, et Lz de 1la proposition 6) servent donc i
assurer que le processus couplé est bien Markovien.

Remarque 6 : Décrivons trajectoriellement ce processus couplé.
Soient'm,aeﬂ. (m,&), 0<o est la configuration initiale du processus
couplé.
Soit S, (W) = {i€A ; ;= @)
S, (W) = {i€A ; ;= (“.}‘ = -1}
et S3 (W) = {ieA ; w;= @ = 1}

En chaque site i de A ; i1 y a deux horloges H: et Hg.

. 8i i€sy(w), 1l’horloge H{(resp. H;) sonne au bout d‘un temps
exponentiel de paramétre o (i,w)(resp. B(i,w))

Si i€s,(w) ces deux horloges ont pour paramétre respectif
B(Li,0) - o(i,0) et a(i,w)

. 8i 1i€S;(w) ces deux horloges ont pour paramdtre respectif
o(i,0) - B(i,0) et B(i,0). '

si H} est la premiére horloge & sonner, et i€s,(w)
(respectivement i€S, (W) ; i€S;(W)) alors le processus couplé passe
de (0,) 3 (T;0,®) (resp.(w,T;Q) ; (T;0,®)).

si H; est la premiére horloge a sonner et
i€s, (w) (respectivement S, (W) ; S3(W)) alors le processus couplé
passe de (m,&) a (w,Tia) (resp.(Tim,Tia),(Tiw,T‘a)).

Nous allons maintenant caractériser les processus couplés sur
Z, associés aux générateurs £1,£2 tels que les processus marginaux
aient pour mesure réversible des mesures données.

Soit LI = X cj(i,m)Vﬁ j=1,2. (6)
ieA

ol cj(i,.) est une fonction de  dans R, strictement positive ;

1 H ;(w)
et p; =—e i

dw ot H, (@) = Z Jlw, 3=1,2. (7)
zj g ACA ATA

Proposition 6 :
Soient p, et p, deux mesures de probabilités définies en (7)



220

ci-dessus. Alors les propositions suivantes sont é&quivalentes :

1) on peut construire un processus couplé tel que les processus
marginaux de générateurs respectifs L, et [, décrits ci-dessus (6)
sont symétriques par rapport aux mesures p, respectivement p,
décrites en (7).

2) D;H, (0) < D;H, (D) 8i WD et & = .

3) V0,060 py (@AD)M, (VD) > 1y (W), (@)

Remarque 7.

. La condition 3 est une condition suffisante pour que p,< b,
(cf. T. LIGGETT [10], p.75, Théoréme 2.9).

. Dans le cas ol p, est égale & p,, cette condition 3 est
l’attractivité de p,.

Rappelons maintenant la notion d‘ordre entre deux mesures sur Q.

Définition 3 :
Soient p, et p, deux mesures de probabilité sur Q.
m<y, ® Vf Q + R croissante : <f>p1< <f>u-z'

xem s
plagons nous sur (-1,1}
Soit py = a 81 + (1-a)8_1
B, =b & + (1-b)8_,
alors py < p, ¢ a<b.

En effet soit f une fonction croissante f : {-1,1}) - R ;

<f>

, = af(1)+(1-a)f(-1).

= a(f(1)-£f(-1))+£(-1)
donc <f>v.1< <f>u-2 & ah.

Soient p,,p, deux mesures défines en (7) ; le schéma suivant
récapitule les liens entre les mesures vérifiant la condition 3 de
la proposition 6, les mesures associées 3 un processus couplé, les
mesures ordonnées.
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i1 existe un proces-
sus couplé sur N
tel que les processus

Vo, e marginaux aient : V"’:“’En
! U | = 1y respectivement i, |4 WV et w;= ‘7%

(0AD) p (VD) D1y (W), (@) .
L] H2 21y () pour mesure réversible DyHy (@) < D H, (@)

- des générateurs de
la forme (6)

4

b S
s

il existe une mesure v sur A} telle que
- les mesures marginales sont By

(respectivement p,)
- V({(0,Q)ENN ; WD})=1

. Cette derniére &quivalence est démontrée par T. LIGGETT (10],

pP-72 (Théoréme 2.4).
. Pour vérifier que py< p, = W,(:EQ Py (wﬁ)pz(wv&) b ™ (u))pz(a)),

il suffit de considérer une mesure y; qui ne soit pas attractive

et de prendre p, = .

3. Démonstration des résultats énoncés au §2.
3.1. Démonstration de la Proposition

ema : Le générateur d‘un processus couplé est nécessairement

de la forme
LE(W,Q) = Z (a;(0,MV] + by (0,0)F+ ¢ (0,0)V}2)£(w,d)
ieA

(Ceci vient de la condition 2 de la proposition §5).

Notation : Lorsqu‘il n’y a pas d’ambiguité, nous notons a;(-1,1)
pour a;(wW,w) si wy=-1 et a), =1. C’est-a-dire que nous n’indiquons
pas la dépendance en ; ,6), pour j#i.

Ecrivons maintenant le fait que les processus marginaux ont
pour générateurs respectifs L,, [,, c‘est 3 dire que quelles que
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soient f et g deux fonctions de Q2 dans R

si £(0,0) = h(w) alors Lf(0,d) = Lyh(w) (8)

8i £(0,0) = g(®) alors LE(w,0) = L,g(®) (9)

Pour obtenir la condition (8), nous allons considérer une fonction

f sur X1 ne dépendant que de la i*™e coordonnée de la premiére

configuration, c’est-a-dire qu’il existe h; : {-1,1} -+ R telle que
Yo,0eQ ;  £(0,0) = hy (&),

alors LE(0,Q) = (a; (0,@) + c; (0,@)) Vih; (w;).
Donc (8) = a(i,0) = a; (0,@) + c; (V)

On obtient de méme :
(9) = B(L,@) = by (0,®) + ¢; (,0).

Ce qui donne bien : ai(w,&) = o(i,w) - ci(w,é) (10)
b; (0,@) = B(L1,0) - c; (0,0). (11)

De plus pour que [ soit Markovien, il faut que a; et b; soient des
fonctions positives de Q¥ dans R, ce qui donne :

c; (@,@) < min(a(i,0),8(1,0)) , (12)

on vérifie de plus que ces conditions sont bien suffisantes.

Remarque 9 :
Pour le cas du processus de Vaserhtein, on a simplement pris

c; (0,0) = min(e(i,0),B8(1,0)).

3.2 Démonstration de la Proposition 5.

3.2.1. Au préalable, caractérisons les générateurs de processus de
Markov sur X} dont les lois des marginales soit portées par Z,
i.e. tels que

VESO ;  P({(0, Q) i0< O}/ (W By)=(0,B)) =1  d&s que © < .

Lemme 3 :

Notons #bk = {£:00€QQ + R positives, nulles sur X}.

Soit (u&,&k) un processus de Markov sur ), de générateur
L, de semi-groupe P,.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes. :
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1) Vol ; VE30  P(0,< @ /(0,0 ) =(0,@)) = 1.
2) Ve>0 ; P, (A
3) L(AHCA

Preuve du Lemme 3.

1) & 2).
. sens direct.
Soit feA ;
alors : P £(0,0) = E(£(w,,0,)/ (W ,0)=(0,0))
=0 VY(O0)€Z.
car (ak,&k)e 2% p.s. et £ est nulle sur Z%.

. Sens réciproque :
Montrons que : W< @ = P(&)tﬁ:)t/(&lola)o) = (0,®) =1

Soit £f=1 e 7 fef
zy)
donc Ptf(m,6)=0 V(m,&)ei&

or P f(w,0) = E(ll(zz)c(wt,t?)t)/(wo,&:o)ﬂw.&))

=1 - P(0< @/ (0, Gp) = (@,@))
d’ol le résultat.

2) & 3)
. Sens direct : # est un sous-espace de l’ensemble

des fonctions de N dans R.

De plus Lf(w,®) = lim (P £(0,0) - £(0,0))/t.
£~0

donc (fef = P fefl) = (fef = LfeA).
. seng réciproque : comme on est en dimension finie, L s’identife
4 une matrice de IR'M,Pt a une exponentielle de matrice et £ 3 un
vecteur de RIA, P f = etls, on en déduit que
(LAC A = (PACA.

3.2.2. Preuve de la proposition 5 : sens direct.

Nous allons traduire le fait que la loi du processus couplé
est portée par Z%, puis nous utiliserons les conditions obtenues
pour que les processus marginaux aient pour générateurs L,,[,.



224

Nous déduirons ainsi les coefficients a;(.,.) 7 by(.,.) 7 cjl.,s.).

* Ecrivons la condition L(AHCH.

Pour cela considérons la fonction £ suivante :
£f:ON>R ; telle que f(w,0) =1 . ; donc fef
wi>w‘
alors :

L £(0,0) = a; (0,0)V} £(0,d) + by (©,0) B £(0,0) + c; (0,0)V}2£(w,0)

Envisageons les différents cas possibles pour (mi,ai).

. si (0;,%) = (-1,-1) alors [ £(0,0) = 0 = a; (-1,-1) (13)
. si (w,0) = (1,1) alors L £(w,@) = 0 = b, (1,1) (14)
. Si (w,@) = (-1,1) alors L £(0,®) = ¢;(-1,1)

* Nous rajoutons maintenant les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les processus marginaux aient pour générateur
L, et L, i.e. :
a; (0,Q) + c; (0,0) = &(i,0) (10)
by (0,0) + c; (0,0) = B(L,B) Gy
En écrivant ces deux équations pour tous les couples (W;,Ww;) nous
obtenons :

(a,(1,1)  + ¢;(1,1) = o(i,1) (15)
daj(-1,1) + ¢(-1,1) = a(i,-1) (16)
21 (-1,-1) + o (-1,-1) = oe(i,-1) (17)

et
b, (1,1)  +¢;(1,1) = B(i,1) (18)
b, (-1,1) + ¢ (-1,1) = B(i,1) (19)
= B(i,-1) (20)

b; (-1,-1) + c;(-1,-1)
\

En utilisant (13) (14) nous obtenons :

a;(-1,-1) = 0 donc c¢;(-1,-1) = o(i,-1) (21)
b;(1,1) =0 donc ¢;(1,1) = B3(i,1) (22)
a; (-1,1) = o(i,-1) (23)

c;(-1,1) =0 donc by (-1,1) = B(L,1) (24)

En portant (21) et (22) respectivement dans (20) et (15) nous
obtenons :

b' (-1,-1) = g(i,~1) - o(i,-1) (25)
a;(1,1) = o(i,1) = B(i,1) (26)
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Il nous reste A vérifier que ce processus est bien de Markov, pour
cela il faut et il suffit que a;(.,.) ; b;(.,.) et ¢;(.,.) soient
positifs, ce qui nous donne d’aprds (25) et (26) :

{mi'_l) - a(i,~1) > 0 i.e [(1/@) SB(LD) 81 0 <D et 0= @= -1

(i, 1) - p(i,1) >0 o(i,0) > B(1,0) 8L © < O et &= &= 1.

3.2.3. Preuve de la proposition 5 ; sens réciproque.

on vérifie qu‘un tel processus sur Zé est bien un processus
couplé.
Ceci achéve la démonstration de la proposition (6).

3.3. Démonstration de la proposition H
Nous allons montrer que 1) « 2) puis 2) & 3).

1) = 2) : Soit L le générateur d’un processus couplé.
soient Ll' j=1,2 les générateurs des processus marginaux, ils sont

de la forme Ljf((n) = ZCI (L, 0)V; £(w) ;
ieA
ils admettent comme mesure réversible Ky respectivement W, ce

qui d’aprés (1) équivaut a :
—_—= e

cj (1,0) - 3=1,2.

De plus la condition nécessaire et suffisante pour qu‘on puisse
associer un processus couplé a L, et [, est que :

cy (1,0) > ¢, (1,0) sur {(V,Q)eNN ; B ; W =& = 1} (27)

¢y (1,0) € ¢, (1,0) sur {(W,Q)ENDN ; WD ; W= @ = -1} (28)

En portant (1) dans cette derniére in&galité (28) nous obtenons
que '

cy (1,0) > ¢, (1,0) sur {((0,0)eNN ; WO ; & = &= 1)

‘AR - - -
sur {(W,W)ERN ; WKW ; W= W =+1)

(29)

Vi, (w) - -
¢y (i,w)e it < oy (i,0)e
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c’est-a~-dire que :

cy (1,0) o VilM2(®) ) . X
1< — < sur {(W,W)EN ; W S Wet W, =W, = 1}.

Oon obtient donc que :

-V, H, (0) € -V;H, (®) sur {(0,0)eRN ; 0 < @ et w; = & = 1}
i.e  DyH (W) < DjH(Q) sur {(0,0)€RQ ; W < ®et @ = @&} CQEFD.

H, (@) H, (@)

2) = 1). Il suffit de poser c (i,w) = e 2

et c,(i,0) = e
Comme D;H,(w) < Diaz(a) sur {(0,Q)eDN ; w<o et W = &,} , on en
déduit qu‘on peut associer un processus couplé & L;,[, car (27) et
(28) sont vérifiées.

De plus on vérifie bien que £1 admet p; pour mesure réversible
d’aprés (1) et de méme que £2 admet p, pour mesure réversible.

3) = 2).
On suppose donc que Yo, e ; u1(mwa)u2(mN6) > u,(m)uz(a).
Nous allons appliquer cela 3 deux configurations o,0’ définies de

la fagon suivante :

Considérons w,& deux éléments de N ; W < Q et W; = 6i= 1.

g=0
Prenons N -~
o=T:0

alors
By (OAD) 1, (OVG) > 1y (O)K, (0)

@ Wy (T{0)1 (T;0) > 1y (0)5 (9)
“.e"i(Tic)eHZ(Ti“)> eu1(d)euz(o)
© V,H, (0) + V;H,(0) >0

eV, H (0) + VB, (T;0) >0
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® V,H, (0) - V;H, (@) > 0.

On a donc montré que
Vo,0eQ ; o< et oy=g=1; ViH () > VH ()

donc que
Vo0l ; o <@et o=@ ; D;H () < D;Hy(Q). CQFD.

2) = 3).
Nous supposons donc que
ViH, (0) - V;H (@) >0 siw<deto=a=1 (30)
1
Posons H,(w) = 2 Jlw, ; Hw =2 2w otw = I o
1 ATA 2 A TA A i
ACA ACA iea

(30) » ZJw, € £ 3% @ si0<0 et =@ =1.
ET i

Nous allons montrer que : Yo, e ; u,(mwﬁ)pz(mNa) > u1(w)p2(6), (31)
en raisonnant par récurrence sur 1le cardinal de l’ensemble des
sites i tels que w; # 6i'

* Si W= alors (31) est vraie.

* Supposons que (31) est vraie si ® et ® sont distinctes en au
plus (n-1) sites. Montrons que (31) est vraie pour o et o
distinctes en n sites. Soient {1,...,n} ces sites.

. Nous commengons par nous ramener au cas ou il existe
i€{1,...,n} tel que g; = 1et 3}= -1.
En effet s8’il n’existe pas de tel site i€{1,...,n} alors o < 3 et
(31) est bien vérifiée.

. Supposons donc que o, = +1 et ah = -1.
Les configurations o et Tn6~ sont distinctes en au plus (n-1)
points. Nous pouvons donc appliquer notre hypothé@se de récurrence.

H, (OAT, Q) + H,(OVT,0) > H, (0) + H, (T,0). (32)
or oVTna = ov&
donc (32) @ H, (0AT,0) + H,(0VG) > H,(0) + Hy(T,0) (33)

De plus Hy (0AG) + H, (T,0) > H, (0AT,0) + H,(0) (34)
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car ceci est équivalent i :

\A H,(owfn&) > V;HZ(Tna) ; ce qui est vrai d’aprés (30),
car T,0 > OAT,0 et (T,0), = (0AT,0), = 1.

Finalement (33) et (34) permettent de conclure que :

Hy (OAO’) + H,(0VO') 2 Hy(0) + H, (0') CQFD.

4. Générateur FKG et générateur couplé associés & un générateur de

arkov s attrac .

Soit L 1le générateur d‘un processus de Markov sur {,

L = Za(i,.)v, , et P, le semi-groupe associé.

ieA
Nous avons énoncé le résultat suivant (thé&oréme 2) :

Si L est un générateur de Markov attractif alors 1le
semi-groupe associé est attractif.

Nous connaissons deux démonstrations de ce résultat. L‘une d‘elles
utilise le processus FKG, processus sur (XA ; l’autre le processus
couplé associé i L, processus sur Q.

Nous allons dans ce paragraphe montrer que le générateur FKG
est la trace sur XA d‘un générateur sur (XP(A) naturellement
associé au processus couplé. Enfin nous exprimerons le générateur
du processus coupl& 3 partir de générateurs FKG.

Auparavant, rappelons briévement les expressions de ces deux
générateurs.

= le générateur FKG.
Soit £, : XA =+ R.

(Ly+V) £y (00, 4) = Z (0 ;Vioe(3,0) (£4 (@, 3) £ (0, 1))+ (3, TV £y (w0, 1) ]
JeAI {1}
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] Y o ed.e - ed,o - ed, o) | 1),
jeAl {i}

= Le générateur couplé& associé 3 L.

soit £, : , » R.

Lyf (0,Ta0) = D (-0, V30(3,0)) (B, o1V} + le,qvﬁ)fz (W, T, ®)
jeAlA !

+ 3 (@3, Ty @) by s +a(j.m)llu,j.-nv}zfz(w.f,w)
jeAla

+ > (©@(3,0)V] + a3, 1,0)¥)£, (0,7,0).
jea

4.1. Construction du générateur FKG & partir du générateur couplé.

Nous avons défini le générateur du processus couplé sur 2'2.
Nous allons établir une bijection ¢ entre 2'2 et
Z, = {(0,A)eNXP(A);w;=-1 Vi€A}. Ceci va nous permettre de définir
i"z' le générateur de Markov sur 21 image de L, par ¢. Nous
étendrons ensuite ce générateur 3 (XP(A). Enfin nous restreindrons
ce générateur & un domaine particulier et nous en donnerons une
autre écriture. Sur ce domaine nous verrons alors que iz coincide
avec un générateur non Markovien E, dont la trace sur (XA est le
générateur FKG.

Le générateur couplé est défini sur X, ol
3, = {(0,0)eQ k)

{(0,0)eDY/IneP(A) tel que w;=-1 VieA et & = T,0)

P(A) est l’ensemble des parties de A.
2'2 est en bijection avec Z, , ot

Z, = {(0,A)ENXP(A) : ®; = -1 Viea)}.
Nous notons ¢ cette bijection ¢ : %, + Z,, (w,T,0) - (©,A).
Cette bijection joue ici un réle fondamental. Elle intervient
aussi dans la démonstration des inégalités GHS.
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L, étant le générateur du processus couplé sur 2'2, nous
considérons L, son image sur Z‘ par .

Soit f, une fonction de Z, dans R. Notons f, la fonction de I
dans R définie par : f,(w,A) = £, (®,T,\0),

alors - L,f, (0,T,0) = L £, (W,A).

Nous &tendons en conservant la méme formule EZ a (XP(A) et nous
continuons 3 noter iz ce générateur.

Nous allons maintenant restreindre les domaines des
générateurs L, et EZ' En effet les générateurs couplé et FKG ont
6été construits pour établir la croissance de P, f dés que f est une
fonction croissante ; pour cela on applique le générateur couplé a
des é&léments de ¥, = {f, : Z, »R/ Jf: Q + R croissante telle
que £, (®,T\0) = £(T,0) - f(W)}. Le générateur FKG est appliqué aux
éléments de 3’7'1 = {£,: A+ R / 3£:Q > R croissante telle que
£fi(0,4) = -,V f(w)}.

Nous allons donc restreindre L, & 3"2 et iz au domaine
F,o={f, : XP(A) » R/ JE:Q -+ R croissante telle que :
£, (0,A) = (T 0)-£(W) |}.

En effet, le générateur iz étant défini sur (XP(A) et pas
seulement sur XA, nous devons étendre le domaine de définition
des é&léments de ‘3"'1 .

Nous remarquons que 1les fonctions de 37'1 possédent une
propriété de symétrie : f,(w,i) = £, (T;0;,i). Cette propriété
s’étend aux éléments de ¥F; car f,(W,A) = £, (T,W0,A) VE,€F, ; de
plus f,(®,i) = -w; V;f(w).

Soient f; et f, deux fonctions appartenant respectivement &
¥,,¥,, associées & la méme fonction f.

on a : V(0,T,0)€Z, ; Lyf, (0,T,0) = Ly (0,A)
car £ = f o @.
2 1
1z, 1z,
Nous allons montrer que iz coincide sur 3"'1 en les points de
Z, avec un générateur 51 sur (XP(A) vérifiant les propriétés
suivantes :

1. £1 est la somme d‘un générateur de Markov et d‘un
opérateur de multiplication sur (XP(A).
2. soit X, 1le processus de Markov associé a la partie
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Markovienne de f,.

Si Xg€Xy = {(W,A)eXP(A) ; |Al<1) alors Vt20 X.€X;.
Pour cela dans l’expression de L,f, nous exprimons f, en fonction
de f; et nous utilisons les propriétés des &léments de 3ﬁ,=

. Si jéA et w;= 1 alors v} £,(0,T\0) = £, (T;0,3) = £,(0,3).

£, (0,AU(§}) - £, (w,A)

. Si j&A et w;= -1 alors V?fz(m,TAw)

= £y (T;0,A) + £,(0,]) - £, (W,A).
. Si j¥A et ®; quelconque

alors V}zf2 (©,T,\0) = £ (T;0,A) - £ (0,R).

V£, (0,1,0) = £ (T;0,Al{3}) - £, (0,R)
. Si jeA alors w; = -1 et

T, (0,T\0) = £ (0,Al{j}) - £, (0,R).
En portant cela dans l’expression de L,f,(w,T,W) nous obtenons
finalement :

Ly £, (W, T0) = §| [(‘wijd(j:W) ) (£ (0, )-£, (0,A)) + a(erAw)Vj fi(0,2))
jeAIa

+ 20 10(3,@) (£ (Tj0,A1{3}) =y (@,A) )+ (3, Tp0) (£ (0, AI{3})~E¢ (@,A))]
jea '

+ 2 (-0 V,e(3,0)) £y (@,A).
jeAIa

Notons f,fl(m,A) le membre de droite de cette é&galité.

Grdce a 1l’'hypothése d‘attractivité de L tous les coefficients
-auv;a(j,m), a(j,w), x(j,T,0) sont positifs.

Ainsi L; est la somme d‘un générateur de Markov sur {XP(A) et d’un
opérateur de multiplication.

Il est clair que f1 laisse stable Zb, ce qui nous permet
d’établir la propriété suivante :

Pour toute fonction f; de ¥, , nous définissons El sa
restriction & (XA. £, = filnxA;
Alors il existe un générateur L; sur XA tel que :
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(Ti£7) jaxa = L1Ey  sur (AT,
et si (w,{i})e X

Lf (@4) = > (-0, Vyoe(3,0)) (£ (0, 3)=Fy (0, 1))+ (3, Ty0)V} F; (0,1))
jeAl (i)

+ a(1,0) (£ (T;0,2) £ (0,1))+ (i, T;0) (£, (0,2)~F, (W, 1))
D (0 Vo3, 0) ) £y (0, 4).
jeAl {1}

Remarquons enfin que pour toute fonction ;1 ainsi définie,
£, (0,2)=0. Ceci fait apparaitre un terme diagonal supplémentaire :
(-o(i,w)-o(i,T;0)1f, (0,1) et

Lfg(@4) = 2 ((-9)Ve(3,0)) (; (@,3)-F, (0, )+ (3, 7,0V}, (0,4))
jeAl{i} :

+ Z ('mjvia(jlw)) = a(ilm)_a(il‘rim)]_f.1 (w,1)
JeAl (i}

= (Ly+V) £, (0,1)
ol L,+V est le générateur du processus FKG.
Ainsi szeyé ; Vf,elﬁ ;i £, et f, étant associées a la fonction
croissante f ; V(m,Tim)GZé :

Ly £, (0, T{0) = (Ly+V)£; |axp (@r1).

4.2. Construction u énérateu du cessus coupl issu de
(W, T,W) 3 partir de générateurs FKG.

Cette construction provient de l’écriture des accroissements
de P.f & 1l’aide du semi groupe FKG appliqué A des &léments de ¥,
d‘une part et du semi~groupe du processus couplé appliqué 3 des
€léments de ¥, d’‘autre part.

Mﬂtw
*Soit F: AXAXR +R; (0i,t) + -0 VP £(W).
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elle est solution du systéme :

d
3¢ FlO/Lrt) = (L+V)F(@,4,t).

F(w,1i,0) = —mivif(m)

Oon en déduit que :

t(Lq+V)
F(w,i,t) = e

F(w,1,0).

En notant Q: le semi-groupe associé a L;+V, et en utilisant le
fait que F(w,i,0) = £, (w,i) si f, est la fonction de 3ﬁ associée &
f, et ;1 sa restriction 3 A, nous obtenons :

P £(T;0) - P,£(w) = Qf, (0,1) si o= -1.

* Pour exprimer P, f(T,0) - P, f(®w) & 1l‘aide du semi-groupe
FKG, nous allons définir un chemin reliant 0 & T,0, c’est-a-dire
une suite de configurations w’,...0" telles que :

N =0;d =10

2) & <ow'<...<@

3) deux configurations successives ¢ et &**'! ne diffarent
qu‘en un site, ce site &tant un &élé&ment quelconque de A. Notons i
ce site.

Un tel chemin n’est pas unique, mais pour tout chemin ainsi

défini, nous avons :
n

P £(T\®) - P £(0) = Z(Ptf((ok) - P ()
k=1

et d’aprés le calcul précédent

n
P E(T,0) - P E(0) = > olF (K 1,1,).
k=1

. Accroissements de P . f et semi-groupe couplé.
Soit (w,T,wW)€Z, ; alors

P £(T,0) - P f(0) = Em',rAw(f(G)t)-f(mt))

Notons Qf le semi-groupe associé 3 L, et soit £, 1’élément de 32
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associé 3 la fonction £, alors :
P £(T,0) - P £(0) = Q2f, (@, T\0).
Nous avons ainsi montré que :

VE : Q-+ R croissante ; f; et f, &tant les fonctions de F, et &
associées A f ; ?1 = £31axA ¢ V(m,rkw)eZé :

n
foz(m,‘rkm) = ZQ: E‘l (wk-ilik)-
k=1

n
Mrmuwmtmﬂn@egmﬂw)=zawrﬂhhnwswwmm
k=1

n
(@ - 1d) £, (@,70) = 2 (Q}- Ta)E, (71, 1,).
k=1

En divisant cette expression par t et en faisant tendre t vers O,

nous obtenons finalement :

n
L £, (0,T\0) = 2 (Ly+V) £ (X1, 4,).
x=1

Nous avons donc obtenu le générateur du processus couplé restreint
4 ¥, a partir de générateurs FKG.

Je remercie tout particuliérement L. MICLO pour sa lecture
attentive de ce texte et ses remarques qui m‘ont permis
d’améliorer la rédaction de cet article.
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