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Laboratoire de Mathématiques. C.N.R.S. UA 741
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1 Introduction

L’évaluation des actifs contingents a partir de la dynamique des prix de certains
actifs, dits de base, dans le cadre d’un marché complet est un probléme résolu. Une
fagon d’éviter les opportunités d’arbitrage consiste & supposer qu'’il existe une loi
martingale pour le processus modélisant les prix des actifs de base. Dans un marché
complet cette loi est unique et le prix de I’actif contingent est obtenu en calculant
son espérance par rapport a cette loi martingale. Par contre, lorsque le marché
est incomplet, il existe plusieurs lois martingales et donc plusieurs prix possibles
pour l'actif contingent. Dans Ansel-Stricker[2], nous avons montré que la borne
supérieure de tous ces prix est atteinte si et seulement s’il existe une stratégie de
couverture pour ’actif considéré. Dans cet article nous supposons le plus souvent
que le processus des prix de base est continu. Un de nos buts est d’étudier comment
on peut estimer le prix maximum d’un actif méme non simulable par la borne
inférieure des prix maximum des actifs simulables qui le majorent. Le second but
est d’illustrer la situation décrite par Delbaen[4] dans laquelle I’ensemble des lois
martingales est faiblement relativement compact . Le dernier objectif est de donner
une autre démonstration d’un théoréme de Delbaen(4] sur ’absence des temps d’arrét
totalement inaccessibles et des martingales locales continues, toujours avec cette
hypothese de compacité faible.

2 Notations et définitions

Soit (R, F, (Ft)tefoa), P) un espace probabilisé filtré vérifiant les conditions habituel-
les. On suppose que F = F; et que Fq est la tribu dégénérée. Toutes les filtrations
et tous les processus considérés seront indexés par (0, 1). Les vecteurs z de R? seront
identifiés & des matrices d x 1, z* désignera la transposée de z et ||z||* := z*z. On
notera (H*.X); I'intégrale stochastique vectorielle (voir Jacod[5] pour une définition
précise) du processus prévisible H i valeurs dans R? par rapport i la semimartingale
vectorielle X = (X, ..., X%) a valeurs dans R?. Nous conviendrons que (H*.X)o = 0.
A la semimartingale vectorielle X on associe ’ensemble

K := {(H*.X), : H étant prévisible, élémentaire et borné}
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Le systeme des prix actualisés des actifs de base est décrit par la semimartingale
X, nulle en 0, & valeurs dans R®. Les différentes tentatives de formaliser le non ar-
bitrage conduisent & supposer qu'il existe une loi @ équivalente a P sous laquelle le
processus X est une martingale. Cette loi est dite loi martingale et M*®(P) désigne
I’ensemble de ces lois martingales. Rappelons que Stricker[6] a montré qu’une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’il existe une loi de martingale & densité bornée
est que K — L N L} = {0}, 'adhérence étant prise dans L'(P).

Un portefeuille est 1a donnée d’un couple (z, £) ot = est un réel positif représentant
le placement initial et ¢ un procesus prévisible & valeurs dans R? représentant la
stratégie d’investissement. La valeur de ce portefeuille a 1'instant ¢ est donnée par
Vi := z + (£.X):. Un actif contingent est la donnée d’une v.a. positive B, F
mesurable, qui représente le risque financier pour le vendeur de I'option. Deés lors
on congoit que le prix z de cette option (ou prime) soit égal a ’espérance de B et
que le vendeur de 1'option cherche & se couvrir par un portefeuille (z,£). On dira
donc que B est simulable ou qu’on peut le couvrir s’il existe un tel portefeuille dont
la valeur V] est égale & B, et une loi Q de M*(P) telle que V; := z + (£.X); soit une
Q-martingale. Souvent on utilise la notation Q-simulable. Nous supposerons que
P est aussi une loi martingale pour X. Les prix maximum et minimum de B sont
définis par :

II(B) := ER[B]; B):= inf ER(B
(B) iy (B] w(B) = iof (B]

Considérons également les ensembles :

e M(P) des lois absolument continues par rapport a P qui transforment X en
martingale.

o D(P) des densités relativement & P des lois de M(P).
o D°(P) des densités relativement & P des lois de M°(P).
D*(P) est dense dans D(P). En effet pour Z dans D(P), on choisit Z° dans
D*(P), on définit Z" := 1Z° + (1 — 1)Z, qui appartient & D°(P), et on a:
1
EP(Z - 2] = ZE°(1Z ~ Z°]] —nso 0

Ainsi, on a aussi

ER(B)

= R Bj. = inf
n(B): R:;;:P)E [B}; w(B) .-

3 Comparaison de II(B) et I(B)

Comme nous l'indiquions dans lintroduction, 1'un des objets de cet article est
I’estimation de II(B) a partir des II(C) pour les actifs C qui majorent B. Nous
appellerons S I’ensemble des actifs contingents simulables C' qui majorent B et :

I(B) = jnf TI(C)
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Dans Ansel-Stricker(2], nous avons montré que pour un actif C simulable par un
portefeuille (z,£) on a z = II(C). Maintenant, si C majore B, sous toutes les lois

R de M(P) on a ER[B] < ER[C] < TI(C) donc dans tous les cas
1(B) < I(B)
Le probléme est de savoir s'il y a égalité.
Théoréme 1 Si B est un actif contingent avec II(B) < +o0, alors :
BeA:=1(B)+K - L}

Preuve
On utilise ici des techniques proches de celles employées d’une part dans Delbaen([4]
et d’autre part dans Ansel-Stricker[l] pour généraliser un théoréme de Yan. Si
B ¢ A:=1I(B) + K — L}, le théoréme de Hahn Banach assure |’existence d’une
v.a. p € L* avec :
E[pB] > sup E[pA] (%)
A€A

Or pour tout n de N, la variable II(B) — nl(,<0) € A donc E[pl(,cq)) =0 et p >0
p-s., sup 4 4 E[pA] < +o0. Soient

D:={Z¢ Lf,ilég E[ZA] < 400}

C:={(Z=0),ZeD}

Montrons que C est stable par intersection dénombrable. Soit (Z,)py une suite
de D et an := ||Zaloo; en = sup e 4 E[ZnA]. 1l existe une suite (b,) € R} avec
27 @nbn < +o00 et 307 cabn < +00 ainsi Z := 37 by Z, est dans Det (Z = 0) =
N (Zn = 0). 1l existe donc Z € D vérifiant P(Z = 0) = infcec P(C). Supposons
que P(Z = 0) > 0; comme K — LY N L} = {0}, le théoréme de Hahn-Banach
permet de séparer K — L et 1(z=), et ainsi d’établir 'existence d’une v.a. p € Ly
avec E[pl(z=q)] > 0 et
sup E[pY] < +o0
YeR-LF

Ainsi on a successivement sup ¢ 4 E[pA] < +o00, Ee'[:.%z] €EDet P(Z+p=0) <

P(Z = 0), ce qui est contradictoire. On peut ainsi construire Z € LY, Z > 0ps.
E[Z] =1 et supyz E[ZY] < +00. Or K est un espace vectoriel donc E[YZ] = 0
pour tout Y € K. On a ainsi montré que Z est un élément de D(P) et comme II( B)
est dans A, si Q est la loi de densité 32 = Z, on a E9[B] > sup ¢4 E9[A] > II(B)
ce qui conduit i une contradiction et le théoréme est démontré.

Remarque : Puisque X' C L'(Q) pour n’importe quelle loi Q de M*(P),
'adhérence de K — LY peut étre prise dans L}(Q).

Théoréme 2 Si X est a trajectoires continues et si S est non vide, alors :

1(B) = I(B)
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Preuve

Comme S est non vide, il existe un actif C, @-simulable, qui majore B. Ap-
pliquons le théoréme précédent en nous placant désormais sous la loi Q. Il existe
donc une suite (H,) de processus prévisibles élémentaires et une suite (B,) de v.a.
positives bornées telles que

1(B) + (H:.X): - B. < B.

On va construire deux suites (Uy,) et (B.) telles que U, soit un processus prévisible
élémentaire borné, B, € LY, la suite ((U;.X);) soit uniformément intégrable et :

(B) + (U:.X), - B. X B.

Comme C est simulable, il s’crit C = 8 + (£*.X)1, et le processus 8 + (£.X), est
une @-martingale positive. Le fait que X soit continu nous permet d’introduire les
temps d’arrét suivants :

T, :=inf{t,TI(B) + (H;.X): > 0 + (6*.X):}

avec la convention T), := 1 si II(B) + (H:.X): < 8 + (£*.X); pour tout t € [0,1].
Remarquons que (II(B) + (Hz.X)1)~ = (II(B) + (H;.X)r,)~ = 0. Or (II(B) +
(Hz.X)1)~ tend vers 0 dans L!, si bien que la suite (II(B) + (H;.X)7,) est unifor-
mément intégrable en vertu de I'inégalité 0 < (II(B)+(H;.X)1,)*t < (0+ (& X)h)*.
Toutefois le processus ljor,]Hn n’est pas élémentaire. Afin d’en obtenir un, cons-
truisons une suite de temps d’arrét (S,) telle que S, ne prenne qu’un nombre fini
de valeurs et que E[|(H:.X)r1, — (H;.X)s,|] tende vers 0. Il est bien connu qu’il
existe une suite de t.a. (Tnm)m ne prenant qu’un nombre fini de valeurs et tendant
en décroissant vers T,. Quitte a poser T\, = Tom si |(Hp- X1, — (Hr. X)Tom| < 1
et T, = 1 sinon, on voit que E[|(H;.X)z, — (H;.X)1: || tend vers 0 quand m
tend vers +oo. On peut donc choisir m tel que E[|(H;.X)z, — (Hp. X)) < L.
Posons S, :=T,,,,Un := l[O,Sn]Hm B, := l(T,.<1)(0+ €. X)), - B)*+ 1(T,.=I)Bm et
A:={B <0+ (£.X)r,}. Mais :

I(B)+ (H;.X)1 — Bx sur {T,=1}
B sur {To<1}NA

H(B) + (H;X)Tn - Bn = 0 sur {Tn < 1} n A

Ainsi II(B)+(H;.X)1,— B, L, Betil en sera de méme pour II(B)+(H;.X)s,— B,
et pour II(B)+(Uz.X),— B.,. Puisque (U:.X); est uniformément intégrable, on peut
extraire une suite qui converge faiblement dans L! vers une v.a. Y. Comme K est
un convexe fermé pour la topologie forte, Y € K. Mais II(B) + (Uz.X): — B, LB
si bien que la convergence faible de (U:.X); entraine la convergence faible de (B,,)
vers une v.a. B’ > 0. Cependant un résultat de Yor [7] nous dit que puisque (U;.X);
converge faiblement, la v.a. Y est aussi une martingale de la forme (V*.X), ou V est
un processus prévisible intégrable relativement & X. Ainsi B = II(B)+(V,;.X)— B/,
Pactif §' := II(B) + (V;7.X), est simulable et majore B avec II(S') = II(B).
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Remarques :
o Ce résultat figure dans Delbaen[4] lorsque X et B sont bornées.
¢ Nous montrons en réalité que B est dans II(B) + K — L}.

o Les hypothéses du théoréme 2 nous permettent de traiter le cas du call : option
d’achat sur ’'un des actifs de base (X! par exemple). Si le prix d’exercice du
call est E, alors le risque financier est donné par B = (X} — E)*. Or B <
X} = X3 + (H*.X); ot H est le processus prévisible élémentaire (1,0, ...,0)*,
B est donc majoré par un actif simulable.

4 Cas faiblement compact

Delbaen(4] montre que pour un systéme de prix X continu, il est équivalent de
supposer que D(P) est o(L!, L) compact ou que

VBe L®, 3Q,€ M(P),

E%[B]= sup ER[B]
REM(P)

Illustrons cette situation avec I’exemple suivant.

Supposons que le systéme de prix des actifs de base (Xt)teqo,1) soit de la forme
Xi := exp(W, — -'2-) ou W, est un mouvement brownien. Soit € une variable aléatoire
a valeurs dans {0,...,n} indépendante de X. Posons A, := {¢ = n} et a, :=
P(A,) > 0. On suppose que la filtration est construite de la facon suivante. Pour
t<1, Fi:=0(X,,s < t) et Fy := o(e, X,,8 < 1). Une variable aléatoire Y F;-
mesurable s’écrit sous la forme Y = Y7 Y71 4; ol les Y7 sont des v.a. o(X,,s < 1).
Soit maintenant Z € D(P), et soit Z; := E[Z|F] la martingale associée & Z. Pour
t € [0,1[, (Z,)po,q est une martingale orthogonale 3 X et adaptée & la filtration
naturelle de X, donc Z, = 1 pour t < 1 et Z; = lioa( + Z1p). D’autre part Z est
de la forme Z = Y ¢ Z71 4; avec Z7 positive. Par représentation prévisible, Z — 1
est orthogonale au sens ordinaire & tous les Z/ — 27 ol 2/ := E[Z7]. Ainsi on a
successivement

E(Z-1)(Z - ) =0
E} (2" -2)(Z - F)ai] =0
E[) (7' - #)(Z - #)aias] = E[(3 (2 - #)ex)] =0
i i
et Y, Z'a; = 1 p.s. puisque 3 #'a; = E[Z] = 1. Réciproquement si Z est une v.a.
de la forme Z = 370 Z714; avec Z7 positive et g Zia; = 1, alors Z € D(P). En
effet E[ZX,|F)=E(3; Z' X114,|F) =E[Y; Z X1 5| F) = X..

Toute variable Z dans D(P) est donc de la forme Z = 3¢ Z41 a;avec0< 27 <
al’, puisque }°; Z'a; =1 p.s., donc 0 < Z < (n+1) et D(P) est faiblement compact.
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Cette fois pour un actif B = Y g B7l,;, définissons les deux v.a. positives
intégrables B := sup;(B?) et B := inf;(B’). On pose pour 0 < j < n:

7 == e o
7 =@ E=my L = l@emiuii@=a9)
On définit ainsi deux densités de 'D(P) :

Zz ol 2= 211,
0 %

Et on a:
1(B)= EZB| = E(B);  (B)= E(ZB) = E(B|

Remarque : Ici le calcul est valable pour B non borné.

Nous allons donner maintenant une autre démonstration d’un résultat de Delbaen(4],
en le complétant avec I’assertion 113).

Théoréme 3 Lorsq'ue le systéme de priz est continu et que D(P) est o(L!, L)
compact, il n’y a :

i) ni temps d’arrét totalement maccesszble

ii) ni martingale locale continue orthogonale a X

iii) ni v.a. Y prenant une infinité de valeurs et telle que o(Y) et o(X,) soient
conditionnellement indépendantes par rapport ¢ F; pour tout t € [0, 1].

Preuve

e Si Q une loi de M(P), alors sa densité %?,- est de la forme ¢(L), ou L est
une martingale locale avec AL > —1 orthogonale & X (voir Ansel-Stricker[3]
pour la forme des densités dans un cadre général). Rappelons que (L) est
I’exponentielle stochastique de L, unique solution de I’équation différentielle
Y =1+ (Y_.L), qui s’écrit aussi :

e(L); = exp(Ls — _(Lc L°) )H(l +AL)e -AL,

s<t

Ainsi s'il existe une famille (¢(L*);) non uniformément intégrable, alors d’apres
le théoreme de compacité de Dunford-Pettis, D(P) ne sera pas o(L',L*)
compact.

e Soit T un t.a. totalement inaccessible. Posons A, := Il et soit A son
compensateur prévisible. Considérons alors la famille de martingales M, :
A(A¢ — A;), X > 0, orthogonale & X (car elle est continue). Les vanables
aléatoires Z* := e(M*); = exp(—AA;)(1 + Alfr,y)) sont d’espérance 1 pour
tout A\. Oron a

E(2%) 2 E[2* (3,00 2 (1 + ) P(41 =0) % 4o

si P(/il = 0) > 0. Du fait que E[Z*] = 1, cette derniére probabilité est nulle

et 2> =% 0 ps- donc la famille (Z*) n’est pas uniformément intégrable et
I’on a la premiére assertion.
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e Soit N une martingale locale continue nulle en 0, orthogonale 3 X. Soit (T,)
la suite de t.a. définie par T, := inf{¢,|N;| > n}. Considérons la famille

2
2 = e(AN™), = exp(ANT™ — (N, N)}")

‘Soit B := inf{t,(N,N)T > 0}, alors B est prévisible et (N, N)™"8 =
puique N est continue. Donc N™*AB = 0 et sur {(N, N)T =0} on a NI* =
et 2} =1.

De méme que dans le paragraphe précédent la famille (Z*) est uniformément
intégrable si et seulement si la famille (Z'\l((N,N)}"';eO)) Pest aussi. Or

0
0

E[ZAI((N,N)Z'";&o)] = P((N,N){* #0)

et
A=0c0

A
2l (wnyngo) — 0
Donc (Z*) n’est pas uniformément intégrable et ’on a la seconde assertion.
e Soit Y une v.a. prenant une infinité de valeurs et telle que o(Y) et o(X;)

soient conditionnellement indépendantes par rapport & F; pour tout ¢ € [0,1].
Soit (Bi)py une suite dénombrable de boréliens deux a deux disjoints telle que:

si Ax := (Y € By) alors ay := P(Ag) > 0. Nécessairement ay =20.

Posons Z(k) := Z.III 4x; Z(k) est une v.a. positive d’espérance 1 et la mar-
tingale associée E[Z(k)|F] est orthogonale & X en vertu de 'indépendance
conditionnelle :

E[Z(k)X1|F:] = E[Z(k)|F)E[X:|F] = E[Z(k)|Fi] X,

Ainsi Z(k) € D(P) et (Z(k))py n’est pas uniformément intégrable.
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