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CORRECTIONS A:
“SUR LA CONVERGENCE D’INTEGRALES ANTICIPATIVES”

GLADYS BOBADILLA, ROLANDO REBOLLEDO ET EUGENIO SAAVEDRA

M. Luca Pratelli a découvert une erreur trés sérieuse dans notre note publiée dans
le volume XXVI du Séminaire (voir [1] et la note de Pratelli dans ce volume). En
effet, si 1'on reprend les notations de [1], les conclusions du Théoréme 1.1 et des
Corollaires 2.1 et 2.2 concernant la convergence en probabilité d’une suite d’intégrales
stochastiques, sont fausses.

La convergence en probabilité des intégrales de Skorokhod reste un probléme ou-
vert. Ce mode de convergence semble ne pas étre adapté & la nature méme d’une
intégrale anticipative. Cependant il est possible d’étudier ces intégrales avec une
topologie différente, la topologie faible réguliére sur L*(2) que nous empruntons &
Nualart et Rebolledo:

Définition 1. Une suite de variables aléatoires (Z™)nen de carré intégrable converge
vers Z € L%(S2) au sens de la topologie faible réquliére w'? si

lim E(Z"F) = E(ZF),
pour toute variable F € D2,

D’apres la définition méme de I’opérateur intégrale de Skorokhod § donnée dans
[3] il en résulte sa continuité comme une application de Dom §, muni de la toplogie
faible o (L2(2x [0, 1]), L*(£2x [0, 1])) dans L?(£2), muni de la topologie faible regulitre.
De sorte que le théoréme de convergence “& la Lebesgue” concernant I'intégrale de
Skorokhod peut étre enoncé comme suit:

Théoréme 1. Soit (u")nen une suite d’éléments de Dom § telle que

(a) elle soit uniformément intégrable par rapport d la mesure produit dPdt sur
2 x [07 1];
(b) u™ converge vers u € Dom é en mesure dPdt sur 2 x [0,1],

alors 8(u™) converge vers §(u) au sens de la topologie w'2. En outre, la convergence
a lieu au sens de la topologie faible o(L?(S2), L*(R)), dés que les intégrales §(u™) sont
uniformément bornées dans L%(R).

Preuve. En effet, il suffit de remarquer que les hypothéses entrainent la convergence
faible o(L*(2x[0, 1]), L*(22x[0, 1])) de u™ vers u, d’olt il en résulte la w'?~convergence
des intégrales.

Par ailleurs, si sup, ||6(z")]]2 < oo, étant donné que I’ensemble des variables
aléatoires réguliéres est dense dans L?(1), la convergence faible w!? de la suite §(u™)
équivaut & la convergence au sens o(L%(2), L*(Q)). O

Si l'on considére maintenant une suite u*(t) = F™ = n~!sin(nW;) comme fait
Pratelli, on pourra remarquer que les intégrales §(u™) vérifient

8(u™) = n~'W; sin(nW;) — cos(nW}), 1)
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mais E(5(u™)G) = ]E(/ol D,G n~'sin(nWy)ds) < n7H|Glly,2, @

pour toute variable G € D2,

Par conséquent, de (1) on déduit que la suite d’intégrales ne converge pas vers 0 en
probabilité, tandis que (2) montre sa convergence vers 0 au sens de w'?, et méme au
sens o(L?(2), L*(£Y)) puisque ||6(u™)]|2 est uniformément bornée. 1l s’agit donc d’un
exemple élémentaire qui prouve que la convergence en probabilité est strictement plus
forte que la convergence faible dans L%(02).

Malheureusement, il semble que ’on ne puisse espérer mieux de l'intégrale de Sko-
rokhod: la convergence en probabilité est attachée aux semimartingales. A ce sujet,
considérons un cas trés particulier: celui des processus %, qui sont prévisibles par
rapport & une méme filtration plus grosse G satisfaisant en outre:

(a) W est une semimartingale par rapport a G;
(b) l'intégrale de Skorokhod de ulpy existe pour tout ¢ € [0,1] et admet une
décomposition

bulog) = (u- W)~ [ D7u(s)ds, ®

ou u- W est l'intégrale stochastique habituelle.

Appellons U(G) cette classe des processus qui n’est pas vide: elle contient au moins
les processus simples de la forme

n
u=Fylp + ZFillt.-,tﬂl]r 4)

i=1
ol chaque F; = fi(Wai,... ,Wyi) € D'?2, les fonctions f; étant de classe C;°. La
construction de la filtration G pour ce type de processus est faite dans [2].

Si 'on applique alors le théoréme de convergence dominée de 'intégrale stochas-

tique habituelle (voir par exemple [4], p.145) on obtient immédiatement le résultat
suivant, dont nous omettons la preuve.

Théoréme 2.

. S0it (u")nen une suite d’élements deU(G) telle que les couples (u"(s), Dy u"(s))

soient uniformément bornés et convergent presque sirement vers (u(s), D;u(s)), ou
u € U(G), alors §(u™1y,) converge uniformément en probabilité vers §(ulpy).

Un cas particulier important du théoréme précédent est obtenu lorsque la suite
(u™(s), Dy u"(s)) converge presque stirement vers (1,0): cela donne la convergence en
probabilité de la suite d’intégrales vers le processus de Wiener.

De manitre analogue, on pourrait traiter I'intégrale de Stratanovich & partir de
l'intégrale de Skorokhod. Cependant, les conditions sous lesquelles on peut relier les
deux intégrales sont si fortes qu’elles enlévent tout intérét & I’étude de la convergence
en probabilité. Dans ce cas il est encore plus évident qu’une telle topologie n’est pas
adaptée & la nature de l'intégrale.
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