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Hypercontractivité pour les fermions, d’aprés Carlen-Lieb

par Yaozhong HU?!

0. Introduction. Nous présentons la démonstration de la conjecture de Gross sur
I’hypercontractivité fermionique, donnée récemment par E. Carlen et E. Lieb. Nous
commengons par expliquer les notations et poser le probleme.

Algébre de Clifford. Nous considérons l'espace de Hilbert complexe H = L%(f), ot
(2, F, IP) est Pespace de Bernoulli & v points. Cet espace admet une base orthonormale
z 4 indexée par les parties A de {1,---,v}, ol z4 = 1 (aussi appelé le vecteur vide et
noté 1), ol z; est la i-itme v.a. de Bernoulli, et z 4 est le produit des v.a. z; pour i € A.
L’intégrale d’'une v.a. X =Y , caz 4 est JE(X) = cy. On a une involution naturelle sur
H pour laquelle les z 4 sont des éléments réels. La multiplication ordinaire de deux v.a.
correspond & la table

TATB = TAAB -

On peut munir H d’une autre multiplication associative, le produit de Clifford, pour
laquelle

zazp = (-1)"4B)z 40,

n(A, B) étant le nombre d’inversions lorsqu’on écrit & la suite les parties A puis B.
Cette multiplication posséde la propriété

Tiz; + iz = 26,',’ ,
et plus généralement, si f et g sont deux éléments du premier chaos

fo+ef=2(f,9)1,

ou (f,g) est le produit scalaire (bilinéaire) usuel.

On note A, ou simplement A I’espace H muni de cette multiplication (c’est I’algébre
de Clifford standard de dimension 2”), et on considére A comme une sous-*-algébre de
L(H) en identifiant un élément de A & P'opérateur de multiplication & gauthe corres-
pondant. Comme X1 = X on a une représentation fidtle de l’algébre. On voit en
particulier que A admet une norme de C*-algébre. Sur A P’involution naturelle de
L(H) se lit 2% = (—1)"“4Az 4. Puisque M est un espace de dimension finie, on peut
considérer les éléments de A comme des matrices.

Considérons ensuite I'intégrale. La matrice de 'opérateur de multiplication a gauche
par z g est facile & calculer, et en particulier sa diagonale est < z4,zpz 4 >= 0 quand
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B#0et =1quand B =0, c’est & dire Tr(zp) = 2" E(z ). Par linéarité cela s’étend
A tous les éléments de A. En particulier on a toujours

E(XY)=EYX).
Enfin,si X =) ,caza,0na

X*X = ZEACB(—I)"(A’B)IAAB ,
AB

et donc IE(X*X) =Y , |ca|?. Plus généralement ona (Y, X ) = IE(Y*X). On voit que
Despérance définit un état fidele, et que I’espace L2(A) (voir ci-dessous) est isomorphe
aH.

Le probléme. Nous pouvons définir la norme L? sur ’algébre A par la formule
IXll, = E(1X[P)/?  en posant |X| = (X*X)'/*.

1l n’est pas évident que cela soit une norme! consulter Dixmier [3], Segal [12], Yeadon
[14]. A la limite p = oo c’est la norme usuelle d’opérateurs, et on a comme dans le cas
commutatif 'inégalité de Holder, et le dual de L? est exactement L? (g sera ’exposant
conjugué de p). On a toujours || AB|, < [|Allp || Blleo- On définit, pour > 0, la
deuxiéme quantification de ’opérateur al par la formule

M(a)zs =alllz,
ol |A| est le nombre d’éléments de A, et on se propose de montrer le:
Théoréme principal. Pour 1l <p<p'eta?<(p—-1)/(p'—1)on a
(1) IT(e) X flpr < 11 XMl -

Ce résultat vient d’étre démontré par Carlen et Lieb [2]. Il figurait comme conjecture
dans un article de Gross [5] ol est établi un résultat plus faible: le théoréme est vrai
quand o? < ((p—1)/(p'—1))'°83. Pour cela, Gross avait besoin d’un résultat plus ancien
[4], ol ce théoréme est établi pour p = 2 et p' = 4. Wilde [13] a prouvé un résultat plus
faible que la conjecture pour a? < ((p — 1)/(p' — 1))°820+V5) Lindsay [7] a prouvé
la conjecture de Gross pour les cas p = 2, p' = 2™, et Lindsay-Meyer [8] pour les cas
p =2, p' = 2m. Nous allons présenter ici le travail de Carlen et Lieb en rassemblant
tous les éléments nécessaires pour la démonstration, et en simplifiant certains lemmes.

Je suis reconnaissant & P.A. Meyer qui a soigneusement relu cette note et m’a signalé
quelques erreurs dans la premiére rédaction. Je remercie également E. Carlen pour des
discussions qui m’ont aidé & comprendre ’article.

Principe de la démonstration. 1l faut savoir que Gross a donné une équivalence entre
'inégalité d’hypercontractivité (1) pour X autoadjoint et l’inégalité de Sobolev logarith-
mique

@ (X log X)) - [ X3 log 1], < 22 < x,wx71 >
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et —N est le générateur du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, P, = e~*™N = I'(e™*).
Alors on a les étapes suivantes:

— On se rameéne d’abord & vérifier (1) pour un opérateur X positif.

— On démontre la conjecture de Gross pour 1< p<2, p' =2 par récurrence sur la
dimension v.

— Par dérivation on montre une inégalité de Sobolev logarithmique, qui n’est pas
tout a fait celle qu'il faut.

— On transforme cette inégalité pour obtenir (2).

1. Réduction au cas X > 0.
1) Nous avons besoin d’une formule pour I'(a). Soit y;,...,y, un second systéme
de variables de Bernoulli anticommutatives telles que

ziy; +y;zi =0.

On note par Z lalgtbre engendrée par z,,...,2,, y1,...,Y,. Remarquons que les
vecteurs z; = az; + V1 — a? y; sont libres et satisfont & la méme relation d’anticommu-
tation que les z;. Il existe donc un isomorphisme d’algeébre R, de A dans Z tel que
Ro(zi) = z!, et on a pour X € A
(3) | Ra(X) llpr =11 X llp
(4) Rqo(1X]) =| Ra(X) | .
Enfin pour X € A (X est un polynéme en les z;) on a la formule, analogue & la formule
de Mehler,

I'(a)X = EapRq(X) ,

ou E 5 est I'espérance conditionnelle sur Z par rapport a la sous-algébre A,

FEa(zayp) =24 si B=0, =0 sinon.

Lemme 1. Pour Z€ Z2,1<{p<oo,ona
IEAZll, < VEA(Z) 121 EA(Z*) 117 -

Démonstration. La décomposition polaire de Z (considéré comme une matrice) per-
met d’écrire Z = U|Z|, |Z| = U*Z pour un certain opérateur U de norme < 1 (une
isométrie partielle). On a U*U|Z| = U*Z = |Z|, donc |Z|U*U|Z| = | Z|?, et 'opérateur
positif U|Z|U* a pour carré U|Z[2U* = ZZ*. Autrement dit

UZ|U* = 2% .

1l en résulte que Z,Z*,|Z|,|Z*| ont méme norme dans tous les L*.
D’autre part, comme le dual de LP(A) est LI(A) il existe X € A tel que || X ||, =1
et que

IEa(2)ll, = E[XEaZ])=IE(XZ).
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A nouveau on écrit X = V|X| pour une isométrie partielle V € A. Alors on a en
utilisant le fait que IE est une trace
IEA(2) |, = E(XZ) = E(XU|2|) = E(VIX['?|X|'?U|Z|'/?|2|'/?)
= E(X|'?U|Z)?| 2] PV IX |12 5
on majore cela en appliquant l'inégalité de Schwarz | IE(AB) | < E(A*A)\?E(B*B)/?
(et IE(A*A) = [E(AA¥)) avec A = |X|*/?U|Z|'/2, B = |Z|'/?V|X|*/?:
< (BOXI"?U 121 U)X M2 EX V2| VX))
= (E(X|(UIZ|U")XE(VIXIV*)|2])'/?
= (E(|X| Ea(U|1Z|U*))/(EVIX|V* Ea(12)))'/?;
on applique l'inégalité de Holder, et le fait que || VIX|V* ||, < || |X]]l; <1
< NEaUIZIT) I32IEA(12D) 137 = 1EA(Z* ) 121 EA(21) 13/

d’apres la relation U|Z|U* = |Z*|. Cela démontre le lemme.

2) Nous utilisons le lemme 1 pour montrer que, si I'inégalité (1) est vraie pour |X|,
elle I’est aussi pour X. On a en effet

IT(@)X [l = | EaRa(X)llpr
< EalRa(XIEa(1R(X)* ) 137
= |EaRa (X)) I} I EaRIX* DN (cf. (4))
= | T(a) IX 12N () IX* 3/ < XTI 01X *TIR2 = N X Ml -

2. Démonstration d’hypercontractivité pour 1 < p < 2, p' = 2. Nous avons le
droit maintenant de supposer X > 0. Nous allons raisonner par récurrence sur v — en
admettant le cas ¥ = 1 qui est commutatif, classique, mais non trivial. Nous utiliserons
en outre I'inégalité suivante:

Lemme 2. (Ball-Carlen-Lieb). Si A, B sont des matrices (m,m), on a pour 1 < p <2

5) (Tr(lA + B|P) + Tr (|4 — BJ?)

/2
: ) 2 (T (AP + (o= YT (B)Y

En fait nous n’utiliserons ce lemme que dans le cas o A + B > 0, et nous donnerons
plus loin (lemme 2) la démonstration assez simple dans ce cas particulier.

Pour alléger les notations nous écrivons z, = z. L’opérateur X s’crit U + zV, on
U et V sont dans l'algébre A,_; engendrée par z1,...,z,-1. On a I'(a)X =T(a)U +
azl(a) V, deux termes orthogonaux, donc en utilisant ’hypothése de récurrence

(6) I T(e)X]I7 = | T(a) U + azT(a) V ||} = | F(a) Ul|3 + |a* [T (e) V |13
<NUIZ + o VIR < WUIE + (e - DIV -
Pour estimer ||X||, nous introduisons C = z,...z,_;; on a C*C = CC* = 1, donc

ICll, = 1. On note z' = zC, W = C*V, qui appartient & A,_;. Alors C anticommute
et ' commute avec tout z; pour 1 <i < v—1. Donc Palgebre engendrée par z' et A, _;
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est isomorphe a un produit tensoriel et z' se comporte comme une variable de Bernoulli
ordinaire, c’est & dire que 'on a pour X = U + z'W

X1 = 5 (BAU + Wy + B(U-W|p) .

Comme X = U + z'W > 0 on peut écrire U + z'W = (R + 2'S)(R* + 2'S*), et on en
déduit que U+ W = (R+ S)(R* £ 5*) > 0. Par (5)on a

(M X153 2 WUI; + (= DIWIE = U7 + (p - DIWI; -

Comme || W ||, = || V; || la récurrence découle alors des inégalités (6) et (7).

3. Une inégalité de Sobolev logarithmique. Sur I’algébre commutative engendrée
par un seul opérateur autoadjoint, les normes L™ se comportent comme les normes L™
usuelles associées & une mesure. On démontre alors sans peine l'inégalité suivante, ou
X est autoadjoint

(8) ;j; 1X1lp = (1/p) 1X1l,7 (E(1X P log |X|) — | X |[5 Iog | X I, ) -

Le résultat d’hypercontractivité établi & 1’étape précédente entre les exposants p < 2 et
2 donne en passant & I’adjoint un résultat d’hypercontractivité entre les exposants 2 et
q > 2, soit

IT(e™)X 117 < IXI 4o -

Puisque les deux cotés sont égaux quand t =0, on a

d _ d
FITEIXNE oo S G IX e fico -

Mais on a

d -
= IT(e™)X 12

d -t —t
o % < T(e™HX,T(e )X >It=0

|t=0=
=< X dF X
=< ,—t' (e ) >|t=0
=-2< X,NX > .

On peut calculer £ 1X1I3.-2 |e=0 par (8), et on obtient

(9) E(|X[*log|X|”) - IX|I3 log | X || < 2 < X,NX >
Puisque X > 0, nous pouvons remplacer X par X P/2 dans (9), et obtenir
(10) E(X?log X) — || X[} log | X ||, < (2/p) < X?/?, NX?/? >
qui était le but de cette étape.

4. Amélioration de l'inégalité. On veut déduire de (10) la vraie inégalité de Sobolev
logarithmique (2), c’est & dire

2 -
E(X?log X) — || XI5 log [1Xl, < pﬂl——l. < X,N(XP"Y) > .



91

11 suffit évidemment pour cela de montrer q'ue
2
< XP2 N(XP/?) >< %’f‘% < X,N(XP~1) > .

Nous introduisons ’opérateur N; = a} a; ol a; est Popérateur d’annihilation correspon-
dant & ;. Pour calculer N;X on écrit X = U + z;V ou U,V ne contiennent pas z;, et
alors N;X = z;V. Comme on a N = }_;N;, il suffit de montrer:

Lemme 3. (Gross [5]). Soient X >0 et 1< p < co. Alors
2
< XPI2N(XP/?) >< -(pféz—)l— < X,Ny(XPY) > .

Cela sera fait plus loin.

5. Passage a I’hypercontractivité. Pour la commodité du lecteur, rappelons la
démonstration classique de Gross. On veut montrer que h(t) = || [(e™*)X||4) est une

fonction décroissante en ¢, ou g(t) = 1 + e?!(p — 1). Pour cela on montre 7 h(t) < 0.

Posons Y (t) = I'(e~*) X — pour simplifier les notations on ignore la dépendance en ¢
des fonctions ¢ et Y. Par (8) et un calcul de dérivation d’une fonction composée, on a

%h(t) = Yll;7¢ [(4/a) {E(Y " logY) — |V [|§1og ||V ||}~ < ¥,NY*™! >] .

p/2

, et nous verrons plus bas que < Y,NY?~1 > est positif
1 p

On a d’autre part ¢/¢ >
(cf. (14), (15)). Donc la dérivée est négative, et la démonstration est terminée.

6. Démonstration du Lemme 2. Nous allons recopier la démonstration simplifiée
donnée par Carlen et Lieb, pour le cas A+ B > 0. Cette hypothése entraine A+rB > 0
pour —1 < r < 1, et nous allons montrer que dans le méme intervalle

. —r 2/p
(mA+ B)“;Tr(A B)") > (Tr (47))*) + r*(p - 1) (Tr (IBP))*/7 .

Soient Z et W les matrices (2m,2m)

A0 B 0
=05 - w6 5)
Alors I'inégalité & démontrer peut s’écrire
(Te(Z +rW)P )22 2 (Te (29))*/7 + v (p — 1) (Tr (IW]P))*/7

Les deux membres sont égaux pour r = 0, ainsi que leurs dérivées premiéres (voir (12)
plus bas). Il suffit donc de démontrer une inégalité sur les dérivées secondes. La dérivée
seconde du coté droit est 2(p — 1)(Tr |W|P)?/?. Du cété gauche, notons Tr(Z + rW)?
par ¥(r); comme i est positive on a

_d:_(,/,(,-))?/p > gw(,.)ﬂ—p)/r ¥"(r)
dr? - p .
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1l nous suffit de montrer que dans lintervalle ouvert ] — 1,1]
Y(r)@ PP Y(r) 2 p(p - 1)(TeWIP)2/? .

Nous mettons cela sous la forme suivante: Posons X = Z +rW > 0et Y = W, deux
opérateurs autoadjoints; nous supposerons d’abord X > ¢ > 0 et (X + sY)? est bien
défini pour s petit. On pose donc 3(s) = Tr(X + sY)? et on va montrer:

(11) Y(r) BRI (r) |, o2 plp — )(THY[P)2/7 .

Le cas o X > 0 s’obtient par passage & la limite. Nous commencons par évaluer
¥(0), en utilisant la remarque suivante: sur I’ensemble des opérateurs A autoadjoints,
considérons une fonction réelle h(A) qui est conveze, c’est & dire h((A+B)/2) < (h(A)+
h(B))/2, et unitairement invariante, c’est a dire h(U* AU) = h(A) pour U unitaire ; alors
pour n’importe quelle base orthonormale (¢;) on a h(A) > h(A4), 'opérateur dont la
matrice est diagonale dans la base avec les mémes éléments diagonaux que A. En effet,
soit U, la réflexion unitaire qui change e; en —e; en conservant les autres e;, et soient
A, =UFAU,, B, = (A+A,;)/2; 0on a (h(A)+h(4,))/2 = h(A), donc h(A) > h(B,); or
B, s’obtient en remplacant par 0 tous les éléments non diagonaux de la premiére ligne
et de la premiére colonne. On obtient le résultat en faisant de méme successivement
pour les autres vecteurs de base. En particulier, pour h(A) = Tr(|A|?) on obtient que
pour X autoadjoint positif on a dans toute base orthonormale

$(0) =Tr(X?) 2 ) ok

Pour minorer de méme $"(0), le raisonnement est plus délicat, et utilise le fait que
1 < p £ 2. On rappelle d’abord que pour tout opérateur borné A et toute fonction F(z)
holomorphe au voisinage du spectre de A, on a pour tout opérateur A’ suffisamment

proche de A
n_ 1 F(z2)dz
F(A)—Zivr c z—A""’
ot la courbe C entoure le spectre de A. On en déduit pour A' = A, = A+ sY, en
prenant la dérivée D = f—,|,=o

1 1 1
DF(A’)—_-EF-/C_Z_:—IYZ—AF(Z)dZ.

En utilisant la propriété centrale de la trace, on a donc

DTx(F(A,)) = Tr( -2% i %)Y) = Tr(DF(A,)Y) .

Nous appliquons cela avec F(z) = z”, holomorphe au voisinage du spectre de A =
X+rY >0

(12) (—id;’rr((x +rY)P) = pTr((X + rY)PlY) .
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Ensuite, nous utilisons la représentation intégrale, valable pour 1< p<2 et pour a>0
(pour Pétablir, poser t = au)

* IO |
a? ! = c,,/ tr-1 (— - ) dt
° t t+a

et qui s’étend aux opérateurs A > 0 par calcul spectral. Lorsque A= A, =X +rY on
en déduit la formule

1 1

d
— p-1 _ Pl Y
r(A,) c,/o t

dt
t+A, t+A,

et & nouveau en utilisant la propriété centrale de la trace

*° 1 1
"0)= PRIy —Y——Y ) dt .
b ”c’/o f (t+X t+X )
Nous laissons maintenant Y fixe, et désignons par h(X) le second membre. Montrons

que h(X) est une fonction convexe en calculant la dérivée seconde dl:; h(X +rK)|r=0
pour X > 0 et K autoadjoint. D’abord, posons G, = (t + X +rK)~!, G = Gy; nous
avons G!. = —G.HG,, donc la dérivée premiére de Tr(G,YG,Y) est

~Tr(G.KG,YG,Y +G,YG,KG,Y)

et la dérivée seconde en 0 est

2T(GKGKGYGY + GKGYGKGY + GYGKGKGY)
= Ty(2GKGY GY(GK) + GKGYGKGY + GYGKGY (GK) + 2GYGKGKGY)

ol les deux parenthéses ont été déplacées & droite d’aprés la propriété centrale de la
trace. Posant B = KGY, 'expression s’écrit

Tr(2GBGB* + GBGB + GB*GB* + 2GB*GB) =
Tr(GBGB* + G(B + B*)G(B + B*) + GB*GB) .

Le premier terme peut s’écrire Tr((vVGBVG) (VGB*V/G)), il est donc positif; le troisieme
de méme. Enfin, le terme central s’écrit

Tr((VG(B + B*)VG) (VG(B + B*)VG))

qui est aussi la trace d’un opérateur positif, et la convexité est établie.

La fonction h(X) n’est pas unitairement invariante, mais elle satisfait 3 A(X) =
h(U*XU) pour les unitaires qui commutent avec Y. Placons nous dans une base (e;)
ou Y est diagonale, et remarquons que les réflexions de la démonstration précédente
sont aussi diagonales, donc commutent avec Y. Le raisonnement montre alors que ’on
minore $"(0) en remplagant X par la matrice diagonale (z;;). Mais pour cette matrice
ona Te(X +rY)P = 3 (zii + ryii)P avec ¥"(0) = p(p — l)z,-a:ffzy?,». Il reste donc
seulement & prouver (voir (11)) que

(X, P 227 2 (3 wal?)e .
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Cela se déduit de l'inégalité de Holder appliquée aux exposants conjugués 2/p et 2/(2—p)

et aux suites a; = y"/_z"(""”)/2 b; = f'(""r)/?

Démonstration du Lemme 3. Nous suivons l'idée de Gross [5], mais nous pou-
vons simplifier la démonstration en remplagant des arguments combinatoires par des
raisonnements analytiques.

Rappelons qu’étant donnés X > 0 et p €]1, 0o, on veut démontrer

2
< XPI2 Ny(XP/?) >< %’Z_?ll- < X,Ny(XP > .

Comme au 1° 2, nous supposons que i = v, simplifions z; en z et posons X = U + zV
avec U,V € A,_;. Alors N, X = zV. Comme 'opérateur de nombre total N n’apparait
plus, nous simplifions aussi N, en N. Enfin, puisque X > 0, par continuité, on peut
supposer que X > ¢ pour un € > 0.

Soit W la réflexion unitaire définie par Wz 4 = —z4siv € Aet = z4si v ¢ A.
OnaW*U-+2zV)W =U —2zV,donc U —zV > ¢ > 0 ; on en déduit que U, zV
sont autoadjoints et U > 0. On pose pour s € [-1,1] X(s) = U + szV > €. Ensuite
z2 = let 224 = —2 47 pour |A| impair et Tz4 = 24 pour |A| pair. On en déduit
que pour k entier X(s)* = P(s) + zQ(s), ot P(s) (resp. Q(s)) est une fonction paire
(resp. impaire) de s & valeurs dans A,_;. Cela s’étend & toute fonction analytique h 2
valeurs dans A, _;, et on a

Nh(X) = 2zQ(1) = 3(A(X(1)) - h(X(-1))) .
Donc

N(Xx*/?) =1 (X(l)’/z — X(-1)r/2) =1 / 1 %X(s)”/z ds .
-1

D’autre part, pour Y = A+ zB avec A, B€ A,_;ona <Y,NY >=< zB,zB >=
[| NY ||3, donc

1
<XPLNXP) > = INXPPIE = 4] [ X6l
-1

2

v od vod
1 4 5yl <1 4 /2|2 gs
<3([ngxerma) < [ 1gxer
D’autre part

1
<X,N(XP)>=1 / < NX, -d;X(s)”"’ > ds
-1

1 / <L), Lx(spt > ds .
)., " ds "ds
Donc le probléme se raméne & démontrer que

(13) I xprme < P2 < Lxe), Lx(ey >
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Ceci n’a plus rien & voir avec les fermions : on va prendre X(s) = U 4+ sW, ou U et
W sont des matrices avec U + W > ¢, et le produit scalaire est < X,Y >= Tr(X*Y).
En remplagant U par U + sW, il nous suffit de considérer la dérivée en s = 0, sous
I’hypothése U > 0, W autoadjointe arbitraire.

Puisque X (s) > 0 pour s petit, on peut écrire X(s) sous la forme e¥Y(®), ot Y(s) =
log X (s) est une série en s a coefficients matriciels. D’autre part nous n’avons besoin que
des dérivées premiéres en s = 0. Par conséquent, il suffit de prendre les deux premiers
termes de la série, et nous pouvons & nouveau remplacer Y'(s) par U + sV avec U > 0,
V autoadjointe. Pour une telle fonction X(s) = eV+*V nous avons d’aprés une formule
classique (voir le Séminaire XXIV, p. 454)

d Y-
.‘EX(S) |‘=0=A e !)UvetUdt

d /2 P [ a-0puy tpU
E;X(s)" |‘=0=§/; e Ve'? dt

d -1 L =01V 1 tp-1)U
X | og= (- 1)/0 1=00-1U 17 =1}V gy
Nous pouvons alors calculer les deux cotés de (13). Le coté gauche vaut
1.1
’I‘r/ / er;rU/ZV&,(l—r)pU/2c(1—:);:U/2‘/ve.apU/Zdrd‘s
0 Jo

et en posant r + s = 2z, r — s = 2y nous sommes ramenés a I’expression
1/2 1
(14) 2(/ h(z)2zdz +/ h(z)2(1 —z)dz) avec h(z) = Tr(e*PVVe(1-2)PUY)
(] 1/2

En utilisant la propriété centrale de la trace, il est facile de voir que h(z) est positive.
De la méme fagon, le c6té droit vaut

1 p1
'IY/ / e1'U/2Ve(l—r) U/2e(l—c)(p—l)U/2Vel(p—l)U/2drd8 ,
0 Jo

et se calcule en posant r + s(p — 1) = pz, r — s(p — 1) = py; si 'on a p > 2 l'intégrale
s’écrit
1-1/

p? 1/p
(15) _26—_1) (./o h(.’l:)2$d$ +[/

1

ph(:c)(2/p)dz+/l h(z)2(1 - z)dz) .

1 -1/p

Pour p < 2 0onal-—1/p < 1/p et les réles de ces deux quantités sont échangés (y
compris dans l'intégrale du milieu); dans les deux cas, l'intégrale (15) est positive, ce
qui établit un résultat utilisé plus haut.

Maintenant, on peut comparer les fonctions qui multiplient h(z) dans les deux
intégrales (14) et (15), sur chacun des trois intervalles d’intégration, et la seconde est
partout plus grande que la premiére. Le coefficient en téte de (15) est pg/2 dont le mini-
mum est 2, le coefficient en téte de (14). Les majorations sont vraiment élémentaires,
et nous ne donnons pas le détail.
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