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Convergence en loi de variables aléatoires et de fonctions aléatoires,
propriétés de compacité des lois, II.

X. Fernique, Strasbourg.
0. Introduction.

Dans un travail précédent [6], j'ai étudié des propriétés de convergence en loi de
fonctions aléatoires, continues ou cadlag, A valeurs dans les espaces lusiniens. J'ai
montré en particulier que dans de nombreux cas ([6], théoré¢me 3.2.1), ces convergences
en loi étaient en fait associées 2 des topologies lusiniennes ; les résultats présentés utili-
saient essentiellement les relations entre compacité relative et propri€tés de tension pour
les ensembles de mesures positives bornées. Dans le travail présenté ici, nous reprenons
le méme sujet sous le nouvel aspect suivant : améliorer les techniques pour le maniement
des fonctions aléatoires A valeurs dans les espaces lusiniens (cf.[S]) pour pouvoir utiliser
la convergence étroite de leurs lois méme lorsqu'elles ne sont pas tendues.

Soient E un espace complétement régulier et M;(E) I'ensemble de ses mesures
positives bornées ; soit A une partie de M;(E), on suppose qu'elle est bornée et tendue

aux sens suivants :
(0.1) 1l existe un nombre M tel que sup{p(E), pe A} <M,
(0.2) 1l existe une suite (Ky, ne N) de parties compactes de E telles que

lim sup {K(E - Kp), peA} =0;

n—oo }
on sait alors que A est relativement compact pour la topologie de la convergence €troite.
Inversement, on sait aussi que si A est relativement compact pour cette topologie et si A
est polonais ([10]) ou si A appartient 2 certaines classes d'espaces lusiniens ([4]. Th.
1.6.5) ou méme 2 certaines classes d'espaces complétement réguliers plus généraux ([7]),
alors A est nécessairement borné et tendu ; on sait par contre qu'il existe d'autres classes
d'espaces lusiniens réguliers E dans lesquels A peut étre relativement compact pour la
convergence étroite sans étre tendu ([9]) ; c'est par exemple le cas si E est le dual faible
d'un espace de Hilbert séparable ([4], Exemple 1.6.4).

Les probleémes de fluctuation associés 2 certaines équations de Boltzmann et donc
a I'évolution des grands systémes de particules introduisent naturellement a 1'étude des
propriétés de compacité relative de familles de mesures positives bornées sur des espaces
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de Hilbert séparables E pour la topologie de la convergence étroite des mesures associée
2 la topologie faible de E ; c'est donc la situation ol les propriétés (0.1) et (0.2)
fournissent des conditions suffisantes et non nécessaires de compacité relative. On se
propose dans ce travail de présenter des conditions nécessaires et suffisantes de com-
pacité relative applicables pour tout espace lusinien régulier E (§1), de caractériser la
convergence étroite des suites de mesures positives bornées sur certains espaces
lusiniens réguliers (§2), de mettre enfin en évidence des propriétés particuliéres aux
suites tendues de mesures positives bornées sans étre nécessairement vérifiées par les
suites relativement compactes et non tendues (§3).

L'étude fournira dans un cadre assez général des criteres de convergence en loi
pour les fonctions aléatoires continues ou cadlag 2 valeurs dans les espaces lusiniens
(théoréme 2.3 et corollaire 2.4).

1. Compacité relative.

Dans ce paragraphe, on présente les résultats suivants :
Théoréme 1.1: Soient E un espace lusinien régulier et A une partie de M;(E) ; les

deux propriétés suivantes sont alors équivalentes :
@ A est relativement compact pour la topologie de la convergence étroite,
(i)  Pour toute suite décroissante {f,, ne N} de fonctions continues réelles bornées

sur E convergeant simplement vers zéro, ona :
im sup{ [fydp, peA} =0.

n-»

Corollaire 1.2 :  Soient F un espace de Fréchet séparable localement convexe et E =
F' le dual topologique de F muni de sa topologie faible ; on note {Vy, ne N} une suite
Jfondamentale décroissante de voisinages de l'origine dans F et {Bp, ne N} la suite crois-
sante des polaires respectifs des Vy dans E ; soit enfin A une partie de M;(E). Les deux

propriétés suivantes sont alors équivalentes :

()] A est relativement compact pour la topologie de la convergence étroite,
@) A estborné ; de plus pour toute suite croissante {Qy, ne N} de voisinages ou-

verts respectifs des By, on a : lim sup{u(E - Qp), ue A} =0.
N—oo
Remarque 1.3 :  Dans la situation du corollaire 1.2, toute partie compacte de E est

contenue dans I'un des By, ; dans ces conditions, une partie A de M;(E) est tendue et

bornée si et seulement si :
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(ii') Aestborné;deplusona: lim sup{u(E - By), pe A} =0.

N—)oo
Le corollaire 1.2 situe donc bien la différence entre les parties bornées et tendues et les
parties relativement compactes.

1.4 Démonstration du théoréme 1.1 : (a) l'implication (i) = (ii) est vérifiée dans
le cadre plus général ol E (non nécessairement lusinien) est completement régulier et ol
A est un ensemble de mesures de Radon positives bornées sur E ; sous I'hypothese (i),

fixons en effet € > 0, pour toute mesure L € A, il existe un entier n = n(y) tel que ffadp
<e;l'ensemble {m €A : Jfnu) dm < €} est alors une partie ouverte U(i) de A contenant

I ; A étant compact, on peut donc former un recouvrement ouvert fini {UQuy), 1<k<¢} ;
on pose alors n = sup{n(i), 1<k<¢} et on a pour tout élément p de A, [fy du <ede

sorte que (ii) est vérifiée.

(b) Nous prouvons maintenant I'implication inverse en plusieurs étapes en supposant E
lusinien régulier.

(b.1) Supposons pour commencer que E soit polonais et que A vérifie (ii) ; nous allons
montrer que A est alors borné et tendu, il sera donc relativement compact.

(b.1.1) Pour montrer que A est borné, il suffit pour tout entier n, de noter f I'application
de E dans R constante et égale A 1/n ; la suite {f,, ne N} tend alors en décroissant vers
zéro pour la convergence simple ; puisque A vérifie (ii), il existe un entier ng tel que
sup{ Ifno dp <€, e A} < 1eton aalors sup{W(E), pe A} <l/ng.

(b.1.2) Pour montrer que A est tendu, nous notons d une distance bornée continue et
complete sur E, nous notons aussi {xk, ke N} une suite dense dans E . Pour tout entier
k, nous définissons une application continue bornée fi de E dans R en posant :
fi(x) = inf{d(xj, x), j <k} ;
alors la suite {fx, ke N} tend en décroissant vers zéro pour la convergence simple et
puisque A vérifie (ii), on peut construire une suite croissante {kp , n€ N} d'entiers telle
que:
VneN, Vi €A, jfkn dus4n;
on pose alors Ap = {fi,, > 2-n+1) B, =E - A; ; on constate que :
VneN, Vit €A, p(Ay) < 201 jfkn dp<20l;

dans ces conditions, l'ensemble Ky = Mm>n Bm est fermé et totalement borné dans

l'espace complet (E, d), il est donc compactetona :
Vpe A uE-Kn) S X p(Am) S 27,

m2n
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de sorte que A est tendu ; l'implication (ii) = (i) est donc vérifiée si E est polonais et en
particulier si E est l'espace RN muni de sa topologie produit.

(b.2) Nous supposons maintenant que E est lusinien métrisable ; on peut donc supposer
({31, Th. I11.20) que E est une partie borélienne de RN = P.
(b.2.1) Si A est une partie de M; (E) vérifiant (ii) dans E, c'est a fortiori une partie de

M;(P) vérifiant (ii) dans P et qui est donc en fonction de la preuve (b.1) relativement

compacte dans M;(P) ; soit m adhérente 2 A dans M;(P), on va montrer que m appar-

tient & M;(E) ; soit en effet F une partie fermée de P ne coupant pas E ; il existe donc une

application continue f de P dans [0, 1] telle que f-1(1) = F; la suite {fy, ne N} des puis-
sances entieres f de f est alors une suite décroissante d'applications continues de P dans
[0, 1] convergeant simplement vers zéro dans E. Pour tout € > 0, la propriété (ii)
implique donc qu'il existe un entier n tel que :
V peA, [mdu<e,
on a alors aussi :
m(F) < [ dm < sup( [ dp, pe A} <e, mE)=0;
il en résulte :
m(P - E) = sup{m(F) : F fermé, Fc P-E}=0;
ceci montre que m appartient a M;(E) et donc que A est relativement compact dans

M; (E) pour la topologie induite par celle de W(P).

(b.2.2) 1 reste 2 montrer que A est aussi relativement compact dans M;(E) pour la topo-

logie étroite associée 2 la topologie de E et il suffit pour cela ([4], 1.6.1, cor.3) de
montrer que toute suite {ly, ne N} d'éléments de A convergeant dans M;(P) vers un

€élément m de M;(E) converge aussi vers m dans M;(E) ; on peut pour cela, suivant la

proposition II1.2.1 de [11] ou le lemme 2.1 de [2], utiliser la définition alternative des
topologies étroites sur M;(E) et sur M;(P) A partir des parties ouvertes et des parties

fermées de E et de P ([4], Th.1.6.3 (d)) ; pour toute partie ouverte U de E, il existe en
effet une partie ouverte Vde Ptelleque U=V nEetona:

m(U) = m(V) < lim inf pp(V) = lim inf pp(U) ;
soient X une partie fermée de E et Y une partie fermée de P telle que X =Y NE, on a
aussi :

m(X) = m(Y) 2 lim sup pp(Y) = lim sup pp(X),
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le résultat s'ensuit ; on a donc établi dans ce cas aussi l'implication (ii) = (i).

(b.3) Nous €étudions maintenant la situation générale. Soit A une partie de M:(E)

vérifiant (ii) ; fixons une application continue injective g = {gn, ne N} de E dans RN,
I'image g(E) est alors ([4], prop.1.2.1) une partie borélienne de RN et l'ensemble g(A)
des mesures images {g (1), pe A} des €léments de A par g est une partie de M;(g(E))

qui vérifie (i) dans g(E) ; la preuve (b.2) montre donc que g(A) est relativement compact
dans M;(g(E)) ; on notera que, puisque g est injective, I'application : L — g(jL) est aussi

injective ; ceci implique que pour toute suite {}iy, ne N} d'éléments de A, on peut fixer
une suite partielle {|p, ne N} et une mesure unique m = m(No) sur E telles que {g(Un),
ne No} converge vers g(m).

Soit maintenant f une application continue bornée de E dans R ; alors l'application g' =
(£, &) est encore une application continue injective de E dans RN de sorte que g'(A) est
encore relativement compact dans M; (g'(E)). Soit {jty, ne N} une suite d'éléments de A

et {1n, ne No(g))} la suite extraite A 1'alinéa ci-dessus ; alors {g'(jtn), ne No(g))} a le

seul point adhérent g'(m), elle converge donc vers g'(m) et on a en particulier puisque f
est continue bornée :

lim{ ff dpp, neNo(g)} = [fdm ;

ceci montre que la suite {1y, ne No(g))} converge vers m dans M;(E) de sorte que A est

relativement compact dans Mg(E) ; le théoréme est donc établi.

1.5 Démonstration du corollaire 1.2 : (a) Supposons la propriété (1.2 (i)) véri-
fiée ; notons {Qy, ne N} une suite croissante de voisinages ouverts respectifs des By ;
alors la suite des Fy = E - Qq est une suite décroissante de fermés tels que :

vneN,anBn=®, nneNFn=®, UneNBn=E;

pour tout n, il existe alors une application continue gy, de E dans [0, 1] telle que gn'l(O) =
Bpet go1(1) = Fy ; on pose :

VneN, f, = inf {gk, 1<k<n},

alors la suite {f;, ne N} est une suite décroissante d'applications continues de E dans
[0, 1] et chaque f;, est nulle sur By, de sorte que la suite {fy, ne N} converge simplement
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vers zéro. Puisque (1.2 (i)) est vérifiée, le théoréme 1.1 montre donc que pour tout € >
0, il existe un entier n tel que :

VupeA pn(E-Qn)=WFy) <ffadp<e,
de sorte que (1.2 (ii)) est aussi vérifiée.

(b) Supposons maintenant que A vérifie la propriété (1.2 (ii)) ; pour montrer que A véri-
fie alors (1.2 (i)), il suffit de montrer qu'il vérifie (1.1 (i)). Soit {fy, ke N} une suite

décroissante de fonctions continues réelles bornées par 1 sur E convergeant simplement
vers zéro. Fixons € > 0 et posons M = sup{lL(E), p€ A} < e ; puisque chaque By, est
compact dans E, la suite (fy, ke N) converge uniformément vers z€ro sur chaque By, et
on peut donc construire une suite croissante d'entiers {ky, ne N} telle que :

V neN, V xe By, fx,(x) < &/2.

L'ensemble Qp = {x€E : fi (x) < €/2} est alors un voisinage ouvert de Bp et la suite
(Qn, ne N) est croissante ; la propriété (1.2 (ii)) montre donc qu'il existe un entier n tel
que:

VueA WE-Qy)<e/2;
on aura alors aussi :

V peA, jfkn dp< iEfkn dp + j fi, dp < (e/2) suplf] + (e/2) WEYM) <€
E-Q, Qp

ceci implique que A vérifie la propriété (1.1 (ii)) et le théoréme 1.1 montre qu'il vérifie
aussi (1.2 (i)). Le corollaire est donc établi.

2. Convergence étroite de mesures positives bornées
sur certains espaces lusiniens réguliers.

2.0 Les problemes de convergence en loi associés a des équations différentielles
stochastiques peuvent conduire 2 la situation suivante (cf. par exemple [12], chapitre 2) :

E est un espace lusinien régulier ; F est un espace vectoriel d'applications conti-

nues de E dans R engendrant sa topologie ; {i1n, ne N} est une suite de mesures posi-
tives bornées sur E vérifiant la propriété suivante :
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2.0.1 V feF,lasuite {T(uy), ne N} des images des i par f est une suite de mesures
positives bornées sur R convergeant étroitement vers l'image T (1) de p = o par f.

2.1  Ce schéma se rencontre par exemple dans 1'étude des suites de mesures positives
bornées sur un espace vectoriel topologique E lusinien pour une topologie de dualité avec
un espace vectoriel topologique F ; en effet les applications : x = y(x) =(x, y), y €F,
forment alors un espace vectoriel d'applications continues de E dans R engendrant sa
topologie. On sait alors ([11] prop. IT1.5.1 ; [8], exemple 8.10) que dans cette situation,
pour qu'un filtre E de vecteurs aléatoires a valeurs dans E converge en loi vers un
vecteur aléatoire X a valeurs dans E, il faut et il suffit que pour tout yeF, le filtre (y, E)
des images des ensembles de E par y converge étroitement (sur R) vers (y, X).

Pour étendre le résultat 2.1, le probléme est de comparer dans le cadre général 2.0
la topologie E de la convergence étroite des mesures 2 la topologie E' apparemment
moins fine définie par les convergences étroites des mesures images T (i), f € F et donc
par le systéme des entourages

(v & M :1] e [Fleo- [ g0 (Flwo <1}
ol f parcourt F et g parcourt I'ensemble des fonctions continues réelles bornées sur R.
Théoréme 2.2: Les deux topologies E et E' définies ci-dessus sont identiques.
Démonstration : L'injection canonique de (M;(E), E) dans (M;(E), E') est continue
de sorte qu'il suffit de montrer que tout filtre & sur M;(E) convergeant vers un élément
m de M; (E) pour la topologie E' converge aussi pour E ; nous opérons en deux étapes.
(a) SiE =RP etsiF est I'ensemble des applications t : x — i tj Xj, te RP, la propo-

i=1

sition II.5.1 de [11] s'applique et fournit le résultat.

(b.1) Dans le cas général, si le filtre ® converge vers m pour E', la preuve (a) montre
que pour tout entier p et toute partie finie f = (fy,...,fp) de F, le filtre T(®) converge
étroitement vers f (m) dans M;(RP) ; ceci implique que pour tout entier p, tout élément f

= (f1,...,fp) de FP et toute partie ouverte U de RP, on a :
lim infye @ u{f-1(0)} 2 m{f1(V)} ,
lim Wy o(E) = limpe o u{f-1(RP)} = m{f-1(RP)} = m(E).
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(b.2) On note C la classe des parties de E définie par C = {£-1(U), U ouvert dans RP,
fe FP, pe N}. Soit V une partie ouverte de E ; puisque F engendre la topologie de E,
pour tout xe V, il existe un entier p, un élément f de FP et un ouvert U de RP tel que x
appartienne A W(x) = f-1(U) lui-méme contenu dans V ; on forme ainsi un recouvrement
ouvert de V et les propriétés particulieres ([5], Th.1.9 (a)) de la topologie de V
permettent d'en extraire un recouvrement dénombrable par des ouverts de la forme
W(xx), ke N, appartenant tous 2 la classe C et contenus dans V. Fixons £ >0, il existe

alors un entier k et une famille (xj,...xx) contenue dans V telle que :
U{W(xj),je[1,k]} cV, m(V)<Sm {U{W(xj), jell,k1} } +€.

On remarque maintenant que le calcul usuel des parties cylindriques montre que la classe

C est stable par réunions et intersections finies ; il existe donc un entier p, un €lément f

de RP et un ouvert U de RP tels que U{W(Xj), jell,k]} = f'l(U) ; le résultat (b.1)

fournit alors :
m(V) < m{f-1(U)} + & < lim infye @ p{f-1(U)} + € < lim infye p W(V) +¢,
de sorte que pour toute partie ouverte Vde E,on a:

lim infye o (V) 2 m(V) , limye @ W(E) = m(E) ;
le filtre & converge donc vers m pour la topologie E, le théoréme est établi.

2.3 Une version fonctionnelle du théoréme 2.2 :

On note T un espace métrique compact (resp. on poﬁe T = [0, 1]) ; soit de plus E un
espace lusinien régulier ; on suppose (cf.[6], théoréme 3.2.1) que C = C(T, E) est un
espace lusinien pour sa topologie uniforme (resp. que D = D(T, E) est un espace lusi-
nien pour sa topologie de Skorohod) ; on note F un espace vectoriel d'applications
continues de E dans R engendrant sa topologie ; pour tout élément f de F et tout

pe M;(C) (resp.tout pe M;(D), on note (1) I'image de p par l'application : x — f ox
de E dans R. Dans ces conditions, on se propose de comparer sur M;(C) (resp. sur
M;(D)) la topologie E de la convergence étroite 2 la topologie apparemment moins fine
E' définie par la convergence étroite des mesures images T (i), f € F.

Théoréme 2.3 : Les topologies E et E' définies ci-dessus sont identiques.

Démonstration : La preuve suit de prés celle du théoréme 2.2 ; nous la détaillons par-
ticllement dans le seul cas de D. L'injection canonique de (M: (D), E) dans (M;(D), E")

est continue de sorte qu'il suffit de montrer que tout filtre & sur M;(D) convergeant vers
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un élément m de M;(D) pour la topologie E' converge aussi pour E ; nous opérons en

deux étapes.
(a) Supposons que E = RP et que F est I'ensemble des applications y : x — i Yi Xiy
i=1

ye RP ; dans ce cas, nous introduisons la topologie E" séparée définie par la convergence
étroite des seules y(i), ye QP ; elle est moins fine que E' et il suffit donc de montrer
qu'elle est plus fine que E ; la topologie E" est définie par une famille dénombrable
d'écarts, donc métrisable et il suffit de montrer que toute suite {1, ne N} convergeant
pour E" converge aussi pour E ; si {in, ne N} converge pour E", en particulier les
images de la suite par les applications coordonnées sont tendues ainsi que leurs
sommes ; le théoréme 4.4 de [6] montre alors que la suite est relativement compacte pour
la topologie E ; puisque 1'application canonique de ( M;(D), E) dans ( M;(D), E") est

continue bijective et que la suite converge pour E", elle converge alors aussi pour E,
c'est le résultat dans ce cas.

(b) La deuxieme étape de la preuve copie celle du théordme 2.1 sans modification
notable : I'argument essentiel utilise le théoréme 2.2.4 de [6] qui montre que sous les
hypotheses du théoréme, 'ensemble f:x - fox de D(T, E) dans D(T, R) o f parcourt

F engendre la topologie de Skorohod sur D(T, E) de sorte que la classe C ={?‘1(U), U
ouvert dans D(T, RP), fe FP, pe N} est une base de la méme topologie.

Corollaire 2.4 : Soit F un espace de Fréchet localement convexe séparable et E =F'
son dual topologique muni de la topologie o(E, F) ; soit de plus T un espace métrique

compact (resp. soit T = [0, 1]) ; on note {jin, ne N} une suite de mesures positives
bornées sur C = C(T, E) (resp. sur D = D(T, E)), alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

@) La suite {tn, ne N} converge vers |l = { dans M;(C) (resp. dans M;(D)),

(i)  Pour tout x €F, la suite {;(un), ne N} converge vers ;(Il) dans M;(C(T , R)
(resp. dans M (D(T, R)))
3. Tension et compacité.

Soient E un espace lusinien régulier et M;(E) I'ensemble de ses mesures

positives bornées, on se propose dans ce paragraphe, de distinguer dans M;(E) les
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suites tendues et les suites relativement compactes ou convergentes sans étre tendues
quand il en existe. On dit que E posséde la propriété de Prohorov si toute suite
relativement compacte dans M:(E) est tendue. Pour commencer, on donne des exemples

d'espaces ne possédant pas la propriété de Prohorov :

Lemme 3.1 : Soient F un espace de Fréchet localement convexe séparable et E = F' son
dual topologique muni de la topologie o(E, F) ; on suppose que E posséde la propriété de
Prohorov.

(a) Soit de plus A un ensemble de mesures de probabilité sur E tel que pour tout élément
x de F, l'ensemble X (A) des images des éléments de A par x soit tendu dans R ; alors A
est tendu dans E.

(b) Pour qu'une suite {|\n, ne N} de mesures de probabilité sur E converge étroitement,
il faut et il suffit que pour tout élément x de F, la suite { X(1p), ne N} converge
étroitement.

(c) En particulier, soient {gn, ne N) une suite gaussienne normale et {yn, ne N} une
suite d'éléments de E telle que la série : x — 2 (yn» X)2 converge simplement sur F ; la
série 2 &n Yn converge alors p.s. dans E vers un vecteur gaussien a valeurs dans E.

Démonstration : (a) Supposons sous les hypotheses (a) que A ne soit pas tendu et
notons { Vi, ke N} une suite fondamentale décroissante de voisinages de l'origine dans
F; il existe donc un nombre € > 0 et pour tout entier k, il existe un élément py de A tel
que:
3.1.1 Hi{supxe v, Ky, x)I > 2k} > ¢
pour tout entier k, nous notons alors Yy une variable aléatoire de loi respective i et
aussi my la loi de Zx = Yy/2K. Dans ces conditions, pour tout x€ E, la définition de A
montre que la suite {(Yy, x), ke N} = {(Zy, x) 2k, ke N} est tendue dans R ; dans ces
conditions, {(Zy, x), ke N} converge en loi (dans R) vers zéro ; le rappel 2.1 ou le
théoréme 2.2 impliquent donc que la suite vectorielle {Zy, ke N} converge en loi (dans
E) vers z€ro ; puisque E possede la propriété de Prohorov, la méme suite est tendue et la
nature des parties compactes de E montre qu'il existe un entier m tel que :

Vk €N, mc{supxev,, Ky, x) > 1} <e, px{supxev,, Ky, )l > 2k} <e;
en particulier :
3.1.2 Hm{supxev,, Ky, x) >2m} <e;
ceci est contradictoire avec la construction de ppy (cf. 3.1.1) ; nécessairement A est
tendu.
(b) La condition indiquée est nécessaire, nous prouvons qu'elle est suffisante.
Supposons qu'elle soit vérifiée ; alors pour tout élément x de F, la suite étroitement

convergente {;E(un), ne N} est tendue et la preuve (a) montre que la suite {|y, ne N}
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I'est aussi ; comme 1'hypothése montre qu'elle n'a qu'un point adhérent, elle converge ;
c'est le résultat.

n
() Sous I'hypothese 3.1.(c), la suite {}15, ne N} des sommes partielles Z gk Yk Vérifie
k=1

la condition 3.1.(b) ; la preuve (b) montre donc qu'il existe un voisinage V de l'origine
dans F tel que :

n
3.1.3 VneN, P{supxev |, gk {y, x) > 1} S 1/4;
k=1

nous notons K le polaire compact de V dans E et N la jauge de K ; les inégalités de
Lévy et la relation 3.1.3 impliquent que :

n
3.14 P{VneN, ngyke K}>12;
k=1
les évaluations gaussiennes ([5], 2.3) fournissent alors 2 partir de 3.1.4 :
n
3.15 E {supneN Nk[ Y, gk yxl} < 5/2;
k=1

par ailleurs, I'hypothése 3.1.(b) montre que pour tout x €F, la série 2 gk (yk, x)
converge p.s. ; le théoréme 3.4.1 de [S] implique alors la conclusion (b) du lemme.

Application 3.2 : L'utilisation du lemme précédent suffit 2 montrer que de nombreux
duaux faibles E d'espaces de Fréchet localement convexes séparables ne possédent pas la
propriété de Prohorov :

(a) Clest le cas si E est un espace de Hilbert séparable pour sa topologie faible, c'est
aussi le cas si E est 'un des espaces ¢, g€ ]1, =] muni de la topologie 6(4g, &) ou si E
est l'espace ¢; muni de la topologie o(¢1, cg) ; dans toutes ces situations, utilisant les no-
tations du lemme, on identifie E et F 2 des sous-espaces de RN dont on note {ep, n
€N} la base canonique etx = {x,neN} = Z xD e, I'élément scaléne ; on introduit
une suite numérique o = {a®, n € N} et on applique le lemme 3.1 (c) 2 la suite {yp, n
€N} définie par y, = af e, ; on constate alors que la série : x — Z (yn, x)2 converge
simplement sur F si et seulement si ae 4 ol r = o si qe 11, 2], r = 2q/(g-2) si ge [2, o[,
r =2 si q = oo, alors que la série z gn Yn ne converge p.s. dans E vers un vecteur
gaussien 2 valeurs dans E que si & €1q. La conclusion résulte donc de I'inégalité q <r.
(b)  Clest aussi le cas si F est l'espace de Banach séparable des fonctions continues
sur un espace compact métrisable T non fini et si E est I'ensemble des mesures signées et
bornées sur T muni de la topologie de la dualité ; ce dernier cas peut aussi étre illustré par
I'exemple suivant :
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Exemple 3.3 : Soient T un espace métrique compact non fini, {ty, ne N} une suite
d'éléments distincts de T convergeant vers un élément t de T ,{gn, ne N} une suite

2n
gaussienne normale ; pour tout n, on pose ji = n"1/2 Y gk 8y, ; alors la suite {pn,
k=n+1

ne N} est une suite aléatoire (de mesures signées bornées) qui est p.s. non bornée dans
2n
le dual E de C(K) puisque n-172 [juyll =n-! Z Igkl tend p.s. vers 1 ; la suite des lois

k=n+1
des pp n'est donc pas tendue dans M;(E) ; par contre pour toute application continue f de

T dans R et pour tout entier n, l;n mesure image de u;n par f s'écrit
T = 012 Y g+ n12 Y, g [3rcey - Src0] 5
k=n+1 k=n+1
le premier terme a une loi indépendante de n alors que le second terme tend en loi vers
z4ro ; il en résulte que la suite {T(un), n € N} converge en loi vers la loi de go 3¢(). le
théoréme 2.1 montre alors que la suite des lois des pp converge dans M;(E) vers la loi

de go &

Théoréme 3.4 : Soient E un espace lusinien régulier et A une partie bornée de M; (E).

(@)  On suppose que A est tendu ; alors pour toute suite bornée {fy, n e N} de fonc-
tions réelles continues sur E convergeant vers zéro uniformément sur tout compact, on a:
liMp-see SUPe A | fn At = 0.

(b)  On suppose que E est le dual faible d'un espace de Fréchet localement convexe
séparable F et que A n'est pas tendu ; il existe alors une suite {fy, ne N} de fonctions
réelles continues bornées sur E convergeant vers zéro uniformément sur tout compact

telle que :
lim supp—se0 SUPpe A If“ du=0.

Démonstration : (a) On pose Mj = suppeN | fall, M2 = suppe A W(E) ; fixons €>0, on
peut lui associer une partie compacte K de E telle que
Ve A, WE-K) <e/(2My),
il existe alors un entier ng tel que :
Vn > ng, VxeK, |f x) | <€/(2My) ;
on aura alors :

Vn >no, Ve A, | [fadu|< | an du| + Ifall R(E-K) <&, cest le résultat (a).

(b)  Sous les hypotheses 3.4 (b), nous notons {Ky, ne N} la suite des polaires d'une
suite fondamentale décroissante de voisinages de l'origine dans F de sorte que {Kp,
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ne N} est une suite fondamentale croissante de parties compactes de E ; si A n'est pas
tenduy, il existe un nombre € >0 et pour tout entier n, un élément iy, de A et une partie
fermée Fy, ne coupant pas Ky, tels que :
VneN, p, (Fp) >¢€;

I'espace E étant parfaitement normal ([1], 1.6.1), il existe aussi pour tout entier n une
application continue de E dans [0, 1] égale A zéro dans K, et 3 un dans F,,. Dans ces
conditions, la suite {fy, ne N} converge vers zéro uniformément sur tout compact et on
a:

VneN, suppe A Ifn dp 2 jfn dun > €, clest le résultat (b).

3.5 Soient {Xp, ne N} une suite de variables aléatoires réelles convergeant en loi et
{ Yn, ne N} une autre suite de variables aléatoires réelles convergeant en loi vers zéro ;
on constate immédiatement que la suite des X, Yy, ne N, converge alors aussi en loi
vers zEro ; 1'énoncé suivant étudie une extension de cette propriété dans certains espaces
lusiniens.

Théoréme 3.5: Soient F un espace vectoriel topologique localement convexe et E son
dual topologique muni de la topologie o(E, F) ; on suppose que E et F sont lusiniens ;
soit de plus {Xp, ne N} une suite de variables aléatoires a valeurs dans E. Dans ces
conditions,

(a) SiF est tonnelé et si la suite des lois des Xy, neN, est tendue, alors pour toute suite
{Yn, ne N} de variables aléatoires a valeurs dans F convergeant en loi vers zéro, la suite
des variables aléatoires réelles (Xun, Yn), n€ N, converge aussi en loi vers zéro.

(b) On suppose que F est un espace de Fréchet séparable localement convexe et que E
est son dual topologique muni de la topologie faible ; on suppose aussi que la suite des
lois des Xp, ne N, n'est pas tendue, alors il existe une suite {Ypn, ne N} de variables
aléatoires a valeurs dans F convergeant en loi vers zéro telle que la suite des variables
aléatoires réelles (Xp, Yn), ne N, ne converge pas en loi vers zéro.

Démonstration : (a) Fixons £ > 0, il existe alors une partie compacte K de E telle que :
VneN, P{XneK} < £/2;
puisque F est tonnelé, le polaire V de K dans F est un voisinage de l'origine dans F ; il
existe donc un entier ng tel que :
Vn>ng, P{Ype € V} <&/2;
on en déduit :
Vn > ng, P{| (Xn, Yn)| > €} <&,
c'est le résultat (a).
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(b)  Notons {Vj, je N}une suite fondamentale décroissante de voisinages de 1'origine
dans F et {Kj, jeN} la suite de leurs polaires dans E ; c'est une suite de compacts de E
et puisque la suite des lois des Xq n'est pas tendue, il existe un nombre € > 0 et une suite
d'entiers {n(j), je N} strictement croissante tels que :

VjeN, P{supyeV;|{y, XaG)) | > 1} =P{Xn(€K;} > €;
il existe donc aussi (lemme 3.5.1 ci dessous) une suite {Z;j, je N} d'applications mesu-
rables de I'espace d'épreuves dans F telle que :

VjeN, P(ZieVj} =1, P{ |(Zj, XaG)) | > 1} > &;

on conclut alors au résultat (b) en posant Yp = Zj pour tout n € ]n(j-1), n(j)].

Lemme 3.5.1 : Soient E un espace lusinien régulier et F un sous-espace lusinien de
C(E, R) muni de la topologie de la convergence simple ; soient de plus € >0 et L une
probabilité sur E tels que :
p{superf(x) > 1} >¢€;
dans ces conditions, il existe une application mesurable @ : x — @x de E dans F telle
que :
H{ox(x) > 1} >e.

Démonstration : Puisque F est lusinien, il existe une suite {fy, ne N} dense dans F et
pour tout x € E, supseF f(x) est égal & supN fy (x) ; ceci montre que l'application : x —
supfeF f(x) est mesurable sur E et que sous les hypothéses du lemme, p{3ne N : fy(x)
> 1 } > &. On choisit alors un élément arbitraire g de F (qui n'est pas vide) ; pour tout
élément x de E, on note ny la borne inférieure de I'ensemble {n : f5(x) > 1} et on pose @x
= g si nx est infini , Qx= fp_ sinon.

3.6 On se propose ici de montrer qu'au moins dans un cadre particulier, les relations
entre suites de mesures bornées tendues et suites de mesures convergeant étroitement
dans M;(E) peuvent étre associées en fait 2 des topologies lusiniennes différentes sur le

méme ensemble E.

3.6.0 Nous construisons dans cet alinéa sur un espace lusinien E une autre topologie
lusinienne, éventuellement différente et associée aux fonctions continues sur toute partie
compacte de E :

Soit E un espace lusinien régulier ; on note £ sa topologie lusinienne, F est
I'ensemble des applications de E dans R dont la restriction 2 toute partie compacte de E
soit continue, 7 est la topologie sur E engendrée par F, c'est-a-dire 1a topologie la moins
fine pour laquelle les éléments de F soient continus ; 7 est donc liée aux entourages V(f)
= {x,y € E: supj<ij<n | fi (x) - fj (y) IS 1}, f = {f}, ...fn}€ F®, ne N ; en particulier
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I'application canonique de (E, 7) dans (E, ) est continue. Pour toute partie compacte K
de (E, <€) et tout élément f de F, la restriction de f 3 K peut, puisque (E, £) est normal,
&tre prolongée en une fonction continue f' sur (E, €) ; ceci montre que les restrictions de
£ etde 72K coincident de sorte que K est aussi compact pour la topologie plus fine
7 : les deux topologies ont les mémes parties compactes et toute suite d'éléments de E
convergeant pour £ converge aussi pour 7.

Puisque (E, <) est lusinien, il existe un espace polonais P et une application
continue bijective @ de P sur (E, £) ; cette application est aussi une application bijective
de P sur I'espace séparé (E, 7) qui transforme toute suite {xp, ne N}d'éléments de P
convergeant vers un élément x de P en une suite {@(xp), ne N} d'‘éléments de E conver-
geant vers @(x) dans (E, £), donc aussi dans (E, 7) : ceci montre puisque P est métri-
sable, que @ est aussi une application continue de P dans (E, 7) : (E, 7) est donc encore
un espace lusinien régulier ; il a les mémes parties compactes que (E, <) et une topologie
plus fine ; il a la méme tribu borélienne, les mémes mesures positives bornées. En parti-
culier si (E, ) est métrisable, alors 7 = £ puisque ces deux topologies ont les mémes
suites convergentes.

Sur l'ensemble M;(E) on peut définir deux topologies, la topologie 7-étroite

notée E~ et le topologie £-étroite notée E . L'injection canonique de (M;(E), E~) dans

(M;(E), E) est continue ; soit A une partie de M; (E) ; si A est relativement compacte

pour la topologie E~, elle est aussi relativement compacte pour la topologie E¢ ; en fait
si A est tendue et bornée, alors A est relativement compacte pour les deux topologies. Si
(E, £) possede la propriété de Prohorov, alors (E, 7) la possede aussi et les parties rela-
tivement compactes sont les mémes pour les deux topologies. Au moins dans certains
cas, l'introduction de la topologie 7 permet de mieux comprendre la nature des parties de
M;(E) relativement compactes sans étre tendues :

Théoréme 3.6.1 : On suppose que (E, £) est le dual faible d'un espace de Fréchet
séparable et localement convexe ; alors (E, 7) posséde la propriété de Prohorov méme si
(E, £) ne la posséde pas.

Le théoréme identifie avec précision dans les hypotheses indiquées quelles sont les
parties A tendues et bornées de tvﬁ (E) : ce sont les parties relativement compactes pour

1a topologie 7- étroite.

Démonstration : Supposons que (E, 7) ne posse¢de pas la propriété de Prohorov ; en
suivant la démonstration du théoréme 3.4, nous construisons donc un nombre € > 0, une
suite croissante {Ky, ne N} de parties compactes de E et aussi une suite {pn, ne N} de
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mesures positives bornées sur E convergeant pour la topologie 7- étroite vers une
mesure i vérifiant :

Toute autre partie compacte C de E est contenue dans I'un des Ky, ; de plus pour
tout entier n, il existe une partiec compacte Hy de Kp4 - Kp telle que pp(Hp) soit
supérieur 2 €.

Pour tout entier n, nous notons alors f, une fonction sur E 2 valeurs dans [0, 1]

nulle dans Ky, et égale 2 1 dans Hy, ; pour tout entier n, la série z fx converge donc uni-
k>n

formément sur tout compact de E vers une somme g, bornée, continue sur (E, 7) et on a
du fait de la convergence 7- étroite :

VneN, | g dpt = limg-se [ gn ditx 2 lim supyse. [ fic dp e ;

mais la suite {gn, ne N} est positive ou nulle et majorée par un sur E ; de plus elle
converge uniformément sur tout compact vers zéro ; le théoréme de convergence

dominée implique donc que la suite des intégrales I gn du converge vers zéro ;ily a

contradiction 2 supposer que (E, 7) ne posséde pas la propriété de Prohorov : le théo-
réme est démontré.

Remarque 3.6.2 : On notera que puisqu'il existe ([9]) des espaces lusiniens métri-
sables E ne possédant pas la propriété de Prohorov, il existe aussi des espaces lusiniens
(E, £) pour lesquels (E, 7) ne posséde pas la propriété de Prohorov.

3.7 Conclusion : Dans des conditions assez générales, les théorémes 2.1 et 2.3, le
corollaire 2.2 permettent d'étudier des variables aléatoires et des fonctions aléatoires
convergeant en loi sans que leurs lois soient tendues ; les criteres correspondants sont
simples 2 vérifier. Pourtant les théorémes 3.4 et 3.5 montrent que ce type de conver-
gence a peu de propriétés : 1a bonne convergence en loi est celle des suites dont les lois
sont tendues ; la bonne convergence étroite ne serait-elle pas celle qui est définie par les
fonctions bornées et continues sur tout compact plutdt que par les seules fonctions bor-
nées et continues ?
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