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UNE REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE BOURGAIN

Dominique SCHNEIDER and Michel WEBER

1. Introduction
Dans [B], Jean Bourgain établit un lien profond entre la régularité d’une famille

distributive (au sens de Sawyer [Sa]) de contractions linéaires {Sn, n > 1} d’un espace
L2(p.), où p. est une probabilité, et l’entropie métrique des sous-ensembles de L2(~a),
C J = 1}. Rappelons à ce propos (voir [Du]) qu’une partie K non vide d’un
espace de Hilbert H est un GB (resp. GC) ensemble, si le processus isonormal Z sur
H, c’est-à-dire le processus gaussien indexé sur H, dont la covariance est donnée par
le produit scalaire, possède une version à trajectoires bornées sur li (resp. continues en
norme sur K). Bourgain énonce dans [B].

THÉORÈME 1. - Soit {Sn, n > 1} une suite de contractions sur L2(~). On suppose
qu’il existe une suite {T~ , j > 1} d’isométries positives, inversibles de Lz(~), préservant
1, commutant avec la suite {Sn, n > 1} et vérifiant le théorème ergodique en moyenne
dans :

(1.1) V f E lim J 1 = 

J-ce 
~« 

"
Soit p E [l,oo). On suppose que pour tout f E Lp(u), la suite {Sn f , n > I} converge

presque sûrement. Alors les ensembles C f sont des GB ensembles. En particulier, il existe

une constante numérique C telle que

> 4}  ,

où NJ(6) désigne le nombre minimal de boules hilbertiennes de rayon ô suffisant pour
recouvrir C~.
On se propose dans ce travail d’en donner une démonstration raccourcie en y intro-

duisant une argumentation plus "gaussienne". Nous montrons ce faisant qu’il suffit de

supposer que la suite n > 1} soit bornée presque sûrement pour obtenir la con-
clusion et que celle-ci reste vraie pour des opérateurs linéaires continus en mesure. Ceci

conduit naturellement à poser le problème suivant : sous les hypothèses du théorème 1, les

ensembles C f sont-ils GC ? Nous donnons en conclusion un exemple basé sur un théorème
d’Halàsz pour lequel cela est vérifié. Cet exemple a aussi l’avantage de montrer le lien

entre la propriété GC des ensembles C f et la vitesse de convergence dans le théorème

ergodique de Birkhoff (voir [LW] sur ce point).

2. Démonstration
La démonstration, astucieuse de Bourgain part d’un argument dû à Stein, que ce dernier

a employé avec succès dans [St] à l’étude du principe de continuité. n consiste à appliquer
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les hypothèses à un élément aléatoire particulier de LP(p), en l’occurrence une moyenne
gaussienne (de Rademacher dans [St]) du type suivant : :

(2.1) dJ >_ l,df E = 1 
où gl, g2, ... est une suite isonormale d’espace de base (~,,A, P). L’argument profond
dans la démonstration de Bourgain consiste à utiliser l’hypothèse de commutation comme
moyen de transporter de l’information vers le processus isonormal, par le biais de F J,J, J
grand.

Le dernier point de la démonstration consiste à utiliser le principe de Banach pour
obtenir un contrôle uniforme des bornes, puis de conclure en appliquant le lemme

de comparaison de Slépian en tirant un z au hasard. Dans ce qui suit, nous avons
volontairement détaillé les passages clés de la démonstration. Nous avons isolé sous forme

de lemme une remarque utile pour la suite concernant les isométries positives.

LEMME 2.1. - Soit T : LP(p) --~ LP(p), 1  p  oo, une isométrie positive telle que
n = i. Alors pour tout f E LP(p), (T = T .

En particulier si p = 2, T est aussi une isométrie sur L+.
Preuve : : Soit A E ~’, 0  p(A)  1. On sait (c.f. [K] p. 186) que deux éléments

f,g E LP(p) sont à support disjoints si et seulement si, + g~~p~~ _ + ~~9~~pf~.
Puisque T est une isométrie positive, de Tl = l on déduit que TIA et T1 Ac sont donc à
supports disjoints, et 0  T1A,T1A  1. Soit E = {0  TI A  1} = {0  T1 Ac  1}.
Comme E C supp(TI A) n supp(T1Ac), on conclut que TlA et T1 Ac sont des indicatrices.
Par suite toute fonction simple est transformée par T en une fonction simple. Pour ces
fonctions on a : (T = Soit f E L°°(u); f est limite dans tout LP(p), 0  p  o0
de telles fonctions. Par continuité de T, puis par extraction, il existe un index partiel sur
lequel T f et T f Z sont simultanément limites presque sûres de Tgn et Tgn, 9n simples. Donc
(T = T f Z dans ce cas. Enfin sous les hypothèses faites T f = limn~~ T T(fI(|f| ~ n))
presque sûrement si f E LP(p); ceci montre donc que = (T si f E p

Soit f E L°°(~) ; alors

dP() I _ ~ 
jJ

En vertu des hypothèses, J’1 converge quand J --~ oo, vers dans
On peut donc en extraire une sous-suite bornée convergent presque sûrement. Le

théorème de convergence dominée montre donc que pour tout J grand,

(2.1) 

Soit 0  ~  ~ . A l’aide de l’inégalité de Tchébycheff, on en déduit pour ces J,

(2.2) > ~ e.
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L’hypothèse de bornitude presque sûre faite sur la suite {Sn, n > 1}, entraîne à l’aide
du principe de Banach, qu’il existe une fonction C(c) > 0, décroissante telle que

(2.3) Ve > 0,Vf E {sup I sri(f )I  > 1- ~.
n

Le théorème de Fubini, ainsi que (2.1) et (2.3) montrent donc que
p @ /z{(~) : : sup ~))(x)~ ~ ~ 1- é.

n>1

TI en résulte aisément que

(2.4) sup .))(x) ~~ ~ 1- 1- ~.
n>1

Posons

XE = = iz EX: P{sup|Sn(FJ,f(03C9, .)(x)| ~ 2p/~ C(~)~f~2, }1-2~}.
n>1

De (2.2) et (2.4), il découle que > 1- ~.
En vertu de l’évaluation 0.34 de [F] sur les semi-normes gaussiennes, on a

(2.5) ~x ~ X~, IE sup |Sn(FJ,f(.,))(x)|~ 8p/~ C(~)~f~2,  1-2~.
Pour un entier N > 1 arbitraire, on note 5 = { 1, 2, ... , N }. Comparons maintenant
l’écart quadratique de la suite gaussienne

n E NÎ
à celui du processus isonormal, c’est-à-dire à la norme sur Le lemme 2.1. nous

assure que

(2.6) ~n, n’ ~ N, ~Sn-Sn’)(FJ,f(x)~2,P = (1 J Tj((Sn- Sn’)2(f))(x))1/2
En vertu de (1.1), procédant par extraction, il existe un index partiel ,~ sur lequel chacun
des membres de droite de (2.6) tend presque sûrement quand J tend vers l’infini vers

Sn’)( f )~~z,,~. Et, partant, on aura pour tout J suffisamment grand dans ,~,

(2.7) ~n,n’ ~ N~(Sn-Sn’)(FJ,f)(x)~2,p~1 2~(Sn - Sn’)(f)~2, ,

sur un ensemble noté Y dans la suite, de masse supérieure ou égale à 1- ~. Comme
Ye) > 1- 2J7 > 0, en tirant un x au hasard dans Xe n Ye, on déduit du lemme

de comparaison de Slépian

(2.8) ~ E 16 p/EC(~)Î~f ~~2,~ °
Soit maintenant f E Par continuité en moyenne quadratique de Z et par densité de

dans L2(~), on en déduit que (2.8) est aussi réalisé dans ce cas. Comme la borne
obtenue est indépendante de N on conclut en faisant tendre N vers l’infini.

Ceci montre que 1} est un GB ensemble pour tout f E Enfin le

dernier point est simplement la minoration de Sudakov [Su].
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3. Conclusion

La démonstration que nous venons de faire, permet d’énoncer le théorème de Bourgain
sous la forme suivante : :

THÉORÈME 3.1. - Soit {X,.A, u) un espace probabilisé, et soit ~Sn, n > 1~ une suite
d’opérateurs linéaires de dans LZ(~), continus en mesure, commutant avec une

suite d’isométries {T~, j > 1} positives préservant 1 et vérifiant (1.1). Soit 2  p  oo.

On suppose

(3.1) Vf E sup  oo, ~ - presque partout.
n>1

Alors pour tout f E Lp{tc), C f est un GB ensemble, et ( 1.2) est réalisé.

A la suite de cet énoncé, on peut maintenant se demander si la propriété : {Sn( f ), n >
1} converge presque sûrement pour tout f E X, n’entraîne pas de façon analogue que
pour ces éléments Cj est un GC ensemble? Pour répondre à cette question il faut

vraisemblablement remplacer le principe de Banach par un outil plus adapté. En effet,
celui-ci ne distingue pas l’index sur lequel sont indicées Sn, de tout autre index partiel.
Nous terminons en montrant qu’il existe des situations pour lesquelles cela est réalisé.
L’exemple que nous donnons repose sur le théorème suivant dû à Halàsz (cf .(H~). .

THÉORÈME 3.2. - Pour tout automorphisme ergodique sur le tore, muni de la mesure

de Lebesgue À, et toute suite croissante vers +oo, c1 ~ 2, il existe un ensemble

mesumble A avec À(A) = 1/2 tel que pour tout n > 1,

(3.2) ~ ~ n/2~  Cn.

jn

Autrement dit, individuellement la vitesse de convergence peut être de l’ordre de

0(l/n); la condition de croissance sur et c2 > 2, interdisant un ordre strictement
inférieur.

Notons Snf = n-1 nj=1 f o rj, et soit wn = (log 1 + n)-b’, b’ > 0, n > 1. Soit b  b’.
En appliquant le théorème précédent, on peut se placer dans les conditions suivantes :

1) il existe un mesurable A du tore tel que À(A) = 1/2 et ~ nwn pour
tout n, À-presque partout,

2) la suite est croissante, w2 > 1 et

lim sup(wn+N)(log 1 + n)b = 0.
N-’’°° n>1

Posons f = lA - 1/2, et soit pour tout j > 1, Ty l’opérateur unitaire sur associé

à la transformation r~. Clairement,  wn, a presque partout. Cela
montre que le nombre de boules de rayon wn, n > N pour 1’ écart quadratique induit par
la suite gaussienne 1}, nécessaires pour recouvrir est majoré
par n - N. En vertu d’un résultat classique de R.M. Dudley [Du], on en déduit que :

(3.3) x - p.p. E( sup Sn(FJ,f)(x))  C 00 03C9(N+u) ulog 1+u = HN,
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où C est une constante universelle.
Soit Nt > N. En reprenant l’argumentation finale de la démonstration, on obtient

 HN,

et par suite, faisant tendre Ni vers l’infini, puis N vers l’infini on montre, puisque
limN~~ HN = 0, que l’oscillation à l’infini de {Z(Sn(f)), n > 1} est nulle presque
sûrement. Les ensembles C f sont donc des GC ensembles.
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