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Introduction

Le but de cet exposé est la présentation d’une certaine classe d’espaces proba-
bilisés : les espaces de Lebesgue. Il existe deux raisons majeures a I'intérét que ’on
peut porter & ces espaces : d’une part, ils englobent la quasi-totalité des espaces
probabilisés utilisés couramment (en particulier, tout espace polonais muni d’une
mesure de probabilité est un espace de Lebesgue), d’autre part, ils possédent de trés
bonnes propriétés que n’ont pas en général des espaces probabilisés abstraits.

Ce travail a été motivé par la lecture du magnifique article de V.A. ROKHLIN
(1], dans lequel est menée une étude trés poussée des espaces de Lebesgue. Mais il
m’a semblé que I'on pouvait présenter les choses de maniére plus simple que ne I’a
fait ROKHLIN ; en particulier, le lien (trés) étroit existant entre espaces de Lebesgue
et mesures de Radon, entrevu par J. HAEZENDONCK [2], permet de montrer de
maniére élémentaire quelques propriétés essentielles des espaces de Lebesgue.

1-Une définition des espaces de Lebesgue

Commengons par introduire quelques notations : tout triplet de la forme
(€, A, u) désigne un espace probabilisé dont la tribu A est toujours supposée p-
complete. Si B C A, on note o(B) la plus petite sous-tribu de A contenant B, et
o(B), la tribu complétée de o(B) pour . Enfin, si A € A, on note par convention :
Al =A et A= A°=Q\ A

Définition 1-1 : L’espace probabilisé (2, A, 1) est appelé espace de Lebesgue s'il
existe une topologie 7 séparée & base dénombrable vérifiant :

eTCAeto(r),=A, (1)
e Pour tout 4 € A, p(A) = sup u(K). 2)
KCA

K compact de 7

Une telle topologie T sera dite adaptée a p.

Remarque : Gréce & (1), il suffit bien siir de vérifier (2) pour tout 4 € o(r). De
plus, si tout ouvert de T est réunion dénombrable de fermés (ce qui est le cas si T
est métrisable), on peut remplacer (2) par :

1= sup u(K). (29

K compact de 7
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En effet, on a alors (2) pour tout A fermé, puis pour tout A ouvert, puis pour tout
A dans D’algebre engendrée par 7. Comme l'ensemble des A vérifiant (2) est une
classe monotone, on a bien (2) pour tout 4 € o(7).

2—-Plongement d’un polonais dans I’espace de Cantor

On suppose ici que I’espace § est muni d’une topologie 7 vérifiant (1) qui en fait
un espace polonais®. Fixons d une distance compléte induisant 7. Soit B = (Bp)neN
une base de la topologie de 2. Puisque B sépare les points de 2, on peut plonger 2
dans Pespace de Cantor C = {0,1}", par I'injection

bo:0— (12,))

neN

Rappelons ici quelques propriétés de 1'espace C : muni de sa topologie produit,
notée T¢, c’est un espace compact métrisable. Une base de cette topologie est
constituée par les cylindres (i.e. les parties obtenues en fixant un nombre fini de
coordonnées), qui sont a la fois ouverts et fermés.

és étant clairement mesurable, on peut définir sur o(7¢) la mesure image de p,
notée g, puis la tribu Ag = o(7¢),,- L'espace probabilisé (C, Ap, ug) est alors un
espace de Lebesgue : puisque C est compact, (2') est trivialement vérifié. On a alors
le résultat suivant :

Lemme 2-1 : L’image de 2 par ¢g est un borélien de C.

Preuve : Pour toute partie A de 2, notons §(A) le diamétre de A (relativement
a la distance d).
Soit ¥ = (yn)neN € C. Par un exercice amusant de topologie, on montre que y est
I'image d’un point w par @ si et seulement si y vérifie les trois propriétés suivantes :

o il existe n € N tel que 6§(B,) <1let yp =1,
n
e pour tout n € N, ﬂ BY* # 0 (car w est dedans!),
k=0
6(Bn .

osiy, = 1, et si I(n) = {mEN/BmCB,. et §(Bm) < ( )}, alors il
existe m € Z(n) tel que y, = 1.
Or, ’ensemble des y vérifiant ces trois propriétés est bien un borélien de C : on peut

facilement 1’écrire & partir de cylindres en n’utilisant que des opérations d’union et
d’intersection dénombrables. On a donc bien ¢5() € o(7c). o

Voyons maintenant une conséquence importante du lemme 2-1

Lemme 2-2 : Soit 7' la topologie engendrée par T et une famille dénombrable
(Fp)peN de fermés de 7. Alors 7' est une topologie adaptée a p.

Preuve : Clairement, 7' vérifie (1). Il suffit donc de montrer (2’) pour 7'.

* métrique, complet, séparable.
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Soit B = (By)neN une base d’ouverts de 7, telle que tous les F; soient dans B .
Gréce & 'injection ¢g, on peut considérer {2 comme une partie mesurable de C. Soit
7" la topologie induite par 7¢ sur Q. On a alors : 7 C 7' C 7". De plus, comme
(C,As, uB) est un espace de Lebesgue :

1= pu(Q) = sup H(K).
KCcQ
K compact de 7'’

Mais 7" étant plus fine que 7/, tout compact de 7" est aussi un compact de 7. 0O

Le lemme 2-2 contient bien siir le résultat suivant :

Théoréme 2-3 : § étant un espace polonais, et A la tribu des boréliens complétée
pour la probabilité pu, (2, A, 1) est un espace de Lebesgue.

3-Quelques bonnes propriétés des espaces de Lebesgue

Nous pouvons a présent entrer dans le vif du sujet, et démontrer certaines des
jolies propriétés qui font le charme des espaces de Lebesgue. Elles découlent toutes
du lemme qui suit :

Lemme 3-1 : Soit (2, A, 1) un espace de Lebesgue, et soit (By)neN une famille
dénombrable de parties mesurables. Alors il existe une topologie 7' sur 2, adaptée
a p, et pour laquelle chaque B,, est ouvert.

Preuve : Fixons une topologie 7 adaptée & p. Pour tout n € N, il existe alors
un K, (union dénombrable de compacts de 7), noté Sy, tel que

Sa C By et p(By \ Sp) = 0.

Soit K la famille (dénombrable) de compacts utilisés pour construire les Sy, et soit
7' la topologie engendrée par 7, K, et les B,. 7' est bien une topologie séparée a
base dénombrable vérifiant (1), et chaque B, est ouvert pour 7'. Posons

N = |J(Bn\Sa), et Qo = N©.

neEN

On a p(Q) = 1, et la trace de B, sur Qg est la méme que la trace de S,. Soit
maintenant A € A tel que u(A) > 0, et € € ] 0, u(A)[. Alors il existe K, compact de
7, tel que K C ANQp et u(K) > p(A) — e. K muni de la topologie trace 7 N K
est compact a base dénombrable, donc polonais. De plus, comme K C €, 'autre
topologie trace 7' N K est engendrée par 7 N K et K N K (famille dénombrable de
fermés de 7 N K). On peut alors appliquer le lemme 2-2, qui donne :

HK) = sup H(K").
K'CK

K' compact de r'NnK
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Mais comme tout compact de 7' N K est aussi compact pour 7', on trouve ainsi un
compact K' pour 7' vérifiant

K' C Aet u(K') > p(A) — 2,

ce qui prouve que 7' est adaptée a p. o

Théoréme 3-2 : Soient (f2,.A,pn) un espace de Lebesgue, (', A',u') un espace
probabilisé, et h : @ — Q' une application mesurable, telle que h(p) = p'.

On suppose de plus qu’il existe une famille dénombrable B' = (B}, )nen d’éléments
de A', qui sépare les points de Q. Alors :

(a) (¥, A', ') est un espace de Lebesgue,
(b) A =0(B'),
(c) h(2) e A'.

Preuve : Quitte & rajouter les B.,®, on peut toujours supposer que la famille
B' est stable par passage au complémentaire. Puisque B' sépare les points, on peut
plonger €' dans l'espace de Cantor & ’aide de I'injection ¢p:, définie de la méme
facon qu’en 2. Munissons alors ' de la topologie induite par 7¢, notée 7', qui en
fait un espace métrisable séparable. La famille B} des intersections finies d’éléments
de B’ est alors une base dénombrable de cette topologie.

Pour tout n € N, posons B, = h~!(B/). Alors d’aprés le lemme 3-1, il existe
une topologie 7 sur 2, adaptée & y, et pour laquelle chaque B, est ouvert, ce qui
rend h continue. soit maintenant A' quelconque dans A', et A = h™!(A'). Comme
h(u)=p',on a:

p(A)=pd)=  sup  u(K)
KCA
K compact de T

€ > 0 étant fixé, soit K C A tel que u(K) > u(A) — e. Alors K' &' h(K) est un

compact de 7' inclus dans A’, et
WK = w(h7I(K) 2 W(K) > W(4") - .
On a donc bien :
p(A) = sup #(K").
KICAI
K' compact de 7'

De plus, comme tout compact de 7' est dans o(B'), on en déduit : o(B')w = A'.
Enfin, on peut facilement trouver un K, S dans Q' tel que 4'(S) = 1et S C h(R) C
', ce qui prouve que h(2) € A'. o

Définition 3-3 : Soit (2, A, 1) un espace de Lebesgue. On appelle base de (Q,A4, 1)
toute famille dénombrable d’éléments de A qui sépare les points de §2.

Théoréme 3-4 : Soit (Q, A, 1) un espace de Lebesgue, et B = (By)neN une base
de (Q, A, p). Alors o(B), = A.

Preuve : 11 suffit bien siir d’appliquer le (b) du théoréme précédent, avec ' = 2,
et h =1dg. m]
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Théoréme 3-5 : Soient (2, A, u) et (', A', u') deux espaces de Lebesgue, et h
une injection mesurable de 2 dans ', telle que h(u) = p'. Alors pour tout A € A,
h(A) e A'.

Preuve : Soit B' = (B} )neN une base de (', A, ). Comme h est injective,
la famille B = (Bp)nen définie par B, = h™!(B)) est une base de (£, A4, p).
Gréace au théoréme 3-2, on sait que h(2) € A', et donc pour tout n € N,
h(Bn) = B, N k() € A'. Puis, comme les B, engendrent (aux négligeables pres)
la tribu A, on obtient facilement h(A) € A’ pour tout 4 € A. o

Remarque : La conclusion du théoréme reste valable si on remplace I’hypothése :
p' = h(p) par : p' est équivalente & h(p).

4—-Classification des espaces de Lebesgue

Définition 4-1 : Soient (Q2, A4, i) et (', A', u') deux espaces probabilisés. On dit
qu'ils sont isomorphes modulo zéro si il existe Qg € A,y € A', u() = p'(2) =1,
et h une bijection bimesurable entre Qg et 2, telle que h(u) = u'.

Théoréme 4-2 : Plongement d’un espace de Lebesgue dans ’espace de Cantor

Soit B une base de I’espace de Lebesgue (2, A, u). Construisons ¢g, ug et Ag comme
en 2. Alors (2, A, u) est isomorphe modulo zéro & (C, Asg, ug).

Preuve : ¢g vérifie bien sir les hypothéses du théoréme 3-5, et donc ¢g est
une bijection bimesurable entre Q et ¢5(f2). De plus, ug = ¢5(u) et ,ug(gbB(Q)) =
u() =1. a]

Dans tout ce qui suit, on se fixe un espace de Lebesgue (£, A4, u).
Pour tout a > 0, {w € Q/ p({w}) > a} est fini, car y est une mesure de probabilité.
L’ensemble des points de mesure non nulle est donc au plus dénombrable, et on peut
numéroter ces points de telle sorte que p({w;}) > p({wz}) > ---
Posons pour n > 1 : m, = p({wn}) (mn, = 0 s’il y a moins de n points de mesure
non nulle). On a clairement :

modéfl—ZngO.
n>1

Les mp sont appelés les invariants de I’espace de Lebesgue (12, A, 1.

Théoréme 4-3 : Si (2, A, 1) est un espace de Lebesgue d’invariants m,, n € N,
alors il est isomorphe modulo zéro & I'espace de Lebesgue ({2, A, i) obtenu de la
fagon suivante :

= 1
® Q= [0,mo]U U{z,.}, oilz,=1+—,
n>1 n
® /i est la mesure de Lebesgue habituelle sur [0,my), et f(z,) = my,
o A est la tribu borélienne complétée.

En conséquence : deux espaces de Lebesgue sont isomorphes modulo zéro si, et
seulement si, ils ont les mémes invariants.
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Preuve : Grace au théoréme 4-2, il suffit de prouver le résultat lorsque Q@ =C =
{0,1}N. Commengcons par étudier le cas ol my = 1, i.e. lorsque la mesure u est
diffuse.

Notons A la mesure de Lebesgue sur [0,1], et £ la tribu des boréliens, complétée
pour .

déf . .
Pour tout z = (z0,...,2p) € Cp = {0,1}{%?} on va construire un intervalle

J(2) = [a(2), B(z)[ de mesure :

B(z) — a(2) = p(Yo = z0,...,Yp = 7p),

ou Y, est la projection sur la n®*™¢ coordonnée. Posons :
J((0)) = [0,u(Yo = 0) [

J((1)) = [u(Yo =0),1]

Supposons qu’on ait construit J(z) pour tout z € Cx, k < p. Soit z = (20,...,2p+1)
un élément de Cp41, et posons Z = (20,...,2p).

o Si zp41 = 0, on définit alors :

o(2) = a(?),

,B(Z) = a(s) +/‘(Y0 =20y ’Yp = z)an+l = 0)’
o et si zp4 =1, on définit :

a(z) = a(2) + p(Yo = 20,...,Yp = 2p,Yp41 = 0),
B(z) = B(Z).

Puis, pour n € N, posons :

B.= |J JG&0.

;ecn—l

On vérifie aisément la relation :
J(z0,-..y2n) =B N---B".

Puis, on montre que :
sup A(J(z)) —— 0.
2€Cn n—oo

En effet, si ce n’est pas le cas, on peut construire par récurrence une suite
(yn)nen € C telle que pour tout n € N, A(J(yo,---» Yn)) > €, Ol € est une constante
strictement positive. Mais alors :

0 =p({y}) = EmN\ p#(¥Yo =yo,---,Yn = ¥n)

Cette propriété prouve que les J(z) séparent les points de [0, 1|, et donc la famille
B = (Bn)nen est une base de ([0,1[, £, X). On dispose donc de ¢5 : [0,1[— C, et on
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vérifie que u est la mesure image de A par ¢g. ¢ est alors un isomorphisme modulo
zéro entre ([0,1[,£, ) et (R =C, A, p).

On a donc déja montré : Tout espace de Lebesgue dont la mesure p est diffuse est
isomorphe modulo zéro a ([0, 1[, L, \).

Voyons maintenant le cas général, ou la mesure u n’est plus supposée diffuse.
Posons Q¢ = @\ U,>;{wn}. Le cas o mg = pu(Qp) = 0 étant trivial, on suppose
que mq > 0. Soit Ay = {A € A/ A C Qo}, et po = mLo”|Ao‘ On vérifie alors que
(20, Ao, o) est un espace de Lebesgue, dont la mesure g est diffuse : il est donc
isomorphe modulo zéro a ([0, 1[, £, A). Il est clair que si on ne normalise pas Hlay>
on obtient un isomorphisme entre 2 et [0,my|[, et donc  est isomorphe modulo
zéro 3 . o
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