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1. Présentation de 1’étude ; motivations.

(1.1) Rappels des définitions de certaines tribus.
Soit (Q,?.(?‘).P) un espace de probabilité vérifiant les conditions habituel-

les. On définit 70_ = ?O. A toute variable aléatoire L positive, finie, on

associe les trois tribus ?;, F et ?;, qui ont pour vocation respective de

L
décrire mathématiquement le passé strict, le passé et le passé au sens large,
relativement a la filtration (9t), jusqu’a l'instant L ; de fagon précise, on

définit :

“«Q
-
]

cr(zL ; Z processus (?t) prévisible)
F = o'(zL ; Z processus (St) optionnel}

= o{z

, + Z processus (st) progressivement mesurable}.

(voir, par exemple, [5], paragraphe 25, p. 141).
Dans le cas ou toute (?t) martingale est continue, les tribus prévisible et

optionnelle sont égales, et on a donc : 3; = ?L ; cette égalité entre tribus a

également lieu lorsque L évite les (St) temps d’arrét, c’est-a-dire :

pour tout T (.‘it) temps d’arrét, on a : P(L = T) = 0.
On note ces hypothéses respectivement (Hc) et (He) ; lorsque l'une d’elles est
en vigueur, L est en fait une fin d’ensemble (?t) prévisible.

Par contre, il se peut que, méme lorsque ces hypothéses sont en vigueur, on

ait né ins : *
t néanmoins ’L 4 ?L ;

c’est le cas lorsque (9{) est la filtration du mouvement brownien réel (Bt)tzo

et L = g =sup{u <T: B = 0}, oi T est un temps d’arrét régulier pour (Bt),

c’est-a-dire que : (BMT)tzo est uniformément intégrable. En effet, dans ce
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cas, la variable l(BT>O) est 31. mesurable, mais n’est pas ¥L—mesurable, et on

a: 5L=3ch(BT>0).

(voir, par exemple, [2], paragraphe 3.8).

(1.2) Une équivalence remarquable.

L désigne dorénavant une fin d’ensemble (3") optionnel finie ; on suppose-
ra, ce qui est raisonnablement général, que L évite les temps d’arrét, c’est-
a-dire que I’hypothése (He) est en vigueur. On se propose en particulier dans
ce travail de caractériser les variables X € Ll(fm) telles que, si (Xt) dési-
gne la (’t) martingale admettant X pour variable terminale, on ait 1'une des 3

propriétés suivantes :
(A) XL = E[XI?L] H (A*) XL = E[X|¥L] N () E[Xl?L] = E[xl?L].

Toutefois, c’est principalement le souci de comprendre profondément le contenu

du Théoréme 1 ci-dessous qui est & 1’origine de ce travail.

Théoréme 1 (cf. [2], Proposition 3.10.1 et également [3], Théoréme 9.1, p.314)
Soit H un fermé (?t) optionnel, de fin L p.s. finie ; on suppose que L évite
les (¥,) temps d’arrét, ie : (H) est vérifiée ; H = {t : P(t = L|#) = 0}

est l’ombre opttonnellel de L.

Soit (Xt) une (S;t) martingale uniformément intégrable.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1 X =0 P-ps. ; 2) E[lefl.] =0 ps.;
3) (X,) s’annule sur H i 4 (X) s’annule sur A.

(1.3) Traduction du Théoréme 1 en termes de grossissement.

Notons (ét) la plus petite filtration® qui contienne (S’t). et fasse de L un
temps d’arrét. Sous !’hypothése (He). toujours supposée en vigueur, L est un
(it) temps d’arét totalement inaccessible.

Pour traduire le Théoréme 1 en termes de grossissement, nous avons besoin du

! Cette terminologie est empruntée a Dellacherie - Maisonneuve - Meyer

([S] paragraphe 15, p.135).

2 De nombreuses filtrations apparaissent au cours de l’article. Pour faciliter

la lecture, elles sont cataloguées dans 1’appendice D.
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Lemme : A une variable Y € Ll(?m), on associe d’une part la (,t) martingale
(Y‘), et d’autre part la (§t) martingale (?‘), qui ont toutes deux Y pour
variable terminale. On a alors :

a) pour tout tsw, ¥ =%  ; ® Y & Y- o Y-

-

p.S. ;

Démonstration : a) D’aprés Jeulin ([6], Proposition 5.3, p.75), ou [S], (20.2)

p.138), a tout processus (5'.) prévisible (2‘) , on peut associer deux proces-
sus (3‘) prévisibles (z:") et (zi‘)) tels que :

= ) )

2,52 les) * % ey

(<) : - -
En particulier, on a : Z L = ZaL * ¢ qui prouve que : ?ML < ,t/\l.'

sion inverse étant immédiate.

I'inclu-

b) L'égalité p.s. de YL et YL_découle de 1’hypothése (He). En
outre, les tribus éz et ?t ayant méme trace sur (t < L), on peut écrire :

CEIY 1,y I¥,)

P(t<L|% )

Yo Jeaw) = (t<L)’

On prend des versions continues a droite (y‘) et (Zt) du numérateur et du
dénominateur figurant dans le membre de droite. On déduit de 1'hypothése (He)
que ZL_ = ZL = 1, P-p.s. D’autre part, on a :

Yo = Yt - E[Yl(Lﬁt)lgt] = Yt T Y
et, d’'aprés le résultat précédent, on a : yl’__ = 0 lorsque Y est bornée, et,
par convergence en probabilité (uniformément en t), pour toute variable Y de

L'#,). o

A la suite du Lemme, nous pouvons réécrire l’équivalence entre les assertions
1) et 2) du Théoréme 1 de la fagon suivante :

siXe Ll(ﬂ’w), alors : ) X _=0 estéquivalent a: 2°) E[Xl!;;] = 0.

Lorsque L est une fin d’ensemble (,z) prévisible, nous pouvons nous débarras-
ser de 1’hypothése (He), et montrer néanmoins que l’équivalence de 1') et 2')

ci- dessus est conservée pour l’essentiel. On a en effet le

Théoréme 1’ : Soit L la fin d’un ensemble prévisible, et Xt = E[Xm|9t] une
martingale uniformément intégrable. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) XL_ =0 sur (L>0); (i) E[X“IF;] =0 sur (L>O0);

(iii) le processus (Xt_ i t = 0) s’annule sur l’'ombre prévisible de L i.e. sur

{t; P(L = t| ¥ =0)
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Démonstration : On recopie la démonstration du Théoréme 9.1 de [3], p. 314,
pour montrer que (ii) = (i), puis que (ii) == (iii) ; (iii) == (i) est
évident ; pour montrer que (i) === (ii), on suit toujours ([3] en appelant
maintenant H le support gauche de la projection duale prévisible (At) de

1(0<Lst) H (X‘_ , t = 0) est nul sur H, et le théoréme de balayage que nous

démontrons dans l|'appendice B nous indique que, pour tout processus (zt) pré-
visible borné,

(zg X‘) est une martingale uniformément intégrable.
t

On a donc : E[zL Xw] = E[zo Xo]. ce qui s’écrit encore : E[zL X, l(L>0)] =0,
qui entraine visiblement (ii). o]

Si T est un temps d’arrét fini, il peut étre considéré comme la fin de I'en-

semble prévisible [0,T] ; on obtient ainsi le

Théoréme 2 : Considérons, dans une filtration (‘.'1".), un (?t) temps d’arrét T
et (€t) une (9'.) martingale uniformément intégrable.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1)€T_=0 sur (T >0);

2)pourtoutt<T,€t=0;

3) la martingale (EtAT' t = 0) est de la forme : ) avec v € Ll(g_r) H

v lerse
4) E[§_]5.]1 = 0, sur (T > 0).

Remarque 2.1 : L'implication : 3) == 4) est bien connue ; elle sert en parti-
culier de point de départ a Le Jan [8] pour la décomposition des martingales
de carré intégrable en somme directe de martingales strictes, et martingales

de sauts.

Remarque 2.2 : Si L est la fin d’un ensemble prévisible, et si ?L = 9L , on
peut rapprocher le Théoréme 1’ ci-dessus du Théoréme 9 de [3]), ce qui conduit
a 1'équivalence :

{x, = 0) sur (L>0)} == {(X = 0) sur (L > 0)}

pour toute martingale uniformément intégrable.
On se trouve dans cette situation dans les deux cas suivants :
a) L est une variable honnéte qui évite les temps d’arrét ;
b) L est un temps d’arrét T pour lequel : ?T = ?_; , par exemple un temps

de saut d’un processus de Poisson.

Remarquons enfin que, si 1’on supprime 1’hypothése ?L = ?; , on a seulement
I’implication : (XL =0 sur (L > 0))} == (XL- =0 sur (L > 0)}

pour toute martingale uniformément intégrable, et toute fin de prévisible L.
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2. Quelques résultats de représentation de martingales.

Nous allons, dans le paragraphe 3, résoudre les équations (A), (A‘) et

(B), lorsque (St) est la filtration du mouvement brownien réel (Bc.’t z 0), et

L une fin d'ensemble (?t) prévisible qui évite les temps d’arrét. Nous nous

plagons dorénavant dans ce cadre. (ét) désigne, comme en (1.3), la plus petite
filtration qui contienne (?t), et qui fasse de L un temps d’arrét. Nous expri-
merons, faute de mieux, nos résultats en termes de certaines propriétés des
(ét) martingales. Les résultats du paragraphe 3 découleront trés simplement .du
Théoréme 3 ci-dessous, lequel donne une décomposition importante des (?t)

martingales de carré intégrable.

Nous rappelons tout d’abord quelques résultats essentiels de la théorie

du grossissement :
toute (Ft) martingale (Xt) est une (ét) semimartingale dont la décomposition

canonique peut s'écrire a 1’aide de la (it) surmartingale :
Z =PL> t|3t) =M -A.,
ou (At)tzo désigne le processus croissant, continu, qui est la projection

duale prévisible de (1 t = 0} dans la filtration (S‘t).

(0<Lst) *
La décomposition canonique de (Xt). dans la filtration (ét). est :

- tAL d(x.M>' t d<x,M>'

X, =X+ —Zz sy | TTZ
0 * L *

ot ()'?t ; t = 0) est une (5‘) martingale locale.

En particulier, si X = B, (ﬁt,t z 0) est un (.‘it) mouvement brownien.

Nous pouvons maintenant énoncer le :

Théoréme 3 : Toute (gt) martingale de carré intégrable ()‘(t) , nulle en O,

t=0
peut se décomposer de maniére unique en la somme de quatre martingales de

carré intégrable, orthogonales dans la filtration (ét) :

v _ o) | S@ 23 . o8

x‘ =X+ Xt + )(t + xt (t = 0),

ces martingales s’écrivant sous les formes suivantes :
tAL t

-(1) = (1) ,= . o(2) = (2) .~

xt J.O Jl dB. ' xt l(LSt) JL Js dB'
(2.a) ;

tAL
23 _ () _ (3) L (e _
X, =9 sy Io LA s X T E Y L g
LM, ‘

ou J°, i = 1,2,3, sont trois processus (?t) prévisibles qui satisfont les

conditions d’intégrabilité suivantes :



138

=[[ :(J:”)z 2, @ <o f[f : U0 -z o] <o E[I: Uy an)] <m

etve L’(s;) satisfait :  E[v|#] = 0.

Démonstration : a) Rappelons d’abord le résultat général suivant de Barlow
(14) ; (a) et (b)) repris par Jeulin ([6], Théoréme (5,12), p. 82) :

I’espace des martingales de carré intégrable dans (5") est engendré, au sens
des espaces stables de Kunita-Watanabe par les 4 familles (orthogonales entre

elles puisque L évite les (?t) temps d’arrét) suivantes :

tAL d<X,M>. t d<X',M>’
xtAL - Z i l(l.,st) [xt - xL * 1 -2 ]
0 * L *
@ (3) tAL (3)
I sy ~ I, dA, PV s,

ou, d’une part, X et X' varient parmi les (?ft) martingales de carré intégra-

ble, et, d’autre part, Jm est un processus (91) prévisible tel que :

E[(J::n)Z] < o ; enfin, Ve Lz(yl) et satisfait : E[v|9L] = 0.

b) En utilisant la représentation des (5t) martingales X et X' comme intégra-
les stochastiques par rapport au mouvement brownien B, on voit que les martin-
gales de la premiére et de la seconde famille figurant en (2.b) s’écrivent

tAL . t .
sous la forme : Io .ll dB' H l(LSt) IL J. dB' ,

ou J et J’ sont deux processus (i‘) prévisibles tels que :

EU: J: ds] <o et EU: (_[;)2 ds] <o.

(on pourra remarquer que ces conditions sont plus restrictives que celles,

concernant Jm et Jm. qui figurent dans 1'énoncé du Théoréme 3).

c) On déduit ensuite de la représentation des processus (@t) prévisibles,
rappelée dans la démonstration du Lemme ci-dessus, que l'ensemble (2.b) des 4
familles de (é:v.) martingales est total dans l’ensemble des (é‘t) martingales de

carré intégrable.

d) Pour obtenir finalement la représentation des (9?") martingales de carré
intégrable énoncée dans le Théoréme, il nous suffit maintenant de considérer
I’espace de Hilbert des quadruplets ¢ = (J(",J(Z),J(a),v) (avec les hypothé-

ses de mesurabilité évidentes) pour le produit scalaire :
LJ

00 00 00
0,5 = EU ds J“’]‘”z] + EU ds 12391-z )] + EU J"’]"’dA] + E[wV)
0 L ] L ] s 0 s s 0 1 ] L ] ]
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et de remarquer que l’application :

$1]

y v o4
Py x =X (2) (3) (4)

+ X + X
(avec les notations de 1’énoncé du Théoréme) respecte les structures d’espaces
de Hilbert, entre d'une part les processus ¢, et d’autre part, les (ét) mar-

tingales de carré intégrable. o

En conservant les notations en vigueur dans le Lemme ci-dessus, nous associons

a une variable X € Lz(?m) d’une part la (Ft) martingale (Xt)mo, et d'autre

part la (it) martingale ().(t) , qui ont pour variable terminale commune X.

tZ0

Gréice au Théoréme 3, on peut exprimer les variables :
. .
E[X|?L] , E[x|$L] , XL_ et XL

4 I'aide de la décomposition de (Xt = 0). On obtient ainsi le

Corollaire 3.1 : Avec les notations et hypothéses du Théoréme 3, on a :

o 2(3) | 5(4)
(2.c) E[x|?L] (T) LoD x + xm + X,

: X0, %@
(2.d) E[X|¥] =, E[X 170 3, Xy * X,
(2.e) X X X . 5((3)

L D - () "

Démonstration : a) L’égalité (2.c.i) découle de ce que : ?: = 9L ; en consé-

quence, ).( = E[XI@] est donnée par la formule (2.c.ii), car les variables :

(Z)

).(:) (i = 1,3,4) sont 5 mesurables, et E[X(Z)Is: 1= X

=0.

b) L’égalité (2.d.i) découle de (2.c.i), et 1I'égalité (2.d.il)

- (4)

de (2.c.it) et de la propriété : )(°° = v est orthogonale a Lz(?L).

c) L’égalité (2.e.i) a été montrée dans le Lemme, et (2.e.ii)
découle de (2.d.ii). o

3. Résolution des équations (A), (A‘) et (B).

Gréce au Corollaire du Théoréme 3, ces problémes sont maintenant aisément

résolus, au moins de maniére théorique.

Théoréme 4 : Soit X € Lz(?w). Alors :
1) X est solution de (A) si et seulement si :

o(2 v (3

X =%+ x4 x!, crest-d-dire : XV = 0.
L] © -]
2) X est solution de (A’) si, et seulement si :
X =X+ x'?, crest-a-dire : xX'¥ = %Y = 0.
[ [ (] [
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3) X est solution de (B) si, et seulement si :

(2) (3) L))

X=x", X , c’est-a-dire : X'* = 0.
w [}

Commentaires : On a, de maniére générale, avec les notations du Théoréme 3 :

X -%X =1Y 4w
L L- L

Ceci permet de présenter les assertions du Théoréme 4 de la fagon équivalente
suivante :

1) X satisfait (A) ssi: J©®

= 0, ou encore

R L
ssi : le saut de X (en L) est orthogonal a LZ(FL) ,
ou encore, ssi : E[X|¥ ] = JJ- R
L o s s
2) X satisfait (A’) ssi : Jl(_:” = v = 0, ou encore,

m dB

ssi @ ().(t) est continue, ou encore, ssi : E[X|?;] = JJ- J
0
3) X satisfait (B) ssi le saut de X (en L) est FL-mesurable.

Bien que satisfaisantes d’'un point de vue théorique, ces différentes caracté-
risations des solutions de (A), (A‘) ou (B) peuvent étre difficiles a utili-

ser "en pratique”, comme nous le verrons dans les deux paragraphes suivants.

4. Etude de certaines composantes de la filtration (ét).

(4.1) A la suite du paragraphe 3, il semble naturel de chercher a carac-
tériser, de fagon aussi simple que possible, les variables X de Lz(?m) qui

peuvent s’écrire sous la forme :

(4.2) c+ J‘L IV a8 .

0 L 8
Il est alors tentant de penser que toute variable mesurable par rapport a
o{B ; s = 0} puisse se représenter sous la forme (4.a). Toutefois, un ins-

sAL
tant de réflexion montre que L est un temps d’arrét totalement inaccessible de

la filtration naturelle du processus (B , s = 0) ; il existe donc, dans

sAL
cette filtration, des martingales purement discontinues. L’objet de ce para-

graphe est d’étudier précisément cette filtration.

Théoréme 5 : 1) Pour tout t > 0, on a :

(4.b) ¥ ¥  =oB

= H =
D - Y An s st}

sAL

(toutes les tribus sont (?w,P) complétées).

2) En conséquence, la filtration naturelle de (BML ; t = 0} est

(R‘ dgf n

a>0

((t+a)AL) ptE 0}'
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Cette flltration (?(‘.t = 0) est, en général, strictement contenue dans

déf &
(J(‘ = S(ML),tZO),car.
v bl +
(4.c) ?(“ = 97L = S‘L , et (4.4d) J(w = SL = ?L .
Démonstration : a) L'égalité : ?ML = $ML figurant en (4.b) n’est autre que

le point a) du Lemme ci-dessus.
b) Il est évident que la tribu o-(B-AL ; S S t} est contenue

-~ o . s . .
dans ?ML. Inversement, pour montrer que ?w = c‘(B’AL ; s s t}, il suffit de

i . <..< .
prouver que si &t = f(B"l'B'zw 'B"u) l(tkq) , ol tl < t2 tk et

RX — R est une fonction borélienne, alors QML est mesurable par rapport a

; sst). Or,ona: o  =f(B

o{B tAL tlAL' e BtkAL) 1(t;k< tAL)

sAL
et il reste donc a montrer que (tAL) est mesurable par rapport a la tribu
(B s s t). Ceci découle de ce que (tAL)tzo est la variation quadratique

sAL
de la (,t) semimartingale (BU\L)t?-O . o
Corollaire 5.1 : La décomposition canonique de (BML ; t = 0) dans la filtra-
" tAL d<B.M>'
tion (%), soit : B, = §ML + —Z'—-

0
est également la décomposition canonique de (BmL ; t = 0) dans sa filtration

naturelle (J(t ; t = 0).

Démonstration : Il découle de (4.b) que, pour t fixé, la variable :

IML
0

Ainsi, (§ML ; t = 0) est une (ét) martingale, qui est (J(t) adaptée ; c'est

d<B,M>. est o'(BML ; s S t) mesurable, et est donc Rt-mesurable.

N|'-'

donc une (Kt) martingale. o

Nous déduisons maintenant du Théoréme S la structure des (.‘K') martingales,

resp : des (J(t)-martingales. de carré intégrable.

Corollaire §.2 : 1) Un processus (Yt.t z 0) est une (J(t) martingale de carré
intégrable, resp : une (Rt) martingale de carré intégrable, nulle en O, ssi
c’est une (9t) martingale de carré intégrable, nulle en O, qui se représente
(avec les notations du Théoréme 3) sous la forme :

(3) . )“((4)

N . 3 (t z0)

(4.d) Y =X
t

resp : sous la forme :
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(4.e) Y = )“((l) . )“((3)
t t t

(t = 0).
2) En conséquence, les deux filtrations (9(‘) et (J('_) sont iden-
+

tiques ssti : SL = SL.
Démonstration : a) On obtient la (J(t) martingale, resp : (R‘) martingale, de
carré intégrable, nulle en O, la plus générale, en projetant sur la filtration
(J(t), resp : sur la filtration (Rt), la (it) martingale générique, de carré
intégrable, nulle en 0. Si (it) est une telle martingale, qui peut étre repré-
sentée, d’aprés le Théoréme 3, comme : '
)“((I)

t
1

X =
t

’

ne~—3e

-

on a:

(3)

- _o g ~(4) )
(4.f) E[X,|X,] = X" + X

+ X et : E[ilk]=f((l)+f((3.
t TLA t t

(2)

En effet, on a, d’une part : :Kt < J(w = 9"; , et E[)(t I?:] = 0, et, d'autre

part, pour terminer la démonstration de (4.f), il nous suffit de démontrer
que, pour t fixé :
-1

(4.g.1) les variables Xt et )*(:3) sont Rt mesurables,

et (%) o(4)

(4.g.it) la variable X =~ est X mesurable, et E[X |¥] = 0.
; t t t t

Pour démontrer (4.g.l), nous utiliserons plusieurs fois la remarque suivante,
qui découle immédiatement de la définition de la filtration (Rt) :

si (Ut) est un processus (?t) prévisible, (Uw_)tzo est (Rt) prévisible.

) donnée dans le Théo-

En utilisant la représentation des variables )2:” et )‘(:3
réme 3, il nous reste, pour démontrer (4.g.t) A& prouver que la variable JI(_:”

l(Lst) est J(‘ mesurable. Or, on a :

3 (3)

JL l(LSt) = JU\L l(LSt) , et t — tAL est (}C‘) prévisible,

ce qui signifie que L est un (Rt) temps d’arrét.
Nous prouvons maintenant (4.g.ii) en remarquant, d’une part, que :

¥ =?L,3

_ @ T i Wi o4 _
L = 91_ n ?t si bien que Xt =

v l(Lst) est J(" mesurable ;

d’autre part, comme Rt < ?; , on a, pour toute variable Ht bornée et Rz mesu-
rable : E[H v1 car : E[vl?;] =0;

tAL

(Lst)] =0

nous avons ainsi montré complétement (4.g.ii).

(4.2) Dans I'esprit du paragraphe (4.1), il est également naturel d’étu-
dier la richesse de la tribu engendrée par (§')'=°. Cette tribu n’est pas
égale (méme aprés adjonction d’ensembles négligeables) a ?w = a(B..s = 0}. De

fagon générale, nous chercherons a décrire précisément la filtration naturelle
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(#t) de (§t). et surtout ce qu'il faut lui ajouter pour retrouver (3‘) ; pour

I’instant, nous montrons le

Théoréme 6 : 1) La variable A“° est une variable exponentlelle de paramétre 1.
2) La tribu 3“ est indépendante de la variable Am.

3) L n’est pas mesurable par rapport a ?u.

Démonstration : 1) La premiére assertion est die a Azéma [1] ; voir également
([5), paragraphe 89, p. 197) et ([6], Proposition (3,28), p. 58 et 59).

2) Pour étre complets, nous donnons maintenant une démonstration simulta-

née. des assertions 1) et 2).
Remarquons que, si f : R’—) R’ est une fonction borélienne bornée, et si 1’on

pose : F(x) = r dy f(y), alors, la variable :
0

(4.h) f(A) - F(A) = Io f(A) dp,  (on a posé : p gt Yist) = A)

est la variable terminale d’une (it) martingale de la troisiéme famille qui
figure en (2.a) ; en conséquence, cette variable est orthogonale A n’importe
quelle variable terminale d’une martingale de la premiére famille, ou de la
seconde famille, figurant en (2.a).

Or, toute (?t) martingale est une (it) marti_ngale, et se décompose en la
somme d’une martingale de la premiére famille et d’une martingale de la secon-
de famille. On a donc, finalement :

E[f(A) - F(A)|¥.] =0,

d’od l'on déduit que, conditionnellement a 5@ , la variable Aw suit la loi
exponentielle de paramétre 1 ; en conséquence, elle est indépendante de ?m.

3) Du fait que toute (?t) martingale est une (§t) martingale, on déduit
en particulier que : it = ?ﬂ ng¥, .
En conséquence, si L était une variable ?u mesurable, on aurait pour tout t :
(Lst)e Qt ; ainsi L serait un temps d’arrét (et donc un temps d’arrét pré-

visible) de (?t), et donc de (ét) ; or, L est totalement inaccessible dans

(ét). L n’est donc pas ?ﬂ—mesurable. o

Les assertions du Théoréme 6 suggérent plusieurs questions, parmi lesquelles :

A) (A)

o’ déf
a) Posons : ft = §t veoA) (t s=). A-t-on: ¥ = ¥, ?
b) Quelle est la loi de L conditionnellement a Sm?

L]
c) Désignons par (31) la plus petite filtration qui contienne (9‘1), et qui

t=0
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fasse de L un temps d’arrét. Cette filtration (3:) est-elle égale a (5‘) ?

Nous ne savons pas répondre a ces questions dans le cas général, mais nous y
répondrons complétement dans les études d’exemples qui constituent la suite de

notre article. Notons toutefois les résultats partiels suivants :
Proposition 1 : Soit L une fin de prévisible évitant les temps d’arrét.
00
Soit f borélienne bornée ; on pose : f(x) = & I f(t) etat.
x
Pour tous t 20 et a 2 0 :
t
E(TA )| #,) = f(A) 1 fa) = fo) + I (f - PIA) du
0
(A>%) + l( A, sa)zt exp-(a-A) = e " + '[0 1( A sz)

(Lst) * <)

P(Am > a|$t) =1 exp-(a-A') dM.

P(A, > a|¥) = exp-(a-A)’ .

e s * e
Démonstration : Pour x = 0, r (f - F)(y) dy = f(0) - f(x) et
0

t

IO (F - DA du, = (£ - DA 1 o - (F(O) - T(A))

(L=t)

=f(A)1 fa) - f) ;
(] t

(Lst) * )

ainsi, f(A) 1 f(A) est la (9‘) martingale E(f (Aw)lgt) ;

Lst) * )

par projection sur (9’t), on obtient :
t
E(f(A)|F) = U - Z) f(A) + Z, F(A) = F(O) - IO (f - PUA) oM .

Pour f = lla o, f(x) = exp-la - x)" et (f - F)x) = l(xsa) exp-(e - x) o

(A)
Proposition 2 : Toute v.a. ¢ € Lz(§°° ® ) peut se représenter de maniére unique
00 00
sous la forme : ¢=E(¢)+I¢d8 +Il]1d}l.
| ] L ] ; ] s
(o] o
avec (p‘) et (1[:') deux processus (5.) prévisibles tels que :

EU: o ds] + E[I: v dA'] <o,

(A)
En conséquence, st ?; 2 §L, alors ?m ™" est strictement contenue dans ?w.

Démonstration : i) Pour prouver le résultat de représentation annoncé, il nous

00
suffit de considérer ¢ de la forme : & = U 5. dfl.] f(A)
0

00
ol (6‘) est un processus (?t) prévisible tel que : E[J. 6: ds] < w, et
[0}

f: R’ — R‘ est une fonction de classe Cm, bornée, telle que : f(0) = 0.
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00
D’aprés la proposition 1, on a : f (Am) = J. f - f)(A.) du' :
0]

le résultat de représentation annoncé découle alors de la formule d'It6.

ii) D’aprés le Théoréme 3, si v € Lz(SZ) est orthogonale a LZ(SL), elle
(A,

est orthogonale a toute variable & considérée ci-dessus, et donc a 1.2(5:llo )

ce qui prouve la fin de la Proposition 2. o

5. Etude de quelques exemples.

Dans ce paragraphe, nous étudions la filtration (5'_) avec encore plus de pré-
cision, dans le cadre de la filtration brownienne, pour certaines fins L d’en-
sembles prévisibles qui apparaissent naturellement dans 1'étude du mouvement
brownien, et pour lesquels la théorie du grossissement semble particuliérement

bien adaptée (cf. Jeulin [6]).

Exemple 1 : L = g = sup{t <1: B‘ = 0). On a alors (cf, Jeulin [6], p. 124) :

IB | © 2
z, = o|— ] o 8x) = /§I dy exp(- )
v1-t *Jx
2
t B t
—1.J2 1 _ s _J2
=1 /; J dB’ sgn(B.) —-—-—l_s exp[ m] \/: J — dL'
(o} 0

ol (Lt,t = 0) désigne le temps local en O de B .
On en déduit :

;M' = (aB)) [:—'] [L‘:_IJ s:‘f_:‘) et :’j;) = (aB) [_] (IB '] sg’:f‘:.)

L ]
" 3 2
ob I'ona posé : 800 = 1 - 8tx) = v/ 2 r ay exp(- 1.
(o]

La décomposition canonique de (B tz 0) dans la filtration (5') est donc :
- tAg o t |B, |
(5.a) Bt = Bt + gn(B )[ ][ ) + l(g<t)sgn(Bl) [ ]
(o)

Dans le but de compléter le Théoréme S, nous introduisons le processus (X)

tta
défini comme 1’unique solution de 1’'équation :

t d X
(5.b) X, = ﬁt + J S u[ b ]
0 vi-s Wi-s

’ 2 2 -1
ol l'on a posé : u(x) = sgn(x)(% )(|x]|) = -sgn(x) exp(- ;—) r dy 7 /z]
[x]

Définissons également (L’:,t < 1) le temps local de X en O, et le processus :



146

a-/—f -—dL Lt<L

On note, d’autre part, A \/— I —— dL le processus croissant associé a
0 \/1 - °

la surmartingale (Zt) (voir la forme explicite de la décomposition canoni-

tZ0

que de (Zt) au début de ce paragraphe).

Nous pouvons maintenant répondre complétement, pour cet exemple, aux questions
a), b), c) posées a la suite de la démonstration du Théoréme 6.

Théoréme 7 : 1) La filtration naturelle de (ﬁt), soit (?t) , est également la
filtration naturelle du processus (X)

2) (3) la plus petite filtration qui contienne (Qt) , et qui
fasse de g un temps d’arrét, est également la plus petite filtration qui con-
tienne (t‘ft), et qui rende le processus (A ) adapté.

(A)
3) La variable sgn(B)) est indépendante de 5 @ ?; ,etona:
? v o-(sgn(B ) = ¥,

4) La loi conditionnelle de g, sachant ?m , est donnée par :
(5.c) P(g = tliw) =P(A = atlﬁn) =1- exp(- a)
(=P(g = t|§') =P(A = at|5t))

Démonstration : 1) Il n’est pas difficile de démontrer la premiére assertion
en considérant I’équation stochastique (5.b) satisfaite par X ; la solution
unique de cette équation est obtenue par la méthode des approximations succes-

sives.

2) Les processus (Xt) et (B‘) coincident sur I’intervalle [0,g] ; ainsi,

At = atA (" = 0) est adapté pour la filtration (5.). En conséquence, (.‘f’), la

plus petite filtration qui contienne (5) et qui rende (A) adapté est une
sous-filtration de (9 )

Inversement, nous verrons plus loin que g est un point de croissance a droite
de (at,t = 0), et on a donc : g = inf{t : « * At), ce qui prouve que (3":)

L)
est une sous-filtration de (5;) ; finalement, on a : ?‘ = 9; , pour tout t.

3) D’aprés Proposition 2-ii), la variable sgn(B]) est orthogonale a
LZ(S:,), et donc indépendante de ?;.

Soit w la fonction (de classe C™) définie sur R par :

X
__) ~,
exp(z [=\/]—ng(f[7Dsix*0]
[

wix) = 2
I b exp(-2y%) dy
0
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Soient V' et V™ les uniques solutions des équations différentielles stochasti-

ques :

t t v
+* > +  §
Vizo V=1 t)[~»2 Jg Vv dB o+ J'g w[l_s

]ds] 0st<l)

V2o, V;’l(gst)[‘ZJ;/T:dﬁ.*I;w[Y—Eg] ds] ©Ost<l;

X, V', V" sont adaptés a la filtration (3:) ; la décomposition (5.a) donne :

+ - . f . _
B‘ = xMz + l(Bl>0) »'(I—t + I(Bl <0) \/<l: , ce qui établit : 3" v a‘(sgn(Bl)) = Fw.

4) On a : {g s t) = (Al s a‘) ; la deuxiéme égalité qui figure en (5.c)
découle de 1'indépendance de Al et 3», et de ce que Al est une variable de loi

exponentielle de parameétre 1 ; les autres égalités sont immédiates D

Une variante de cet exemple a été étudiée comme illustration du processus de

prédiction par F. Knight [7].

Le théoréme suivant donne une premiére description intéressante de la loi du

processus (Xt)m. Pour énoncer ce théoréme, nous noterons (yt)'.<l le proces-

sus des coordonnées sur l’espace canonique C([0,1[; R) et Gv. = o-(y' ; s st)
(t <1).

Théoréme 8 : Notons P* la loi du processus (Xt)“‘ défini au moyen de l’équa-
tion différentielle stochastique (5.b), et W la mesure de Wiener considérée

sur l’espace canonique C([0,1[ ; R). On a alors :

X
Plg‘ =(z, exP(At))'Wlt;»t (t<1,
PA t
ou l’on a noté ici : Z‘=¢[ ‘]' et A =‘/§J' 1 4 ,
Vi-t. ' "lovis *

(tt) 1 désignant le temps local en O de y.

Démonstration : D’aprés le théoréme de Girsanov , a condition de prouver que

le processus (D:)Kl ci-dessous est une martingale (et pas seulement une mar-

tingale locale), on a, pour t < 1:

t y dy t y
ou : D': = exp[J u[ : ] : - % uz[—'- ] L ds] .
o vl-s / V1-s 0 vi-s 1-s
Posons : U(x) = r dy u(y). u étant dérivable sur R., et admettant des limites
o

a droite et & gauche en O, on a, d’aprés la formule d’'Ité :
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)L os) G2 )4 S ) ) s ) -

1

+ 5 (u(0+) - u(O-))t; ,

(V]

y
ol I'on a noté (t;,t < 1) le temps local en O de [ tt< 1].

vi-t
Il est aisé de montrer que I'on a : t; = J. L dl’ . On a donc obtenu :
0 Vi-s
D! = exp{U[-y—t ] - Ju(04) - u(0-)E, - 5 J ' . v[y—'] ds}.
vi-t 0 I-s
ob : Vix) = w(x) + x ulx) + u’(x).

Or, dans le cas particulier qui nous intéresse, il est facile de voir que I'on
a: V(x) = 0; - 5(u(0+) - u(0-)) = /2 v = log #(x)),
de sorte que, finalement, on a bien : D: = Zt exp(At).
De plus, le processus (D:)m est bien une martingale, car on a :
sup D‘: s exp(At) s exp[v/ F(%)' l‘ ,

et la variable qui figure dans le membre de droite posséde des moments de tous

ordres (rappelons que, pour t fixé, on a : lt tgh |B'|). o

En plus de la propriété d’absolue continuité présentée dans le Théoréme 8, le

processus (X'L)t< posséde une "propriété de régénération” tout a fait remar-

1
quable ; de facon précise, on a le

Théoréme 9 : On considére maintenant ()('.)"<l comme étant défini (trajectoriel-
lement) & partir de l’équation (5.b), le mouvement brownien (ﬁt)tq désignant

la partie martingale de (B‘)t<l dans la filtration (ét).

On a alors : (i) X“=Bu.usg;

1
(it) le processus [Y = —X gy s U< l]
u Vicg g+u(l-g)

. .
est indépendant de ’8 (= ?g) et a méme loi que (Xu)“q.

Démonstration : La propriété (i) a été le point de départ de l’introduction et
de 1’étude de (Xt)m. Pour démontrer (ii), rappelons tout d’abord que (I'§u)“<l

- 1 -
est un (¥ ) mouvement brownien ; en conséquence, [——(B _y - B )] est
u : e g+u(l-g) -3 PN

)

il reste maintenant a faire, dans l’équation (5.b), le changement de variables

encore un mouvement brownien (dans la filtration (93 +u(l-g))u <

t = g+u(l-g), et a utiliser la propriété d'unicité trajectorielle de 1'équa-
tion (5.b). o
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Les propriétés (i) et (ii) présentées dans le Théoréme 9 permettent de

construire un processus (X:) qui a méme loi que (Xv)vq, a ’aide de la

v<1
" juxtaposition” d'une suite de mouvements browniens indépendants (B:"’,usy("’)

ol 7(") = supf{u <1: B‘(l“) = 0).
N * (0)
En effet, on définit : X = Bu

,us 7“” = g, puis :

. (1)

xg+u(l-g) = (- e

\/l-_gB:",usy‘",puis: =gty

En continuant de cette fagon, on définit X" sur Dintervalle (g‘"’”.g("))

par : x' - /1 - g(n-l) B‘(ln) ,us 2'(n)'

g(n-l)+u (l_g(n-l))

et : g(n) = g(n—l) + 7(n)(1 - g(n-l)).

On déduit de cette derniére égalité que la suite (g("). n € N) croit P-p.s.

vers 1 ; le processus ()(;)u<l est donc bien défini et a méme loi que X.

Exemple 2 : L = ¢ = sup{t < T1 : B‘ = 0), avec T1 = inf{t : Bt = 1}).

Cet exemple, qui joue un réle fondamental dans les décompositions trajecto-
rielles du mouvement brownien, ddes a D. Williams, est étudié de facon appro-
fondie par Jeulin ([6], p.97-110) (voir également [S], p.193-196).

D’autre part, des considérations tout a fait semblables & celles développées
dans I’Exemple 1 ci-dessus, en particulier l'étude d’une équation stochastique
"déduite” de la décomposition canonique de B avant L, dans la filtration (it)
(i.e. le passage de (5.a) a (5.b)) viennent d’étre faites trés récemment par
Mortimer - Williams ([9] ; voir en particulier la section "Clarification"”,
p.916-917). L’article [9], consacré a la combinaison des formules de décompo-
sition de Girsanov d’une part, et, d’autre part, de celles de la théorie du
grossissement progressif, est également a rapprocher des paragraphes 81 a 87,
p-191 a 196, de [S).

Entrons maintenant précisément dans la discussion de cet Exemple 2.
tAT

. = - M = - 1 - .l.. ’ -
On a : Zt 1 B"M: 1 Io l(B'>O) QB. 2 Lu\_l,l de sorte que l’équa

tion analogue a (5.b) est, pour cet Exemple 2 :

t
- 1
(5.d) x=B-J' ds 1 S
t t (o] (x.>0) 1 " xl

Le théoréme analogue au Théoréme 9 et A ses conséquences est maintenant le

Théoréme 10 : Soit (Bt) mouvement brownien réel issu de O, et

t=0

o = sup{t < Tl : Bt = 0).

Soit (Yt)tZO une copie du processus X indépendante de B ; le processus :
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Bv , VsSo
L]
Xv = a méme loi que (xv)vzo'

Y ,osv
v-o*

Ce théoréme permet de construire X a partir d’une suite (B(“)) 21 de mouve-
ments browniens indépendants, encore plus facilement que dans I’Exemple 1.

(n) (1) (n)

On note : ¢ = sup(t s T:") : Bi") = 0}, et Al L

Alors, le processus (X:,t Z 0) défini par :
(n+1) (n+1)
‘_z(n)

a pour loi celle de (Xt,t z 0), solution de (5.d). La représentation (5.e) du

. (n)
(5.e) xt=B , T StsgZ , ne€N,

processus (xt,t z 0) est trés suggestive : ce processus essaie d’atteindre le

[$V] (1)

niveau 1 en suivant la trajectoire (B u < Tl ) mais, immédiatement apreés

’
u
la derniére fois ou (B‘('") retombe en O avant d’atteindre 1, X recommence son

(2)

essai en suivant un nouveau mouvement brownien indépendant B'“, et ainsi de

suite, indéfiniment.

Le Théoréme 8, qui exprime une relation d’absolue continuité entre la loi du
processus X de I'Exemple 1, et celle du mouvement brownien, admet la version

suivante dans le cadre de I'Exemple 2.

Théoréme 11 : Notons P* la lot du processus (xt)tzo défini par l'équation
stochastique (5.d) et W la mesure de Wiener considérée sur l’espace canonique

C(R‘.R) ; on a alors, pour tout t = 0 :
X
(5.f) P|€t = Z, exp(A) ng‘ ,

YR & : = i . = = -y =1
ou l’on a noté ict : 'l'l inf{t ; A 1}, Zt 1 yu\_l_l , et Az 2 tmrl'

Remarques : a) Que (Zt exp(A,‘))tzo soit une martingale découle de ce que, pour
tout t = 0, E[exp(At)] s E[exp(3)] < @ .

b) I1 découle également de (5.f) que l'on a : Px(Tl =w) =1, ce

qui, bien s@r, est en accord avec la description (5.e) du processus X. o

AEEendice A : Généralisation des Exemples aux processus de Bessel de

dimension n < 2.

Exemple 1’ : On se propose maintenant d'étendre les résultats précédents

aux processus de Bessel de dimension d, avec d < 2.

On munit 1’espace canonique C([0,1[,R") (n e N.) de la mesure de Wiener ;

le processus des coordonnées est (yt)tem a soit U : R — R de classe Cz,

u = VU ; on peut écrire :
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t y t y
D! 4 exp{l L vu[ : ]-dy’ - %J |vu|? [-—'—-—] = ds}
vi-s v1-s 1-s
0 0 v

ofule) 4] e vz}

o : V(x) = AU(x) + x-VU(x) + |U|%(x)

= ﬁ%ﬁ (AH(x) + x-VH(x)) si H(x) = eU(X).

Il est intéressant de trouver les solutions U (ou H) de I'équation : V = O,

y
pour lesquelles [H [—‘]] est une martingale (locale)® H
V1-t// tel0,11

Si I'on suppose de plus que H est une fonction radiale, i.e. : H(x) = h(|x]),

on a a résoudre 1’équation :

h"(r) + b() (“T" . r] =0,
qui a pour solutions :
© 2.
hir) =a + ¢ I dp p™ exp[- ‘2)—]

r
(Remarquons que, pour tout n = 2, l'intégrale ci-dessus diverge au voisinage

de O, et il faudrait donc, en toute rigueur, reprendre la discussion au début
de ce paragraphe en supposant, par exemple, que le mouvement brownien n’est
pas issu de 0).

Nous arrétons ici notre digression relative a R", n = 2, ur remarquer que,
q q

dans le cas n = 1, la fonction h ci-dessus, avec a = 0, et ¢ = ‘/—;2; n’est autre
que la fonction ¢ qui a joué un roéle essentiel dans 1’étude de I'Exemple 1.

Cette remarque suggére maintenant 1’énoncé suivant.

Théoréme 12 : Soit n nombre réel satisfaisant : 0 < n < 2.

On note (R‘,t Zz 0) le processus de Bessel de dimension n, issu de O, et

g(") = sup{t <1: R = 0}. Posons : Z:n) = P(g(n) > t]?t) (t <1).
On a alors :
R
'¢)) z‘“’=h[ ‘],
t n 1=t

© 2 n/2
ou : hn(r) =c I dp p'™ exp[- %] ,avec ¢ = z—n— .

r I'(l - z)

3 /2
On notera que {e' y est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, de

l—exp(-:)]
1 sZ0
générateur ;(A; + x-9f).
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Remarque : Il est intéressant, pour la suite, de noter que :
2

= r

h (r) = P[H(v) =5 ]

ou H désigne ici une variable gamma de paramétre v, i.e :

(v)
W!le™
P(H ) € dh) = —5—dh (A > 0), ol n = 2(-v+1).

Démonstration : On a, a I'évidence : P(g(") > t|:¥t) = P‘({")('I‘0 < 1-t),
t

ol P(—v)
r

sion n = 2(-v+l), et T, = TO(R) = inf{t ; R = 0}.

désigne la loi du processus de Bessel (Rt) , issu de r, de dimen-

120
Or, on sait, & 1’aide de résultats classiques de retournement, que :

(11

To(R) Lr(R).

ou (ﬁu)uto est un processus de Bessel de dimension n’ = 2(v+1), issu de O.

De plus, d’aprés Getoor [G] (voir également Pitman-Yor [PY], ou Yor [Y]), on a

2
=y (o) T
Lr(R) = 5H .
v)

En conséquence, on a :

2 2

(n) déf (n) - r - = r
z” = P >t¥F) = P[zu =1 "] hn[z Tt ) '
(v) r=R
t r=R

c’est-a-dire la formule (1). o

Corollaire 12.1 (Dynkin [D] ) : Si l’on désigne par H(‘ v Une variable de loi

beta de paramétres (a,b), i.e. :
_ tl-l(l_t)b—l
P(H(l,b) € dt) = ———ma.—br— dt , 0<t<l1

on a alors, avec les assertions précédentes :

(n) (lo1)
@) g = Hy -

Démonstration : D’aprés la formule (1), et la remarque ci-dessus, on a :

2
R
def (n) _ t
7,0 = P =Y = P[H(v) = i(l_i]
ol (R'.)tzo est un processus de Bessel, issu de O, de dimension n, indépendant

f (lgi) t Rf , pour t fixé, et, d’autre part :

de H, ,. Par scaling, on a : R

(v)

2 (1ob) 2H
1 n/2

H H
(v) t (v)
7(t)=P[————=—_] =P[—————zt],
» H(l—v) 1=t H(v) * H(l-v)

sont deux variables de lois gamma indépendantes, de parame-

R

On a donc :

od He,) et Hy )

tres respectifs v et (1-v).
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11 résulte des propriétés de 1’algébre des variables beta-gamma que l'on a :

H(v) g1

, ce qui entraine (2). o
Hoy * Hio) )

(v,1-v

Références pour 1’Appendice A :

[D] E.B. Dynkin : Some limit theorems for sums of independent random varia-
bles with infinite mathematical expectations. I.M.S.-A.M.S
Selected Trans. in Math. Stat. and Prob. 1, p. 171-189
(1961).

[G] R.K. Getoor : The Brownian escape process. Ann. Prob. 7, 864-867 (1979).

[PY] J.W. Pitman, M. Yor : Bessel processes and infinitely divisible laws.
In : Stochastic Integrals, ed. D. Willtams, Lect. Notes in
Maths. 851, Springer (1981).

[Y] M. Yor : Sur certaines fonctionnelles exponentielles du mouvement
brownien réel. J. App. Prob. 29, p. 202-208 (1992).

Appendice B : Une formule de balayage "gauche".

(Q,S‘,(?t),P) est un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions

habituelles, H un ensemble aléatoire prévisible fermé a gauche, contenant [O].

On posera :
gt=sup(sst,seH} et d‘=inf(s>t,s€H).
(dz)tzo est un processus continu a droite, mais (gt)c.zo n’est continu ni a
droite ni & gauche ; on notera que
g°=0,(t;g‘=t}=H .(t;dt=t}=H\G

quand G désigne 1'ensemble des extrémités gauches des intervalles contigus & H

Soit (zt) un processus prévisible borné ; montrons rapidement que (zg) est
t

prévisible ; il suffit de considérer le cas ou (zt) est I’'indicateur d’un
intervalle stochastique [0,S] ; on vérifie aisément que :

{(tw) ; 0 5 g () = SW) = [0,d ] - HS
quand HS désigne I’ensemble prévisible ]S,o[ n H.

Il nous sera utile de décrire cet ensemble de fagon plus explicite

(0.4 si S<dg et dgeH [6))
{t; g, =S} ={[0,dg] sl S<dg et d ¢ H (2)
[0.4] si S =dg 3



154

ProEosition 3 : Soit ()('.)tzo une semimartingale continue & droite telle que

(Xt_) =0 soit nul sur H ; si z est un processus prévisible borné, (zg'_xt)&o

est une semimartingale continue & droite et
t
z, X, =2, X, * I 2, oX, @
t 0 ®s

(On conviendra comme d’habitude que Xo' = 0 ; I’hypothése faite est donc

équivalente 2 : ()(t_)tzo s'annule sur H n ]0,0[).

Démonstration : Il suffit de vérifier la formule (4) quand z = 1[0 sy ce qui
se fait aisément quand on a remarqué que X 4= 0 dans le cas (1), tandis que
Xd = 0 dans les cas (2) et (3). o

S

AEEendice C : Quelques propriétés du processus X de I’Exemple 1.

En complément aux Théorémes 8 et 9 qui présentent certaines propriétés du

processus X, solution de :

t 4 X
(5.b) X, =B + u( 2 ] t<l,

1-s 1-s
’ 00 _ 2
avec u(x) = sgn(x) (g—-)(|x|). et &r) = \/g I dy €Y “% il nous semble inté-
r
ressant d’ajouter le théoréme suivant, qui nous permettra en outre de comparer

()(t)t<l au pont brownien standard.

Théoréme 13 : 1) Il existe un processus (Yl,t z 0) solution de :
. t
(¢))] Y, =B, + I ds u(Y))
0
ou (é ,L = 0) est un mouvement brownien issu de 0, et
(2 iy = uy) + %
tels que X et Y soient liés par la formule :
X

(3) t =y ,t <1,

1
1-t log(l—_-:)

2) La dif fusion (Yl ; L = 0), dont le générateur infinitésimal £ satisfait
Lpy) = 5 9"(3) + §y) @'(y) (v € CR)

admet une mesure invariante p, unique a un facteur multiplicatif prés, donnée
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par la formule :

2 (]
4) uldy) = C &d Ul | dz e
y

-222)%
] dy .

Remarquons maintenant que le pont brownien standard (X‘:)t < satisfait 1’équa-

tion (5.b)°, obtenue en remplagant dans 1'équation (5.b) la fonction u par
uo(y) = -y. De plus, I'énoncé du Théoréme 13 et sa démonstration s’appliquent

a X°, a condition de remplacer U par ﬁo(y) = - —Z- et ppar p(dy) =Ce

-y’
y dy.

=Yo

vi-t log(l—i—t-)'

Ainsi,

avec (Y:)LZO processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramétre (-%) .

. » . . o
Le théoréme ergodique s’applique au processus (Yt)&O' resp. : (Yl)l?-O' sous

la forme suivante :

(A

(5) : J' ds £(v) B2 I u(dy) f(y) (f e L'w)
0
¢

(6) : IO as £(v%) B2 J'  (dy) f(y) (f e L' )

Ceci nous permet enfin de compléter la description de la loi de (xt)m de la

fagon suivante :

X

t P

P-%5 0. En particulier, X B2y 0.
t tgl

Corollajre 13.1 : 1) On a —_— T
vi-t log(-l_—t) T

2) Néanmoins, les lois des processus (Xt) et ()(i’)t(l sont €trangeres.

t<1

Démonstration : a) La premiére assertion découle des relations (1) et (3), et

de : 7 Yl 5_'7:') 0. Ceci résulte, d’une part, de : % ét lp—_')%') 0, et d’autre part,

du théoréme ergodique (5) appliqué a la fonction impaire p-intégrable f = u,
qui est d’intégrale nulle par rapport a la probabilité symétrique p.

b) La seconde assertion découle immédiatement des propriétés ergodiques
(5) et (6). o

Pour terminer, nous allons étudier les processus solutions des équations
(5.b) et (5.d) ; revenons a la situation générale : L est une fin d’ensemble
prévisible, évitant les temps d’arrét [prévisibles]. D’aprés le théoréme 6, A,

la projection duale (?‘) prévisible de 1 (t = 0) vérifie : A“° suit

(0O <L =1t)
une loi exponentielle de paramétre 1 ; reprenons les notations de la proposi-

tion 1 que nous allons maintenant appliquer :
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(a)

soitaz Oet V' la (3{) martingale

t

@@ _a _ .
V., =e PQA_ > alﬁt) =14+ Io l(A.Sa) exp(A) dM_ ;
Soit T un (?t) temps d’arrét tel que :
(7) E[A‘l‘ exp(AT)] <o;

a_e  a
comme pour tous &, z, n 20, ze = 7 (ae™ + ezn), on a:

E[U{o - exp(2A) |d<M,M>'|]V2]

s E[exP(A.r) <w,w>;’2] s % [E[AT exp(AT)] + E[exp(n<w,w>;’2)]]

et I’inégalité de John-Nirenberg, donne :

v
(C:)) E[U exp(2A ) |d<M,M> I] 7] <w;
[0,T] * *
t
de : Zt exp(A‘) =1+ Io exp(A') dM', on déduit que [ZMT exp(Am_l_)]tzo est

V( a)

une martingale et que : lim E sup, N

a-)0 sT

- Ztexp(At)I] = 0.
Finalement, pour KT variable aléatoire 31_ mesurable, bornée*

. T (a), _
lim E[KT| A, >al=lim  EK V"] = E[K'r rA exp(AT)]

-,

11 suffit d’appliquer les Théorémes 8 et 11 pour obtenir :

Proposition 4 : Soit r € [0,»], (yt)m_ le processus des coordonnées sur l’es-
pace C([O,r[; R) (muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
intervalles compacts de [0,r[), Gr = o'(y' ; s<r)et llr la mesure de Wiener

sur 8r : (tt)m_ désigne le temps local en O de y.

1
i) Soitr =1 et A1 = »[—-12; ‘[ dt‘. Lorsque a — w, la famille de probabi-
0

1
vi-s
lités Vl[. | Al > a] converge étroitement vers Px, la loi de la solution de

l’équation différentielle stochastique (5.b) que l’on peut donc légitimement

1
appeler : mouvement brownien conditionné par J 1
0 Vi-s

it) Soit r = w, Tl = inf{t| y, = 1}. Lorsque a — o la famille de probabilités

dd =ow.
£ ]

* La mesure de Féllmer associée a la surmartingale positive (Ztexp(A‘)) (lors-
qu’elle existe ...) apparait (en un sens a préciser ...) comme la probabilité

P conditionnée par {A = w}.
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v | Lr > a] converge étroitement vers la loi de la solution de l’équation
[

dif férentielle stochastique (5.d).

Remarque : La solution de l’équation différentielle stochastique (5.d) est une
diffusion sur ]-w,1[ dont le générateur § restreint a Cz(]-w,ll) est :

1
(5(x) = 3 () - (Och) 1 r ) ;

la formule d’Ito montre que sa loi Q est celle de [ LASY) J
1+ B’
n(t)/ tz0
s 2
ol : (t) = inf{s| I (1 +B)?dr> 1),
(0]

Q n’est pas la loi @ du mouvement brownien conditionné i ne pas atteindre 1,

cette derniére étant celle d’une diffusion sur J-o,1[ dont le générateur \3

restreint a C (]-oo 1) est : (§ N = l"(a:) i t@.
Néanmoins, sous @', (1 - yz)zzo est un processus de Bessel de dimension 3,
t
B, =y, + I L ds est un (8,) mouvement brownien et si = sup{t| y = 0},
t t 0 I-y' t t

t
1 1
o'o>t3='r1,—-=1+J'1 L 4g +lye;
[ | cl inf{ l-yt} (y'<0) “_y')z st 2t

-

(%)

Dezo étant la filtration engendrée par le processus (yt.OAt)

tAd

t20’

t
A 1 1
B =y + J. 1 —ds -1 I — ds
t t 0 (0<y'<l) 1-y (ost) oV,

définit un (Gt) mouvement brownien ;

les considérations ayant amené a la proposition 4 montrent que @'[. | t > a]

converge vers Q quand a — o .

AEEendice D : Notations
A partir du paragraphe 2,

(?t) est la filtration naturelle d’'un mouvement brownien réel (Bt)tzo
L est une fin d’ensemble (yg) prévisible évitant les (?t) temps d’arrét ;

= P(L > t| ?t) = Mt - At M (9‘) martingale, A ('.it) prévisible croissant) ;

(?t) est la plus petite filtration contenant (?t) et faisant de L un temps

g . % n . ainsi
d’arrét : pour tout t, St = a0 0‘(?‘“, {L<t+a)} ; ainsi,

(?t) est la filtration naturelle de (Bc'tAL)tzo :
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(Bt)'.zo est le (S‘t) mouvement brownien :

J‘m_ d<B, M> t 4B, M>
§ =B - s s
t t

B zZ +I(Lst)J Tz
0 L ] L L ]

(gt) est la filtration naturelle de (Bt)tzo H

(#))

est la filtration naturelle de (ﬁt,tAL), i.e. la plus petite filtration

contenant (?t) et faisant de L un temps d’arrét

(?;) est la filtration naturelle de (§t,At) H

A
(gt ®) est filtration naturelle de (ﬁz’Am) ;

XK =%

X = ¥ .
t a>0  ((t+a)AL) t tAL
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