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UNE FORMULE D’ITO
POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN FERMIONIQUE

par Yao-Zhong HU

La formule d’Ito classique exprime la composition d’une fonction de classe C? avec
le mouvement brownien au moyen d’intégrales stochastiques. Ce que les spécialistes
de probabilités quantiques appellent formule d’Ito n’est qu’une formule d’intégration
par parties. En effet, il ne peut étre question de définir en probabilités quantiques la
composition d’une fonction de classe C? avec les opérateurs de création et d’annihilation,
qui ne sont méme pas normaux. En revanche, le mouvement brownien fermionique (X¢)
issu de 0 est un processus (non commutatif) d’opérateurs autoadjoints bornés, et par
conséquent le processus d’opérateurs F(¢,X;), défini par le calcul symbolique, a un
sens pour F' borélienne. Nous allons essayer d’écrire pour ce processus une formule
ressemblant autant que possible a la formule d’Ito classique.

1 Rappelons que la théorie du mouvement brownien fermionique se résume dans les
deux formules dX7 = dt, et dXsdX¢ + dXtdXs = 0 pour s # t. Chaque v.a. X; prise
individuellement admet une loi symétrique portée par les deux points +v/%.

THEOREME. Soit F(t,z) une fonction de classe C*. On a alors
t t 1
F(t,Xy) =F(0,0)+/ F;(s,X,,)ds+% / ( / Fi(s,uX,)du)dX,
0 o J-1
1 t 1
(1.1) 7 / ( / F! (s, uX) (1 + ) du ) ds
0 -1

DEMONSTRATION . Les v.a. aléatoires du mouvement brownien fermionique étant uni-
formément bornées sur lintervalle [0,¢], il suffit de traiter le cas ol F(s,z) est un
polynéme en z dont les coefficients sont des fonctions de classe C? en s. Nous 1’écrivons

F(t,z) = En an(t)z®

et nous introduisons les deux fonctions
1
— n — —
f(t) = E na2nt = Z(F(ta\/z)'*'F(t, \/E))
n 1 Y L
9(t) =Y ampt" = —= (F(t,Vi) - F(t,—VD)) == [ F.(t,uvt)du.
n 2\/-{ 2 -1
Nous avons alors, en tenant compte de la relation X? =t

(12) F(t,X) =3 an(t) X7 = £() + 9(t) X .

Ceci est une famille d’opérateurs a laquelle on peut appliquer la formule d’intégration
par parties stochastique, d’ailleurs triviale ici

(1.3) dF (t,X0) = (£(8) + ¢/(£) Xe) dt + g(2) dX; .
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Nous allons utiliser d’autre part les calculs suivants

/_11 FL(t,uXt)du = Zn an(t) /_‘1 nu 1 X1 dy
=2 ang(t)tt =2¢(t) .
/_11 FlL(t,uXt)du = Zn /;11 n(n—1)an ("2 X7 %du
=4 Zk k agi(t)tF 1
/_ 11 Fl(t,uX¢)udu = Zn /_11 n(n—1)an ("1 X[ 2du
=4 Zk kagkp ()51 Xy

La démonstration est alors un calcul immédiat : on commence par extraire de (3) le
premier terme & droite de (1.1) qui vaut

(1.4) Fi(t, Xe)dt =) apnt™dt+ ) aopy t"Xedt
La différence (3)-(4) vaut
Zk kagtk—1dt + Zk kagy t* 1 X dt + g(t) dX,

et ces trois termes sont ceux que 'on a calculés plus haut.

REMARQUE. Posons u = 1 —26. La “formule d’Ito” précédente prend alors la forme
F(t,X:) = F(0,0) + /ot Fl(s,Xs)ds + /ot ( /01 Fl(s,Xs —26X,)df) dX,

(1.5) +/ot( /01 F(5, X — 26X,) (1 —6)d6 ) ds

qui ressemble de maniére frappante & la formule donnée par Emery (Sém. Prob.

XXIII, p.71) pour la martingale (X;) solution de ’équation de structure d (X, X],=
dt + ®:d Xy

i t 1
F(t,Xt) = F(0, Xo) + / Fl(s,X,)ds + / ( / FL(s, Xo +6%,)d6 ) dX,
0 0 0

(1.6) +/0t( /01 F! (3, Xs_ +03,)(1—6)d0) ds

Il y a cependant une différence importante : le mouvement brownien fermionique issu
d’un point z s’obtient par translation de = & partir du processus issu de 0, tandis que
les martingales d’Azéma ne sont pas homogenes dans ’espace.

2 Nous allons donner une seconde démonstration de la formule (1.1), plus longue, mais
plus voisine de la démonstration de la formule d’Ito classique.
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La formule d’Ito classique s’obtient en écrivant que, pour une subdivision 0=ty <
t;...<tp=t del'intervalle [0,t] on a (en abrégeant Xy, en X;)

f(X) = £0) =), f(Xipa) = F(X3)

et en appliquant la formule de Taylor & ’ordre deux & ces différences. Nous allons faire
la méme chose, mais dans une situation non commutative. Nous allons raisonner sur la
fonction

(2.1) f(z) =€** (2 complexe)

a partir de laquelle on étendra le résultat grace a 'intégrale de Fourier. La formule de
Taylor sera remplacée par la série de perturbation suivante, dans laquelle U et V sont
des opérateurs bornés — on pourrait d’ailleurs écrire une formule avec reste intégral au
lieu d’une série.

(22) 6U+V U

/ e(l_s")UVc(s""""“)UV...Ve"‘Udsl co.dsy .
n>0 0<81...<85,,<1

Si u et v sont les normes respectives de U,V la norme de la n-iéme intégrale est
majorée par e“v™/n!. La série est donc normalement convergente. D’autre part, dans
le cas qui nous intéresse, avec Uj = zX;, V; = 2AX;, la norme u reste bornée sur
Iintervalle, et la norme v vaut |z|,/At;. En définitive, on se trouve dans la méme
situation que pour la formule d’Ito classique : seules les deux premiéres intégrales ont
une contribution non nulle. Lorsque U et V anticommutent, on a la formule

vV =vel

La premiere intégrale de (2.2) vaut donc

g Uy g U o-U
- 1% —_—
/0 ° ° 2U v

Remplagons U,V par U;,V; et sommons, nous obtenons 4 la limite P'intégrale stochas-
tique

t er, _ e—zX,
2.3 —_—
(2:3) [ ax,

qui correspond bien lorsque F(z) = €** au terme en 3 fil F'(uX;)du dans lintégrale
stochastique de (1.1). De méme, le second terme de la série (2.2) vaut

2UelV 4 e-U_ U

2
407 v

/ e(1+23-—2t) Uv2 dsdt =
0<s<t<1

ce qui nous donne dans la formule d’Ito I'intégrale

(2.3)

/-t szser_, — 2 Xs + e—%Xs p
S .
0

4x2
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qui correspond bien au terme en 1 [1 F"(uX;) (14 u)du de la formule (1.1). Celle-ci
a donc été obtenue par la méme méthode que dans le cas classique pour les fonctions du
type (2.1). Par intégration, on en déduit une formule d’Ito pour les fonctions de I'espace
S, ou encore (le mouvement brownien fermionique étant borné) pour les fonctions de
classe C*. On passe de la aux fonctions C? par un argument de densité. Il resterait a
traiter le résultat analogue pour une fonction F(s,z), mais nous ne le ferons pas.

REMARQUES. a) La démonstration ci-dessus laisse espérer une généralisation aux
mouvements browniens fermioniques & plusieurs dimensions, par le chemin suivant :
établir un résultat pour les exponentielles d’éléments du premier chaos, puis I’étendre
par intégration & la maniére d’une transformation de Fourier. Cela ne méne a rien. En
effet, dans une algebre de Clifford, le carré d’un élément du premier chaos est scalaire, et
’exponentielle d’un élément du premier chaos appartient a la somme des deux premiers
chaos.

b) Notre intention en établissant cette formule d’Ito était l’adaptation, au cas du
mouvement brownien fermionique, de la démonstration d’hypercontractivité de Neveu
pour le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck classique. Nous n’y sommes parvenus qu’en
dimension 1, ol la situation est essentiellement commutative et se réduit a un résultat
d’hypercontractivité élémentaire sur l'espace & deux points, établi par Gross. Méme
dans ce cas, la démonstration fermionique est fort compliquée, et nous avons renoncé a
P’écrire en détail.



