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LES PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS
ET LES EQUATIONS DE STRUCTURE

Frederic UTZET

Etant donnée une martingale X telle que < X, X >;=t (ou, plus généralement, avec
< X, X > déterministe) on peut définir Iintégrale stochastique multiple I,(f), f € L%(R%)
(L) (R},d < X, X >") dans le cas général) de la méme facon que dans le cas de Wiener,
voir Meyer [6], et la notion de chaos d’ordre n, C,, comme l'image de L2(IR%) pour I,
peut €tre aussi considérée. Si on peut décomposer L%(Q,F, P) (F o-algebre engendrée
par X) en somme @;>, Cy, on dit que X & la propriété de représentation chaotique. En
relation avec cette propriété, Emery [2] a proposé de considérer les équations de structure

t
[XaX]t=t+/¢aan ]
1]

ol X est une martingale, ¢ un processus prévisible et J $dX une martingale. (Notez
que < X, X >;=t). Emery prouve que si ¢ est déterministe, alors I'unique solution est
un processus a accroissements indépendants (P.A.L) sans discontinuités fixes, et avec la
propriété de représentation chaotique.

Dans cette Note, nous prouvons la proposition réciproque, et tout en utilisant un resul-
tat de He-Wang 3] (voir aussi Dermoune [1]) sur les P.A.I. avec représentation prévisible,
nous identifions la fonction ¢. Il faut noter que pour ces P.A.L la propriété de représenta-
tion prévisible est équivalente & la propriété de représentation chaotique (He-Wanng [4],
Dermoune [1]).

Proposition: Soit X = {X,, ¢ > 0} un P.A.L centré d’ordre 4, admettant une version
cadlag, sans discontinuités fixes, et avec la propriété de répresentation chaotique. Alors X
vérifie ’équation de structure

t
[X,X]t =< X, X >t+/ $sdX,
0

avec ¢ déterministe.

Preuve:
Soit

Xt=Yt+// vN(ds,dv) ,
]0,t]xIR*

la représentation de Lévy de X, ou Y est une martingale continue, avec < Y,V >
déterministe, N est une mesure aléatoire de Poisson, indépendante de Y, avec mesure
de Lévy v qui intégre la fonction 1j0,q X v* pour tout ¢ fini, et N = N — .

Par la formule d’It5,

t
th =2/ X,- dX3+[X,X]t =I2(1[0’t]2)+[X,X]t,
0
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ot I,(f) est lintégrale stochastique multiple de f € L% (R},d < X,X >"). Alors pour
obtenir la répresentation chaotique de [X, X] il suffit de trouver la décomposition de X 2.
Soit

X7 = In(falt)). (1)

n=0

Le premier élément de (1) est clair:

fo#) = E[X}] =< X, X >,.

Pour calculer f;, considérons 0 < s’ < s" < t. Alors

E[thIl(l(S’,s”))] =E[(Xy + Xo» — Xo + X — Xs”)z(Xs” - X))l

= E[(Xy - X4} =E [( / /w’a”]xm. v dN(dr, dv)) 3] : (2)

1l est facile de trouver la fonction caractéristique de [ flo xR vdN (dr,dv), ou bien on
peut appliquer la formule d’It6 (la version, p.ex., d’Tkeda-Watanabe [5]) et on obtient

(2)=// v dv(dr,dv).
]al’au]xmt

Pour la propriété d’isométrie de I'intégrale stochastique multiple on a

EIX2L(1(y o) = / A t)d <X, X >,= / / v du(dr, dv)
s s

,8"] xIR*

Alors, pour tout borélien A C]0,],

/fl(x,t)d<X,X >p= // v dv(dr, dv)
A AxR*

et le coté de droite est indépendant de ¢. Il résulte que si t' < t, pour tout borélien
A o, ],

/fl(:c,t)d<X,X >,=/f1(x,t')d<X,X >z,
A A

et par conséquent
fi(z,t) = fa(z,t'), d<X,X >—pp.z€0,t]. (4)

Il est aussi clair que pour t < s’ < s",

/ fi(z,t)d < X, X >,=0. (5)



407

De (4) et (5) résulte qu’on peut définir (d < X,X >-p.p.) une fonction ¢ : (0,00) - R
mesurable, telle que pour tout ¢ > 0,

#(z)1y0,4(z) = fa(z,t), d<X,X > —p.p.
(Par exemple, 4(z) = $0 fu(2m + Dl wen(2).
Le terme d’ordre 2 est aussi facile & calculer: Pour s # r, si s > ¢,
EX{Nn(15)I(1yn)] =0,
ou J(z) = (z',2") est un voisinage de z, et J(s) N J(r) = 0. Pour s" Vr" < ¢,
E[X{L(15s)) (L)) =

= 2E((X,n = Xp ) E[(X v — X )?]
=2< X, X > =< X, X >) (< X, X > — < X, X >y)

1]
T,

=2/ / f(z1,22,)d < X, X >, d< X, X >,,,
r 8

’

et on a

fa(-,t) = l[o,t]z(') , d<X,X>? —p.p-

Finalement, tous les termes d’ordre n > 3 sont nuls. En effet, étant donnés n inter-
valles disjoints Jy, ..., Jn, par la propiété P.A.L. on a

EX!I(1y)... (1)) =0.

et, en outre,

E[th.[l(ljl)...Il(].J")] =n!/ fa(s1,--,8n,0)d < X, X >, ...d< X, X >,

J]X’“XJ_.;
et, donc,
fa(t) =0, d<X,X >" —p.p.

Et on obtient la proposition.

Identification de la fonction ¢

Sous les hypotéses de la proposition, on peut appliquer le résultat de He-Wang [3]
(voir aussi Dermoune [1]) qui établit que la condition nécessaire et suffisante pour que X
ait la propriété de représentation prévisible est que la mesure de Lévy v se décompose
comme

v(ds,dv) = p(ds) @ 8,(s)(dv)
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ol 6, est la loi dégénérée au point z, u : (0,00) — IR* est une fonction mesurable, et p est
une mesure singuliére par rapport a d < Y,Y >.
Du fait que

<X, X >=<Y)Y >, +//
]

t
v2uy(ds,dv) =<Y,Y >, +/ u?(s) p(ds),
0,t]xIR* 0

on déduit que la mesure p est absolument continue par rapport a d < X, X > sur {u # 0}.
Nous écrirons
dp

i<x x5 -9 suw {u#0}

Alors, en reprenant les calculs antérieurs, avec t > 0 fixé, pour tout borélien A C]0,1],

/Aqs(x)d <X, X >,= //MR' v® v(ds,dv) = /Aus(:c)g(:c)d <X, X >,

et, donc,
¢(e) = u’(e)g(z), d<X,X >-p.p.

Le cas d’Emery

Emery étudie le cas ou < X, X >;=¢t. Alors d < Y)Y >« dt, et en posant
d<Y)Y >

o = f,ona

t t
<X, X >t:t:/; f(w)dz+/; u(z)?g(z) dz,

et en conséquence,
fl@)+v*(2)g(z) =1, ppit.,
et du fait que d < Y,Y > et p sont singuliers, on déduit

u*(2)g(z) 1(g0}() = 1{gz0}(z),

et par suite, on a les relations:

1
Uligroy = Jpligroy et f=ligo}-

(Notez que les valeurs de u sur {g = 0} ne sont pas importantes pour le processus X).
Alors ’équation de structure qu’on obtient est

[X,X]t =1 -I-L 75_:__(—3:—)1{,,#0}(1) dX,.
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Commentaires du Séminaire. Le résultat d’Utzet subsiste méme si ’on ne suppose
pas la propriété de représentation chaotique ou prévisible : si une martingale X est d
accroissements indépendants et vérifie une équation de structure d[X,X], = dt + H;dX,,
le processus prévisible H est déterministe, ou plutdt peut étre choisi déterministe.

Soit en effet ¢ une fonction positive, nulle au voisinage de zéro et bornée; posons
Y(z) = ¢(z)/z? (c’est une fonction bornée) et ¥ = poH. Pour t > 0,

]E[/tt“_" U, ds | | = E[/tm-" goH, ;_sg [ft] =E[ Y (ax,)

t<s<t+2-"

g

(car ds/H? est l'intensité des sauts); '’hypothése d’indépendance des accroissements
entraine que cette espérance conditionnelle est déterministe. Mais, pour presque tout (¢,w),

t+27"
V,ds;

‘I’t = nl-l—I»%o 2-—_n \
prenant des deux cotés I’espérance conditionnelle sur F;, on en déduit que ¥ lui-méme est
déterministe aprés modification sur un négligeable de R4 x2. En utilisant une suite conve-
nable de fonctions ¢ (par exemple les indicatrices des intervalles ]27", co[ et ] —00, —=27"[),
il est facile de voir que H est presque partout égal 3 un processus déterministe H'. Comme
(X,X), =t, H et H' ont méme intégrale par rapport & X, et I’on peut substituer le second
au premier dans I’équation de structure.



