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RELEVEMENT HORIZONTAL D’UNE
SEMI-MARTINGALE CADLAG

Monique PONTIER et Anne ESTRADE
Dp. Mathématiques
Université d’Orléans

B.P. 6759
45067 ORLEANS

FRANCE

Aux semi-martingales continues à valeurs dans une variété sont associés deux processus
particulièrement utiles : leur relèvement horizontal dans le fibré des repères orthonormés
et leur développement stochastique. On peut consulter à ce sujet : Malliavin [7], Bismut
[1] , Meyer [8], Shigekawa [11] ou Darling [2]. A notre connaissance, de telles constructions
n’ont été réalisées que pour des processus continus. L’objet de ce papier est donc de justifier
l’existence et la construction du relèvement et du développement d’une semi-martingale
càdlàg à valeurs dans une variété riemannienne. Cette construction suit d’assez près la
méthode de Shigekawa et donc nécessite la définition de l’intégrale d’une 1-forme le long
d’une semi-martingale non continue. Ce problème précis a été abordé par Jean Picard
[9], mais dans le cas de variétés plus générales (non forcément riemanniennes) et surtout
l’objectif de J.Picard n’a rien à voir avec le problème présent : sa préoccupation principale
est de définir une "bonne" notion de martingale dans une variété. Au demeurant, la notion
d’intégrale de formes le long de semi-martingales a son intérêt propre. (Notons que dans
le cas continu, les choses sont particulièrement bien clarifiées dans le livre de Emery [3]).

Après avoir donné dans une première section des préliminaires géométriques utiles
à notre propos, que nous avons démontrés en l’absence de références connues de nous,
l’intégrale d’une 1-forme le long d’une semi-martingale càdlàg est définie, puis sont con-
struits successivement relèvement horizontal et développement stochastique de cette semi-
martingale.

1 Préliminaires géométriques
On considère une variété riemannienne V, connexe , de dimension d, de classe coo, munie
d’une métrique m et d’un atlas dénombrable cpa) tel que, Va Ua est borné et il existe
un ouvert Va contenant , (Va, étant encore un atlas. 
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Soit l’ensemble des champs de vecteurs sur V de classe C°° et M*(V) celui des
1-formes. Tout élément a de ?~*(V) s’écrit localement

a(x) = cï,(:c) 

dans une carte (x’); de V. La notation d’Einstein est ici utilisée, comme elle le sera
systématiquement par la suite.

1.1 Application exponentielle et géodésique

On note l’application exponentielle définie sur le fibré tangent T V pour tout x de V : :

Ex px : TxV -~ V.

Il existe (cf. [2]) un voisinage tubulaire V(AV) de la diagonale de V et un voisinage W de
l’ensemble des vecteurs nuls de TV tels que l’application :

X E W t-+ (~(X ), 

est un difféomorphisme de W sur V(AV). Par suite

(1) V(a?, 2/) E V(V) il existe un unique X E TxV tel que y = ExpxX.

On notera par la suite cet élément X : et U~ le voisinage de x dans V sur lequel
l’application Exp-1x est définie, c’est-à-dire :

Ux = tels que (x, y) E V(V)}.

On rappelle qu’une géodésique sur V reliant deux points x et y est une courbe de plus
court chemin. S’il existe une unique géodésique 03B3 de x à y (en particulier lorsque (x, y)
est dans elle est donnée par : :

t ~’ = Expx(t Exp;ly)

Et

i’(0) = Exp-1xy .

Définition 1.1 Soit x dans V et soit un système de coordonnées locales autour
de x. La famille des vecteurs tangents (â , )x forme une base de TxV et on appelle
coordonnées normales le système défini dans l’ouvert Ux par :

cp(x,.) : U~ --~ lR,d
z ~’ ; i =1, ..., d}

tels que = cp’ (x, z) D~ .



129

1.2 Action du groupe orthogonal sur O(V)
On note GL(V ) le fibré des repères au-dessus de V, 0(V) celui des repères orthonormés
(pour la métrique m) et ~r la projection canonique de 0(V) sur V.

Soient G = O(d) le groupe orthogonal de IRd et Ç l’algèbre de Lie qui lui est associée,
c’est-à-dire l’espace des matrices (d x d) antisymétriques. On note e l’identité de O(d) et
exp désigne ici l’application exponentielle :

L’automorphisme adjoint ad est l’application linéaire tangente en e à l’automorphisme
intérieur : :

, , 
= 

vx E , 
= 

On note i la 1-forme canonique sur G à valeurs dans Ç : :

(2) dg E G , VA E ~ , i(gA) = A

On peut montrer que G agit à droite sur les fibres de 0(V) de la façon suivante : tout
élément u de 0(V) est une isométrie de IRa, muni de la métrique euclidienne standard,
dans l’espace métrique tangent m). On définit alors l’opération à droite R pour
tout g de G : 

Rg : u E O(V) H E o(v)
Il est clair que x(u 0 g) = 1r( u) et que u o g est bien une isométrie. On note alors :

= uog

Notons comme Shigekawa ([11]) A* le champ de vecteurs sur O(V) issu de tout élément
A de G par :

VU e 0(V) , ~(u) = ~(u o exp M),=o
c’est-à-dire que A*(u) = (dpu)e(A).

L’action de G sur 0(V) permet d’en décomposer les fibres de façon canonique en
somme directe (cf.[6] p.63) :

= Qu ® Gu
telle que soit un isomorphisme entre Qu et et entre ~ et Gu. On
appelle Qu le sous-espace horizontal et Gu le sous-espace vertical de On
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notera "vert(U)" la partie verticale d’un vecteur U de TO(V).

Les éléments de Qu, c’est-à-dire les vecteurs horizontaux de sont par ailleurs

caractérisés grâce à la 1-forme de connexion p.64) : :

Définition 1.2 La 1-forme de connexion w sur V est une forme sur O(V) à valeurs
dans g définie pour tout u de O(V) par :

w(u) : : U E Tu0(V ) H 

Corollaire 1.3 Un vecteur U de Tu0(V ) est horizontal si et seulement si w(u)(U) = 0.

Rappelons quelques propriétés utiles de w : :

Proposition 1.4 VA E ~ , Vu E O(V) , , Vg E G , VX E ?-l(0(V )) , on a :

(i)  w, A* > (u) = A
(ii)  w,dRg(X) > (u o g) =  ad(g-1)(w),X > (u)
(iii) i = (dcpu)*(w)

Preuve de (iii) : Vg E G , , VA E ~,

i(gA) = A =  w, A* > (u o g) = > = >

Dans la proposition suivante, nous donnons l’expression de w en coordonnées locales

(~6~ p.142) : :

Proposition 1.5 Soit u = (x, r) dans O(V) et soit un système de coor-
données locales autour de u dans GL(V ). On note alors, dans ce système de coordonnées,

les symboles de Christoffel de la connexion associée à la métrique m.
Si (E;~;1  i, j  d) est une base de les coordonnées w‘~ de w(u) s’écrivent :

(3) + 

1.3 Relevé horizontal

On peut ([6] p.69) associer à toute courbe différentiable dans V une courbe dans O(V) ,
dite horizontale :

Proposition 1.6 Soit c E Cl(~0, 1]; V) et soit u E O(V) tel que ~(u) - c(0). Il existe
une unique courbe c E C1 (~0,1~; O(V)) telle que :

(i) c(o) - u et x o c = c

(ii) ~t E (0, l~, w(c(t)) - 0
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On appelle c le relevé horizontal de c issu de u.

Soient (x, y) E V(AV), c la géodésique de x à y dans V. Si, pour tout u dans 0(V ), on
note cu le relevé horizontal de c partant de u, on peut alors définir le transport parallèle
de x à y le long de c par ([6] p.70) :

(4) : ~ 1 {x} -+ 

Nous aurons besoin par la suite des dérivées du transport parallèle ; nous les exprimons
ici en coordonnées locales :

Proposition 1.7 Soit u = (x, r) dans O(V) et soit G l’application définie sur un voisi-
nage de x par:

y G(y) = E 0(V )
Si est un système de coordonnées locales autour de u dans GL(V), dans
lequel on note les symboles de Christoffel de la connexion, alors:

~Gkj ~yp(x) = - 0393kpl(x) lj
Preuve : Le point x de V ayant pour coordonnées ..., on considère la courbe ep sur
V qui à t, voisin de 0, associe le point cp (t) de coordonnées ..., xp-1, xp+l’ ",’ xd)’ ,
et cp son relevé horizontal dans O(V) issu de u. Alors, pour tout t, G(cp(t)) = cp(t) donc

~Gkj ~yp (x) = dkjp dt (0)

Le vecteur d (0) - cp(0) de TuO(V) est horizontal, ce qui se traduit en coordonnées
locales, d’après (3), par : V(i,j)

0 = 03C9ij,p(0) > (u)

= (r-1)ik(dkjp dt(0) + 0393kml(x) rljdmp dt (0))

= (r-1)ik(dkjp dt(0) + 0393kpl(x) rlj)

d’où le résultat annoncé. 0
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1.4 O(V), variété riemannienne

On munit maintenant la variété O(V) d’une métrique riemannienne de la manière suivante
( [10~ p.302 ) : :

Proposition 1.8 Si m est la métrique riemannienne de V, on définit pour tout u de

O(V) la forme bilinéaire m( u) sur Tu0(V ) :

m(u) : Tu0(V ) x Tu0(V) -; R 
.

(U, U’) H (d~)"(U~)) + (vert(U), vert(U’))~

Alors m définit une métrique riemannienne sur O(V).

La variété (O(V), m) étant une variété riemannienne, on peut alors définir sur 0(~~) la
notion de géodésique et l’application exponentielle sur le fibré tangent TO(V), que l’on
notera encore Exp. On peut montrer en particulier les propriétés suivantes :

Proposition 1.9 ~i~ Soient u et v des éléments de O(V) tels que (~r(u), ~r(v)) E V(V)
et v = Txyu. Soit ~ la géodésique de x à y dans V. Alors le relevé horizontal de ~y partant
de u est :

~r ~ ~ t ~--~ 

et c’est l’unique géodésique de u à v dans O(V). En particulier le vecteur de Tu0(V ),
((0) = v, est horizontal.

(ii) Soit T une géodésique de (O(V), m). Si +(0) est horizontal dans alors +(t)
est horizontal pour tout t et T est le relevé horizontal de ~r o T, géodésique de V. .

Preuve :

(i) Le fait que soit le relèvement horizontal de 03B3 partant de u est exactement la définition
du transport parallèle (cf.(4)). Soit alors T une géodésique de u à v. Par définition de m

(prop.(1.8)), on a :

Il ~2 - Il 
d 03C0 o (t) dt 

IIm + Il vert ?(t) ~2G

Donc long(T) - long(03C0 o T) + fô Il vert ~2G dt

On peut écrire la série d’inégalités suivante :

long(~) - > long(T) > o T) > 

en tenant successivement compte des arguments suivants : ~ est horizontale; T est une

géodésique; proposition (1.8); ~y est .une géodésique.
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Par suite long(T) = long(03C0 o T), ce qui prouve que T est une courbe horizontale.
Enfin long(~ o T) = long(~), ce qui prouve que ~y = ~r o T. Finalement T = ~.

(ii) Notons 7 la géodésique de (V, m) de conditions initiales :

’Y(~) - ~ o T(0) ~ É i(O) = (d~)T(o)(T (~))
Soit alors le relèvement horizontal de , dans O(V) issu de T(0). D’après (i), 1 est une
géodésique de O(V) ; de plus elle coïncide avec T en 0. Par ailleurs, par définition du
relèvement horizontal, %y(0) est horizontal et vérifie :

(d~)~rco)(’Y(~)) - 
D’autre part +(0) est aussi horizontal et vérifie également :

(d~)T(o)(T (~)) - 

Du fait que est un isomorphisme sur l’espace horizontal QT(o), on a :

1’(0) - r(0)
L’unicité d’une géodésique de conditions initiales fixées montre que T = %~ D
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2 Intégrale d’une 1-forme le long d’une semi-martingale

Il s’agit dans cette section d’une généralisation au cas de semi-martingales non continues
d’un problème abordé, par exemple, par Meyer [8], Bismut[1], Shigekawa[11] ou Darling
(2~. On s’intéresse ici à une semi-martingale X, à valeurs dans V, cadlag. On convient de
la définition classique : :

Définition 2.1 .On dit que X, processus mesurable à valeurs dans une variété V, est une
semi-martingale cadlag si, pour toute fonction f de classe C°° sur V, f (X ) est une

semi-martingale réelle cadlag sur un espace de probabilité standard 

C’est à dire, en particulier, que X restreinte à un ouvert de carte de l’atlas de V admet
des coordonnées locales qui sont des semi-martingales locales. On fait ici l’hypothèse
suivante :

Hypothèse H :Il existe une seule géodésique de Xt- à Xt dt x dIP presque sûrement.
De fait, ceci est vrai dès que le couple (Xt- , Xt) E presque sûrement.

On définit l’intégrale de processus à valeurs 1-forme sur V le long des semi-martingales
cadlag vérifiant l’hypothèse H

Proposition 2.2 Soit un atlas (Ua, ~a), a E A tel celui de la section 1 et une partition de
l ’unité (Ua, ha) qui lui est associée. Soit i =1, ~ ~ ~, d} les dérivées partielles dans les
coordonnées locales de la carte (Ua, ~a). Alors l’expression suivante, pour tout processus
a à valeurs 1-forme :

 > 
aEA o

(5) + E  Q3-, > 

s. 
’~

est bien définie et ne dépend pas du système de coordonnées choisi. C’est une semi-

martingale réelle qui définit l’intégrale de a le long de X, notée a o dX.

Preuve : En premier lieu, il faut montrer que la série figurant dans (5) est presque
sûrement absolument convergente.

Lemme 2.3 Soit S et T deux temps d’arrêt tels que presque sûrement S  T et 
reste dans un même ouvert de carte (U, ~). Alors :

(6) E  > (Xa-)

converge absolument presque sûrement.
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preuve du lemme: Soit (s,w) fixé dans ((s,w)/S(w)  s  T(w)). On note z =
Xs-(03C9),y = Xs(03C9) et = 1 , ... , d) , (y’ , 1 = 1 , ... , d) leurs coordonnées dans (U, Ç) .
Alors (Xs) = yi -zi . Par hypothèse, (z , y) e donc la carte normale ( Ux , §(z , . ) )
(cf définition 1 .1 ) est bien définie et l’on a :

= §’(z, y)D;

Or, pour une carte normale, §(z, z) = 0 et §(z, z) = à;; (cf lemme 2, p.568,121). Le
terme général de. la série (6) se récrit:

, , ,§; "

03B1i(s-, Xs-)[03C6i(x, y) - 03C6i(x, x) -~yj(x,x)(yj - xj)]

et peut être alors majoré en valeur absolue par:

[  a~- , 
- > (X~-) [

(7)  ) 
où MX " 

Or, X donc Ç(X ) est cadlag donc presque sûrement localement borné: pour tout i il existe
une boule fermée F de V telle que Xa- (w) e F Vs  i presque sûrement. La majoration
(7) devient: :

1  ~8- ~ > (xS-) 1 ~ ll~

qui est le terme général d’une série presque sûrement convergente du fait que Ç(A’) est
une semi-martingale. D

Il faut ensuite montrer que l’expression (5) ne dépend pas du système de coordonnées
choisi. Considérons (5), intégrée seulement entre deux temps d’arrêt S et T tels ceux du
lemme 2.3 :

(8) /  a~-, D; > (X~- ) o d§’(X~) + £  - > (A’a-)~ 
SsT 

Soit un changement de coordonnées sur l’ouvert U : : (U, Ç) est une nouvelle carte et
= 03B6j(03C6(X)) dans U. On applique la formule de Itô à l’expression (8) :
T a ’" ’ a2s  03B1s-, ~ ~03B6j > (Xs-) o d03C8j(Xs) +  03B1s-, Exp-1Xs-Xs - 039403C8j(Xs)~ ~03B6i > (Xs-)

= TS  03B1s-, ~ ~03B6j > Di03C8j(Xs-) o d03C6i(Xs)

+ £  § > - 

+  03B1, Exp-1Xs-Xs - § > 
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Après avoir simplifié et remarqué que : 

 03B1,Di >= 03B1, ~ ~03B6j > Di03C8j,
ce qui permet de retrouver l’expression (8) en fonction des premières coordonnées. 0

Cette intégrale a les propriétés suivantes qui généralisent le cas continu (cf [11], lemmes
3.1 et 3.3).

Proposition 2.4 Soit f une fonction de classe C°° sur V et a un processus 1-forme :
,

o dX = 03A3[f(Xs) - f(Xs-)-  df, Exp-1Xs- Xs > (Xs-)].
o ~

(ii) Soit M la semi-martingale réelle f~ a o dX ; alors :

of(X) o dM = a f 03B1 o dX.
Preuve : : (i) Soit S et T deux temps d’arrêt tels que reste dans un même

ouvert de carte (U, p) : :

TS df o dX = TS Dif(Xs-) o d03C6i(Xs) +   df, Exp-1Xs-Xs - 039403C6i(Xs)Di >

Par ailleurs, la formule de Itô entre S et T donne :

ff (Xs) 
"~ S.,T

Le rapprochement de ces deux dernières expressions permet de mettre en évidence que
fs df o dX est indépendant du système de coordonnées. Il suffit alors d’étendre l’intégrale
de 0 à t pour avoir (i).

Pour montrer (ü), il suffit d’écrire de la même façon les deux intégrales entre S et T : :

TSf(Xs) o dMs = TSf03B1i(Xs-) o dXis + f(Xs-)  03B1, Exp-1s-Xs - 0394XisDi > (Xs-)
S J~ 

f a(X B ~) o - + ~  f a Xs - OX s ‘D; > l (X,_
S S S.,T

qui sont effectivement identiques par linéarité. 0

Remarque 2.5 De façon générale, on notera abusivement fô et les sommes entre

deux temps d’arrêt entre lesquels X reste dans un même ouvert de carte.
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3 Relèvement stochastique d’une semi-martingale
cadlag

Par analogie avec le cas continu, on donne la définition suivante du relèvement horizontal
d’une trajectoire.

Définition 3.1 Soit X une semi-martingale cadlag à valeurs dans V vérifiant l’hypothèse
H. On dit que U est son relèvement horizontal partant de u dans O(V) si c’est une
semi-martingale cadlag à valeurs dans O(V) vérifiant l’hypothèse H telle que :

Uo = u

(9) = X dt x d1P presque sûrement

W o dU’ = 0 dt x dIP presque sûrement

où w est la 1-forme de connexion (cf définition 1.2)

C’est exactement la définition du cas continu à ceci près qu’ici les trajectoires sont des
semi-martingales cadlag et non plus continues.

Théorème 3.2 Soit X une semi-martingale cadlag à valeurs dans V telle que Xo = x
presque sûrement . et vérifiant l’hypothèse H. Alors, pour tout u de O(V) tel que =

x, X admet un unique relèvement horizontal U partant de u, solution de l’équation
différentielle stochastique exprimée en coordonnées locales dans GL(V ) :

U = (X, R) avec Uo = u = (x, r) ~ O(V),

(10) Rkjt = rkj - t00393kml(Xs-)Rljs- o dXms

+ ((Xs-XsUs-)kj - Rkjs- + 0393kml(Xs-)Rljs-0394Xms)
st

Preuve : t On montre d’abord que (10) admet une solution, puis que cette solution
est à valeurs dans O(V) et vérifie 3.1 : ceci assure l’existence du relèvement ; enfin on
montre l’unicité du relèvement. 

~ 

(i) Pour un système de coordonnées fixé on définit l’application :

: {(x, r) E GL(V),x E U, r repère de TzV} --~ 1R

(11) (x~ r) - 

Il est clair que les hypothèses de régularité montrent que ces applications sont locale-
ment lipschitziennes. On utilise alors la fonction G définie par la proposition 1.7 pour



138

récrire (10) :

(12) Rkjt = rkj + t0 Fkjm(Us-) o dXms +

(Xs-,Xs , Rs-) - Gkj (Xs-, Xs-, Rs-) - ~Gkj ~ym(Xs-,Xs-,Rs-)0394Xms)

La série figurant dans (12), comme dans l’equation (5), est presque sûrement absolu-
ment convergente, du fait que X est une semi-martingale et que les Gkj admettent des
dérivées d’ordre 2 localement bornées. On est alors dans les conditions de [4] (proposition
2, chapitre I) : (10) admet une solution dans GL(V).

(ii) On vérifie par la formule de Itô appliquée à une solution de (10) que :

ce qui prouve que cette solution appartient bien à O(V). Les calculs, longs et ennuyeux,
sont fondés sur la relation (cf [5]) :

~gij ~xk = glj0393lki + gil0393lkj.

(iii) L’équation (10) donne que Us = ce qui montre (cf proposition 1.9)
que l’hypothèse H est verifiée et que le vecteur est horizontal. On peut donc
évaluer l’intégrale f w o dU pour montrer l’horizontalité de cette trajectoire dans 0(V).
D’après la proposition 1.5 et l’équation (5), cette intégrale s’écrit :

(13) o dU = o + 

- 03A3  03C9ij, Exp-1Us-Us > + 

D’après (10), la partie continue de l’intégrale s’annule, et il reste la somme discrète :

0 dU - ~(~~ 1)ik - 

(14) + ~  > + l
_ 03A3(R-1s-)ik [(Xs-XsUs-)kj - (Rs-)kj - 0394Rkjs] +  Exp-1Us-Us >

Puisque Us = premier terme de la somme ci-dessus est nul, et comme on
l’a déjà vu, est horizontal ; ainsi, l’intégrale de W le long de U est nulle, ce qui
achève de montrer l’horizontalité de la trajectoire.

(iv) Pour montrer l’unicité, on procède comme Shigekawa [11], montrant d’abord une
suite de lemmes adaptés au cas non continu. Soit U et V deux relèvements horizontaux
de X issus de u = (x, r) élément de O(V). Comme le groupe G opère à droite sur O(V),
on peut définir le processus cadlag g à valeurs dans G :

(15) Vt, = ~, , presque sûrement.

Il s’agit de montrer que le processus g est presque sûrement l’identité.
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Lemme 3.3 Soit U une semi-martingale à valeurs dans O(V), vérifiant l’hypothèse H
relative à (O(V), m) et telle que :

w o dU = 0 ; ~r(U) = X.

Alors, pour tout t, Ut = Tx=_XtUt- presque sûrement.

Preuve du lemme : Les sauts de la semi-martingale nulle J w o dU sont nuls ; or, ils
sont de la forme

~ > (Ua_).
C’est à dire que le vecteur Exp-1Us-Us est horizontal. Donc, le (ii) de la proposition 1.9
montre que la géodésique T de conditions initiales (Ua_, Exp-1Us- Us) (qui vérifie T(o) = Us-
et T(1) - Us par définition de l’exponentielle) est le relèvement horizontal de 03C0 o T,
géodésique reliant = X.- à = X~.

Par définition du transport parallèle (4), on a donc :

UJ = T(1) = 

D

Lemme 3.4 Soient deux relèvements horizontaux U et V de la semi-martingale X et g
le processus à valeurs dans le groupe G défini par Ug = V. Alors g est continu.

Preuve : Le lemme précédent montre d’abord que :

vs = et V’ = 

soit, en utilisant le fait que le transport parallèle commute avec l’action de G (cf [6]) :
= Tx,_x, (Ua-)9s = 

Le transport parallèle est un isomorphisme entre les fibres et G agit librement sur 0(V) : :

Ua-9s- = Ua-9~~ soit g’_ = gs~

et le processus g est bien continu. D

Lemme 3.5 Soit U une semi-martingale à valeurs dans O(V) vérifiant l’hypothèse H
et g une semi-martingale continue à valeurs dans G. Alors la semi-martingale V = Ug
vérifie l’hypothèse H et :

03C9 o dV = i o dgs
où i est la 1 forme canonique sur G (cf l’équation (2~~
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Preuve: Il est clair que si U vérifie l’hypothèse H, il en est de même de U.g : l’action
de G sur O(V) préserve angles et distances et donc transforme une géodésique de Us- à
Us en géodésique de IÇ- à IÇ. 0n note:

p : O(V) x G - O(V)
(U,g) ~ Ug,

et l’on rappelle les notations de la section 1 :

Vu e O(V), p~ = p(u, .) : G - O(V)
Vg e = p(., g) : : O(V) - O(V).

Soit (u") un système de coordonnées locales dans O(V) et dans G. La formule de Itô

permet de calculer V" = p"(U, g) : :

v° ~ / ( £§  Us- > 9s ) ° dU? + #$/  Us- , 9s ) .° d9t]
(16) + 03A3 [03C603B1(Us,gs) -03C603B1(Us-,gs) - ~03C603B1 ~u03B2 (Us-,gs)0394U03B2s] .

Puis l’on calcule l’intégrale de w le long de V : :

/ W ° du = /  W> £ > «- > illl Us- > gs> ° dU’ + 1§? Us- > gs> ° dgt
(17) + 03A3  03C9, ~ ~u03B1 > (Vs-)[03C603B1(Us,gs) -03C603B1(Us-,gs) - ~03C603B1 ~03C603B2 (Us-,gs)0394U03B2s]

+ £ ( E > -  ~J, £ > (E-)AE"] .
0r, en utilisant la proposition (1 .4)(ii), il vient:

 03C9, ~03C603B1 ~u03B2 ~ ~u03B1 > (ug) =  ad(g-1)(03C9), ~ ~u03B2 > (u)
et l’on obtient par dualité:

 03C9,~03C603B1 ~gk ~ ~u03B1 > (03C6u(g)) =  (d03C6u)*(03C9), ~ ~gk > (g)
où l’on reconnaît  1, £§ > d’après la proposition (1.4)(iii).
L’expression (1 7) se récrit, après simplification:

(18) / W ° dV = /  ad(g-1s)(03C9), £ > (U8-) ° dU?
+ /  i> £ > (98) o dgks
+ £ ( > -  £ > (Us-)AU?]



141

Calculons par ailleurs l’intégrale du processus à valeurs l.forme )(w) le long de
U: :

ad (ga ’1 ) ( w ) o dUs =  ad (ga -1 ) ( w )’ 03B8 03B8 03B2 > ( U a _ ) o dU’° a
(19) -~’ ~, [~ Ex pU,_ -1 U d > -  a a > ( U s _ ) ~Up a

Soit alors la géodésique T de à U. on a donc :

+(0) = 

La remarque première de la démonstration indique que la géodésique de V,_ est
définie sur [0,1] par : :

t T(1)gs
c’est-à-dire R9, o T, dont le vecteur tangent à l’origine vérifie :

dRg,(T(0)) = Exp00FFl Vd
Il vient alors :

 V~ > =  (dRg,)*(w), Expv; Ud >
(20) =  >

ce qui achève de montrer le lemme en rapprochant les égalités (18),(19) et (20).D

On est maintenant en mesure de montrer l’unicité du relèvement horizontal. Soient
U et V deux relèvements de X et g la semi-martingale définie par (15) : le lemme (3.4)
montre que g est continu. Puis, de l’horizontalité de V et du lemme (3.5) on tire :

(21) i o dg
Or, J w o dU = 0 ; on définit pour tout (i, j ) la semi-martingale réelle :

Mij = 03C9ij o dU

qui est nulle par horizontalité de U. On peut exprimer sur la base :

1)(w) = 
Il vient alors :

ad(g; 1)(w) o dU = o dU

la proposition (1.4)(zz) implique :

o dU = ad(g-1s)(Eij) o dMijs
qui est donc nulle. On obtient donc par (21) que l’intégrale de la 1-forme canonique i le
long de g est nulle. Le lemme (3.3) de ([11]) montre que g, = e, soit U = v. 0
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4 Développement stochastique

Rappelons d’abord quelques définitions:

Définition 4.1 La forme canonique de O(V) est la 1-forme 0 sur O(V) à valeurs
dans IRd donnée par:

Vu E O(V) , VJ~ E 7uO(V) , , 0u(X) = 

où u est considéré comme un isomorphisme de 1Rd sur .

On note (Lm ; m = 1, ..., d) la famille des champs de vecteurs horizontaux canon-
iques sur O(V) (voir ([5]) p.265) ; c’est-à-dire la famille de champs de vecteurs sur O(V)
vérifiant :

(22)  w, Lm > = 0 et = ~jm

Soit U le relèvement stochastique de X, semi-martingale càdlàg dans V vérifiant
l’hypothèse H, issu de u = (x, r).

Définition 4.2 On appelle développement stochastique de X la semi-martingale uec-
torielle définie par:

t 1-+ o o dUs
On peut montrer le résultat suivant : :

Proposition 4.3 Soit U une semi-martingale càdlàg à valeurs dans telle que 

vérifie l’hypothèse H et M une semi-martingale càdlàg vectorielle nulle en 0 de dimension
d. lI y a équivalence entre :
(i) U est solution de l’E.D.S. : V f E Ck (o(V), R),

(23) f(Ut) = f(U0) + t0 Lif(Us-) o dMis

+ (f(ExpUs-(Li(Us-)0394Mis)) - f(Us-) - Lif(Us-)0394Mis)
st

(ii ) U est le relèvement horizontal de et M son développement stochastique.

Preuve : (i) =~ (zz) : Soit U une solution de (23). Il s’agit de montrer que f wodU = 0

Il faut donc tout d’abord s’assurer que U satisfait l’hypothèse H. Or l’équation (23)
donne :

(24) U8 = 

Le vecteur Li(Us-) 0394Mis est horizontal dans O(V) et il n’y a, par hypothèse, qu’une
géodésique 03B3 de Xs- à Xs. D’après la proposition (1.9), la géodésique dans O(V) de
conditions initiales L;(Us_) est donc unique comme relevé horizontal de y, et
relie à U~. Ainsi U satisfait-il l’hypothèse H.
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Lemme 4.4 Soit 7y une 1-forme sur 0(V). 5’ï !7 est une solution de (23), alors

~ o dU =  ~,Li > (Us-) o dMis
preuve : En notant encore une fois un système de coordonnées dans 0(V) on a:

(25) ~o~/ = ~~,~>(~_)o~
+ ~ f ~, > -  ~, > (~_) At/f)

En utilisant (23) avec / = et (24) : :

(26) ~ o ~ = ~  ~, > o ~M;

+ E  ~~ > (~-) (~(~) - ~(~-) - 
+ E ( > -  ~, > (~)A~)

Après avoir simpliné :
A~ = ~(~) - ~(~)

et remarqué que dans les coordonnées locales :

~>=~~> 
i! vient :

~o~ = /’~>(~)odM;
quelque soit !e système de coordonnées, ce qui montre !e lemme. D

Si l’on applique ce lemme successivement aux 1-formes 03C9 et 03B8, il vient :

03C9 o dU =  03C9, Li > (us-) o dM;
Or  ~, Z/t > = 0 et !7 est bien alors le relèvement horizontal de 7r o !7. Puis, en utilisant
(22), il vient pour la 1-forme ~ :

/~o~/ = /’~~>(~)odM; = M
et M est bien alors le développement stochastique de !7; ce qui achève de montrer que (i)
implique (ii).

Pour montrer la réciproque, on considère / dans ]R) et la 1-forme différentielle
df sur 0(V).
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Grâce à la proposition 2.4 (i), on obtient l’intégrale de df le long de U :

(27) £ df o dU - f (Ut) - f (Uo)
- E f (U~) - f (U,-)-  Ua >
t

On peut décomposer df sur la base B de T*GL(V) (cf.[6] p.122) :
B = (8 k 

duale de la base de TGL(V) : :

(Lk, 
où (Eij) est la base de déjà utilisée. Alors l’intégrale de df s’écrit : :

df o dU = o dUs + E,j f (Ua_)w’’ o dUa

Du fait que U est horizontale, f o dU = 0 et la proposition 2.4(ü) montre que le
deuxième terme de cette somme est nul.

Par ailleurs, par hypothèse Mi = 03B8i o dU, d’où :

(28)  df o dU = o dMâ

En utilisant le fait que U, est horizontal, il s’exprime dans la base (Ls):

Us =  U~ > L;(Ua-)
et par définition du développement stochastique:

(29) = OM; 

En rapprochant (27), (28) et (29), on obtient (23). Ainsi (ii) est-il vérifié. 0

On peut enfin montrer :

Proposition 4.5 Soient X une semi-martingale càdlàg à valeurs dans V vérifiant l’hypothèse
H, U son relèvement horizontal et M son développement stochastique. Alors les filtrations
naturelles de X, U et M sont identiques.

Ce résultat généralise ce qui se passe dans le cas continu (voir [1] par exemple), et se
montre d’ailleurs de la même façon.

Ce genre de considérations permet d’espérer que des problèmes de filtrage dont les
observations sont des semi-martingales càdlàg à valeurs dans une variété peuvent être
résolus.
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