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REGULARITE D’ORDRE QUELCONQUE POUR UN MODELE STATISTIQUE FILTRE

Jean JACOD'¥’

1 - INTRODUCTION

Dans cet article nous considérons un espace filtreé (Q,?,(Tt)t>o)
muni d’une famille (P)oco de probabilités (avec © voisinage de O
dans Rd) et d'un processus X qui, sous chaque Po’ est une semimar-

tingale de caractéristiques 29=(B°,Ce,v9).

Supposons pour simplifier (dans 1'introduction seulement) que les
mesures P, soient toutes équivalentes entre elles. Soit z% 1e pro-
cessus densité de P, par rapport a Py, et 7% 1e processus obtenu
par la "formule de Girsanov" basée sur % et Zo: c'est-a-dire que
7% = 2% si les Po—martingales possédent la propriété de représenta-
tion par rapport @ X; si ce n'est pas le cas, 7% est une sorte de
"projection” de 2% sur 1'espace des martingales intégrales stochas-

tiques par rapport 4 X (cf. plus bas pour une définition précise).

Dans [S] nous avons considéré la propriété suivante:

1.1 o » (299172 est différentiable en 9=0, dans L%(Pj), et
"localement uniformément"” en temps

(la définition du terme "localement uniformément en temps"” est rappe-
lée plus bas), et la propriété analogue (notée 1.1) pour Z%. Nous
avons notamment montré que 1.1 2 1.1, et donné une condition néces-
saire et suffisante pour que 1.1 soit réalisée, en termes des triplets
2%. Dans [5], le choix des exposants dans 1.1 était motivé par des
raisons statistiques: en effet, d’aprés Le Cam [6] ou Strasser [8] on
sait que la différentiabilité dans L2 de 1a racine carrée du rapport
de vraisemblance est la propriété la plus faible possible qui permette
d’obtenir la propriété de "normalité asymptotique locale” (qui joue un
grand rfle dans les applications statistiques). Cette propriété s'ap-
pelle régularité du modéle statistique, d'ou le titre de ce travail.

Toutefois, mathématiquement parlant la propriété 1.1 est arbitraire
et peut naturellement €tre remplacée par:

(*)Laboratoire de Probabilités, Université Pierre et Marie Curie,

Tour 56 (3éme étage), 4 Place Jussieu, 75252 PARIS Cedex 0S.
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1.2 9 » (291" est différentiable en 6=0, dans Lk(Po), et

"localement uniformément” en temps,

o k et r sont des réels vérifiant 41<r<k. L3 encore, notons 1.2
la propriété analogue pour Z%. Outre 1.1 (qui correspond & k=r=2J,

les cas les plus simples et sans doute les plus intéressants sont k=2
et r=4 (1.2 est alors plus fort que 1.1), et surtout k=r=14 (1.2 est

alors moins fort que 1.1).

L'objectif de ce travail est de résoudre les mémes problémes que
dans [S5], avec 1.1 remplacé par 1.2. D'une part, on donnera une condi-
tion nécessaire et suffisante pour avoir T.Z en terme des 2%. D'autre
part on verra que si r<2, ona 1.2 2 1.2 (nous ne savons pas si
cette propriété est vraie pour r>2).

I1 nous semble que ces problémes présentent un certain intérét par
eux-mémes; mais bien entendu la principale motivation est de nature
statistique, et pour une discussion des applications statistiques pos-
sibles nous renvoyons a [4] et [5].

Le plan de ce travail est le suivant: le §2 est consacré aux nota-
tions et les résultats sont énoncés dans le §3. Le §4 est consacré a
des résultats auxiliaires sur la convergence des exponentielles de
Doléans. Les résultats principaux sont démontrés dans les deux der-
niers paragraphes.

2 — NOTATIONS ET RAFPPELS

§2-a. Les notations de base. On part d’un espace filtre (L, Fs(Fudisg)
avec T, triviale. On le suppose muni d’une famille (Pe)oee de pro-
babilités, ou © est un voisinage de O dans R

On se donne aussi un processus g-dimensionnel x=(x1)i< cadlag, et

D = {AX * 0}: .
2.1
pldt xdx) = X

q

€ (dtxdx) ( = mesure des sauts de X).
s€D (s,AXS)

On suppose que, sous chaque P X est une semimartingale de carac-

91
téristiques ¥ = (Be,Ce,ve), relativement 3 une fonction de tronca-
tion fixée h (cf. [5]). On pose aussi
2.2 ai = vi({t}xrD).

Comme le point =0 joue un rble central, on écrit P=Po, et aussi

B=Bo, C=Co, v=vo, a=ao.

Les notations sont celles usuelles en théorie générale ([1], [3]):
heY (Y = semimartingale) et W%n (n = mesure aléatoire) pour les
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processus intégrales stochastiques; Y® (partie martingale continue
de la semimartingale Y), <Y,Y'> et [Y,Y'], toutes ces notions
étant relatives 3 la mesure P=Po. On désigne par Var(Y) 1le proces-
sus variation de Y, lorsque ce dernier est i variation localement fi-
nie, et on pose Yi = supsstlel.

La transposée d’une matrice A est notée ATs les vecteurs sont

des matrices colonnes.

Pour p€[1,o[ on note »P 1’'espace des P-martingale Y telles

que Y:ELP(P), et ng est 1'espace des YeMP avec Y,=0. Soit x{oc‘

p ¢z
et NO,loc les classes localiseées.

P désigne la tribu prévisible sur xR, , et sur fi = QxR+qu on
considére la tribu P = PeRY. Soit la mesure P-o-finie sur
(fi,7eR 6RY) définie par
2.3 ML = Etuxp) = E()  W(s,AX)).
u b s€D s

3 ~n 1]
A toute fonction W sur @ on associe le processus

2.4 ﬁt = I q Wit,x)v({t}xdx) (= +o si l’intégrale n'existe pas).
R

On considére une factorisation
2.5 c!! = c)eF P-p.s., oi F est croissant continu adapté, et
=(cll)y,
et iLigq -
trices symétriques qxq nonnégatives.

est prévisible, 4 valeurs dans 1'espace des ma-—

Rappelons ([3], chapitre III) que toute martingale locale M admet
une projection sur X, notée ¥, et caractérisée ainsi:

€ + U%(p-v), ol @ est prévisible i valeurs dans rRY,

2.6 H=plex
U est P-mesurable & valeurs réelles, les deux intégrales sto-
chastiques ci—des§us étant bien définies, et
<HE,x11C o <uC,x11%, ot nﬂ(Ai|$) - nﬂ(Au|$).

On utilisera aussi les propriétés suivantes, qui caractérisent g et

U ci-dessus:

~

2.7 (cprier = «u®,x10%, U - wa Tg; avec W = uﬁ(Au|$)

(on sait que a=1 2 ii=0, et on convient que O0/0 = 0). Si HEH{OC et
si p=2, il est bien connu que iEKngoc, et on démontrera plus loin

(en 6.8) qu’'il en est de m€me pour p quelconque dans [1,w[.

Introduisons wmaintenant quelques notations spécifiques 3 ce tra-
vail. D'abord,
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2.8 X est 1'ensemble des triplets (k,r,s) de réels, vérifiant
1<r<k et 1<s.

On définit une relation d’'ordre partiel < sur X en posant:
2.9 (k;r,s) € (k',r',s") si s <s' et Kk £ k'(iA;T).

Ensuite, soit

2.10 1t est 1’ensemble des termes (“n’en’e)nEN ou enEO\{O},
u, = lenl, u, - 0 et en/un -+ 8.
2.11 9 est 1'ensemble des familles (Tp,T(n,p))anE“ de temps

d’arrét vérifiant T(n,p) £ Tp £ p, TpTW P-p.s., et
limn P(T(n,p)(Tp) = 0 pour tout peN.

2.12 on écrit y® 12, ¢ pour une suite (Y") de processus s'il
existe une famille (Tp,T(n,p)) de 9 telle que, pour tout
PEN, on ait (YHX +0 dans Llm) quand ntw.
T(n,p)

D’aprés [5]); 5.5, on a:

2.13 Si les Y sont des processus preévisibles croissants positifs

ona Y" 1% 0 si et seulement si Y? -£5 0 pour tout t>0.

§2-b. Vraisemblance et vraisemblance partielle. Notons d'abord 2% 1e

processus densité de P0 par rapport a P=P0. C’est une P-surmartin-
gale positive vérifiant Zg=1 (car To est triviale), admettant la
décomposition de Doob-Meyer:

8 _ a.uf A0 . L0 .1 ]
2.14 Z" =1+M"-A", ou M Eﬂo’loc

6_
avec AO—O.

et A est croissant prévisible

Rappelons ensuite comment on construit la vraisemblance partielle,

9

c'est-a-dire le processus Z de 1'introduction. Pour cela, nous sui-

vons [S5]. Fixons ¢€0.

D'abord, on considére une décomposition de Lebesgue:

(]

2.15 vl = ¥y 4+ yr® P-p.s., ol y?

est P-mesurable positive, et
v'® et v sont étrangéres

(le P-p.s. ci-dessus vient de ce qu’on veut la P-mesurabilité pour
Y®). Soit alors

68 = (A - 1%y + 1xv°? ) (f1-a? - /A=a)2,
2.16 9 SS- s s

]
Iy {G"<w}.

h étant la fonction de troncation servant 3 définir les BY (et
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%  sont bien

commune a tous les ¢6), les processus (Ye—i)h*v et hxv
définis sur E: (rappelons que h est bornée, égale a3 1'identité sur
un voisinage de 0, et que (‘1/\[1«]2)*\;t < w). On a donc, sur 22, une

unique décomposition de la forme (cf. 2.5 pour c et F):

- B - (Y ~Dhxv - hxv'® = (cp?)eF + §%F + F'? P-p.s.

ou: pe et 66 sont prévisibles, a valeurs dans RY;

. 3:(w) est orthogonal dans RYT 3 1'image de RY par
1'application linéaire associée & la matrice cylw);

o Frio(p ¥y est prévisible, nul en O; les F'%2!

iLq
sont a variation finie sur 2: avec dFy | dF,.

Ci-dessus, l'unicité est celle des trois termes (cpo)-F, EG-F et
F'%, mais pas celle de po ou 89 en général (sauf si c¢ est iden-

tiquement de rang q). Soit enfin

2.18 ' = {tex}: (8 Tcp®)eF, < a}.

Nous avons maintenant tous les éléments permettant de définir VA

sur 1'ensemble aléatoire I° (qui, rappelons-le, est de la forme
U[O,Tn] pour des temps d'arré&t convenables Tn):

(7% = ez'hH (€ désigne 1'exponentielle de Doléans), ou
Z = W - %%, avec
L A ) (1-a}),
249 { _ u<.,a,=1 5
N’ est une P-martingale locale sur I,
ﬁ.e,c - pe,'l'.xc sur 29, ]
—_ 8 3 ~ 34
N R TR e LAY

(noter que les formules ci-dessus déterminent aussi AN'®, donc H'%).

Par construction, K'o est croissant, de sorte que 7'0 est une
P-surmartingale sur %, Comme de plus AZ'%>-1, on voit que Z% est
une P-surmartingale positive sur 20, avec 78-1, et on a la décompo-
sition suivante sur £%:

(] ]

2.20 Z° = 1+4%°-%%, oi W% est une P-martingale locale sur :°, A
)

est un processus croissant prévisible sur I, et ﬁg = Kg = 0.

(0n a d'ailleurs H° = (1/Z9).H'% et &% = (1/Z%).E% sur 1'ensemble

Een{73>0}). Rappelons enfin que (cf. [5]):

2.20 r® = {z%0} < =nizdo} P-p.s.
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3 - ENONCE DES RESULTATS

Nous allons d’'abord introduire une série d'hypothéses de "régulari-
té" (au sens statistique du terme), chacune étant indexée par un trip-
let (k,r,s) appartenant i 1'ensemble X défini par 2.8:

krs,

Condition H4 I1 existe un processus V=(V1)i<d tel que

3.1 (V*)k est P-localement intégrable

et que, pour toute famille (en,un,e)ET on ait lorsque nfw:

']
n,1/r _
1.2 izl 1_1,Tyk loc, o,
n
3.3 ‘s locy 0
. s .

Cette condition implique notamment la différentiabilité de o = z®
dans un certain sens, au point ¢=0. Elle entraine l'existence d'une

on *k/r . ¢ e
famille (Tp,T(n,p))Eﬁ telle que (2 )T(n p) soit intégrable. Cette
3

derniére propriété est automatiquement satisfaite si k=r, auquel cas

3.2 » 3.1: ainsi, H1222 n'est autre que la condition H1(2) de [5].

On remarquera aussi que si les P0 sont localement absolument con-

tinus par rapport 3 P, on a A%=0 et donc 3.3 est automatique.

3.4 PROPOSITION. a) HAX'S implique H1*'T'S’ pour tout (k',s',r') <
(k,r,s), avec le méme processus V.

b) Hikrs implique que VIE)(k

0,loc our 1=1,..,d.

Nous allons de mé€me introduire diverses conditions de régularité
"partielle”:

Condition H3kr3:

11 existe un processus V=(V1)i<d tel que

3.5 (v*)F  est P-localement intégrable

et que, pour toute famille (en,un,o)er, il existe (Tp,T(n,p))EQ avec

0
3.6 CO,T(n,p)3 c I n ¥n,peN,
0 \
5 n,1/r _ _ 1
3.7 (e -1 1 oTVJgfn,p, L5 0 si ntw, Vpew,
n
—en s L‘l
3.8 AT(n,p)/“n — 0 si ntew,; VpeNH. []

]

Lorsque I = QxR+ pour tout o, kars

est strictement analogue i
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Hikrs. La encore, lorsque k=r, les propriétés 3.6 et 3.7 impliquent

222

3.5, de sorte que H3 n'est autre que la condition H3(2) de [5].

Lorsque les P0 sont localement absolument continus par rapport a
-0

P, on verra plus loin qu’on a aussi A" = 0O, donc 3.8 est automatique.

Enfin, de maniére analogue & 3.5, on a la

3.9 PROPOSITION. a) H3*"S implique H3®'" %' pour tout (k’,s’,r') <
(k,r,s), avec le méme processus V.

. . s I 4
implique que V Eno,loc

krs

b) H3 our i=1,..,d.

L'un des deux résultats principaux de cet article est alors le:

3.10 THEOREME: Soit (k,r,s)eEX avec r<2 et s>k. La condition

Hikrs implique la condition szrsj et dans ce cas le processus V est

la projection de V sur X (au sens de 2.6, 3 prendre composante par

composante).

Passons maintenant aux conditions de dérivabilité sur les caracté-
ristiques. Pour k21, soit la fonction f i R R, définie par

{ x2 si |x|€1

3.11 £f.(x) = k
x| si  [x|>»1.

k

kY

Condition H2X'S: I1 existe un processus prévisible ‘=531j)i<d,j<q a
valeurs dans Rd@Rq et une fonction F-mesurable U=(Ul)i<d “a valeurs
dans Rd, vérifiant -

3.12 |ucuT|-Ft s £ WXV < o ¥t>0,

t

tels que pour tout t20 on ait, lorsque o6 - O:

3.43 Pitex®)y — 1,
3.4 1T - oToc® - Toner /102 B o,
3.15 [1xv}® + 7 u-ahisjes 5 o,
u<t 3 au=1
9.,1/r T
&) -1 - alu/r P
3.16 £,[ ol v, —> 0,
3 T
1-a [ ]
1 u,1/r u P
3.17 (1-a ) f [+~ {( ) -1+ ———}] — 0.
Xust,a“<1 u k-le| i-au r(i—au) 0

222

La encore, avec les notations de [5) on a H2 = H2(2). On a aussi
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H2krS =3 sz'r's' lorsque (k',r’,s') £ (k,r,s), avec les mémes pro-
cessus ¥ et W; cela peut se voir directement, ou comme une consé-
quence de la proposition 3.9 et de notre second résultat principal,
qui s'énonce ainsi:

krs et Hskrs

3.18 THEOREME: Si (k,r,s)eX, les conditions H2 sont

équivalentes, et dans ce cas on a a=1 3 {=0 et

~

3.19 T o= 5ok 4 (s px(p-v).
-a
Ces deux théorémes 3.10 et 3.48 ont été montrés dans [5] lorsque
k=r=s=2., La méthode est d'ailleurs essentiellement la méme ici, avec
des raffinements techniques et certaines simplifications.

krs

Lorsque X est continu, on a v¥=0. Donc H2 se réduit au fait

que |8c¥T[oFt<oo et 4 3.13 et 3.44, d'ou:

3.20 COROLLAIRE: Lorsque le processus de base X est continu, les

krs=H3krs ne dépendent pas du triplet (k,r,s) dans X,
krs

conditions H2
et sont donc entrainées par 1'une quelconque des conditions H41

Par contre, dans le cas ou X est discontinu, les conditions H2krs

dépendent de (k,r,s). A titre d’exemple, considérons le cas trés sim-
ple ot X est un processus ponctuel admettant sous Pe le compensa-
teur suivant:
t

8 _ 8
3.21 By = Io pe ds,
ou pQ est prévisible, 34 valeurs dans J]O,w[. On écrit p=p°, et on
suppose que ©=R. La condition H2XT® se raméne alors a 1’existence

d’un processus prévisible (réel) W tel que, lorsque o - O:

3.22 [ 1 pg ds < w Vi>0,

t
o, 1
3.23 jol[(ps/ps) /T~ 1376 - u_srik b ds —F5 0 wi>o.

k

(Le remplacement de fk par la fonction x - |[x| est possible ici

t
car ’O Pg ds < o pour tout t fini). Si k=r, 3.23 implique 3.22.

4 — SUR LA CONVERGENCE DES EXPONENTIELLES DE DOLEANS

Dans ce paragraphe, on considére une suite =z de semimartingales

spéciales, vérifiant 26n=0 et Az'™ > -1. Leurs exponentielles de
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Doléans z™ = €(z'™ sont des semimartingales spéciales positives,

n , ,n,_,n

- . . n -
verifiant z25=1. on note 2" = 1+n™+a" et =z =m a les decom-

positions canoniques.

On se donne aussi une suite (un) de réels strictement positifs,
tendant vers O. Nous voulons essentiellement montrer 1'équivalence,
pour (k,r,s) donné dans X, des deux conditions ci-dessous:

Condition AFTS: 11 existe un processus v tel que

4.1 (v$)F  est localement intégrable,
‘ n,i/r _
4.2 [(z ) 1 _ !]k locE 0,
u, .r
4.3 var(a™/us 129 o,

A krs, . 1
Condition B : Il existe “EHO,loc

sus optionnel &, tels que (cf. 3.11 pour fk):

4.4 )

continue et il existe un proces-

f,(8,) est localement intégrable,

ug.
,n.1/r
(1 + az'™) -1 &
u u loc
4.5 Xus. £,0 u -1 =5 o,
0, C 1, C
4.6 D T S g LS}
n n
4.7 var(a'™/uf A0S o,
4.8 PROPOSITION: Les conditions AXTS et BXTS sont équivalentes, et
elles entrainent que ve“ﬁ,loc’ w = v® et Av =3%.

Commengons par deux lemmes, aprés avoir remarqué que si k=1 on a
les implications 4.2 2 4.1 et 4.5 = 4.4.

4.9 LEMME: Si (k',r',s') < (k,r,s) on a 1'implication AKTS 4
Ak F'S’, avec le mé€me processus v, qui appartient alors & Ng loc”
3

Preuve. a) Commengons par un résultat auxiliaire. Nous fixons r, r’.

Pour x2-1 on pose oi(x) = (1+x)r/r' -1 - rx/r’: il existe KER+ tel
que |e(x)| £ K(|x]| + lxliv(r/r b. On pose aussi
¥yqi/r7 _ . Y
[1 + un(x + r)] 1 y w[un(x + r)] ,
y (x,y) = - = - 4+ xr/r’'.
n u, r uy

On verifie alors aisément que, si r" = 1\/(r/r’):
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4.10  3IKeR, avec |y (x,y)| <€ RCIx| + x1T + |yl + 1y1T ),
4.11 JKyER,, INyEN tels que si [x|€1, |yl|<Y, on ait
I\Pn(x_yy)l < KY('KI + unlyl)'

b) Passons maintenant 3 la preuve du lemme. Supposons Akrs’ et soit
(k',r',;s') € (k,ry,s). On a clairement 4.1 pour k' et 4.3 pour s’'.
Posons

e A CR LA G V2 SRR 2 P AL AT S EARRT S V2 TR 2 A
On a |Un|k—l££9 0 par hypothése, et il faut montrer IU.'nlk —1224 0.

ona U™ =y (W), donc JUTT* < RpOUTE . unv*) sur {v*<y}
par 4.11. Comme IUHI: —gé 0O on en déduit immédiatement |U'n|: —240.

Ensuite, il existe (Tp,T(n,p))EQ avec v¥ ELk et IUn';(n,p) -+ 0

n ¥k

P
|.1.(n p)}nE“ sont uniformément intégra-
3

dans Lk, donc les suites {|U
bles. D’aprés 4.10 on a

.n % n, % n, ¥r" * ¥ ,r
W't (n,py < BLIW p(n,p) * 1V IT(n,p * T, * "Tp’ 1.
Comme k’ £k et k'r" < k, on en déduit que chaque suite
,n %Xk’ . . s ,n ¥
{Iu lT(n,p)}nEN est uniformement intéegrable. Donc comme |U lT(n,p)
*

< |U'n] ; qui tend vers O en probabilité pour chaque p, on en dé-

duit que [u'“1¥(n,p, +0 dans LX', d'ou urBjk’ _loc, o,
On a ainsi montré Ak'r's'. En particulier, on a Aiii, donc

(mn-'l)/un - v —1259 0. Les m" é&tant des martingales locales, il en

est clairement de mé€me de v, et vo=0 est évident. Compte tenu de
k
4.1, on a donc VEMO,loc' 0O

4.12 LEMME: a) Si (k',r',s’) € (k,r,s), on a 1'implication pkrs o
B*'T'S' ) avec les memes processus w et §.

b) BETS implique 1’existence d'une unique martingale locale pure-

1 1 v y__ r _ v k
ment discontinue w’' telle que wy=0 et Aw’=5, et ona w EHo,loc'

; soit (k',r’,s') € (k,r,s). Comme k'<k
on a f,,4f, d'od 4.4 pour k', tandis que 4.7 pour s' est évident.
Posons

Preuve. a) Supposons Bkrs

- [(1+Az'“)1/r—1]/un R Z I S AT SYCEL LV S I VAU
vt = £ 5N, u'? = £o.050M,
Zus' k' "u Z“S. k u
on a u" _lggé O par hypothése, et il reste 4 montrer U'" —1259 0.

Reprenons les notations de la preuve précédente. On a 8'“ -

wn(s“,s), donc 4.11 implique |¥'7| < KY(|8n|+unl6|) si |¥"<,
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2

181£Y et nan. Fixons t et posons AY = {Xust 6u

£ Y} et Bn =

{U€ < 1/2KY}. Comme fk(x)=fk.(x)=x2 pour |x|€1, il vient alors

;" < 282 (u? + u? Tuct 52) sur AyNB_. Comme U" -F5 0, et comme

limy, P(Ay) = 1 par 4.4, on en déduit U;" L5 0, et en particulier

les temps d'arr@t S = inf(t: U;™1) vérifient S 15 w.

1
. 1 n L
Soit (T ,T(n,p))€d avec XuST £, et Upey oy — O

On voudrait montrer que Ui?n P -+ O dans Li, et on a vu ci-dessus
3

que cette convergence a lieu au moins en probabilité. Quitte 3 rempla-

(6u) € L

cer T(n,p) par T(n,p)ASn (ce qui, compte tenu de Sn —29 w, n'al-
tére pas 1l'appartenance & 9), on peut d'ailleurs supposer que

I . .
T(n,p) £ S, donc UT(n,p)— £ 1. Il reste donc a montrer 1'uniforme

intégrabilité de chaque suite {AU%? et pour cela il suffit

n,p)}nEN’

méme de démontrer 1’uniforme intégrabilité de ('8i?n,p)lk'}neﬂ'

D'aprés 4.10, on a |¥'™| < RC|s™| + |s™|" + |6] + |5|T 1. On a par
k
. k n L R v v "
construction 5T(n,p)EL s et UT(n,p) —> 0: comme k'$k et k'<r"k,
le résultat cherché est alors immédiat.

b) Si on sait qu’'il existe u'EHé loc vérifiant Aw’=§, la condi-
3
tion 4.4 implique facilement que (et en fait équivaut a) u'Eﬂg

3
sloc
et l’unicité de w’' est bien connue.

Quant & l'existence de w', comme on a 4.4 avec k=1, il suffit de
montrer que l1a projection prévisible de & est nulle. Soit donc T
un temps prévisible borné. D'aprés (a) on a 3111; il existe une famil-

1 .n
le (Tp,T(n,p))EQ avec zuﬂT f1(6u’ € L7, Varl(a )T(n,p)/“n 2 0
dans Li, et B%(n p) -+ 0 dans Li, od B"™ désigne le premier membre
3
de 4.5 pour k=r=1. On en déduit

1 1
1 L N _ L
(Bag/u M yperin,pyp — 0 Bzg/uy = 8pMypepy oy — 0

(car fi(Zn) +0 dans 11 implique Zn -+ 0 dans La), donc par dif-
. . .n 1

ference on a aussl (AmT /un - ST)Q{TST(n,p)} -+ 0 dans L .'Comme

E(Am%"I?T_) =0 il vient E(&TITT_) = 0, ce qui prouve le résultat. []

Preuve de 4.8. a) Commengons par des notations. Soit r, = inf(t:
122—112%). Sous Akrs on pose w=v® et §=Av; sous Bkrs on pose
v = wtw' (cf. 4.12b). Appelons B" et P

4.5 et 4.6, et

les premiers membres de

n (1482 H1/T _ 4§ n (zMF - T
¥ = - = y = -
un r “n

n,1/r R N %(1_(zn)i/r)_

o

=

On a z = zf(1+Az'n), donc (z_ _ Comme de
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plus £ zf £

BOj N

sur [O,r 1, il existe KeR, tel que

[N

4.13 18" <€ KOy"y o+ sy gy™ € KOIs®| + [8])  sur £o,r 1.

Posons enfin X° = (z"—-{l)/un - vy, x't = z'n/un - v, et YY" =
[(zn)“l/r—ij/un - v/r (donc AYn=yn).

b) Supposons Akrs. Comme &§=Av et veﬂg loc’ o0 2 4.4. On a aussi
3

Aiii, donc X" -1o¢, 0, ce qui entraine
4.14 t-n¥ B oo,
et en particulier

4.15 r., 5 o

2var(a™). 4.7 découle alors de 4.3, 4.15 et 2.13.

Sur £O,r 3 ona a'" = (1/z2M.a" et 1/2% < 2, donc varca'™ ¢

Appliquons 4.2 et 4.3 pour k=r=s=1: on obtient m"/un -y lec, o,
et comme m" et v sont des martingales locales on en déduit que

nn/un —éé v (convergence au sens d’Emery [2]); la plupart des résul-

tats que nous utiliserons au sujet de la topologie d’Emery se trouvent
démontrés dans Mémin [7]). 4.3 implique aussi an/un A, 0, donc
x® 45 0. comme x'P = (1/2M+x" + (1/2" - 1)ev on déduit alors de
maniére classique de 4.14, 4.15 et de x0 4, 0 que
4.16 " 4 o,
csez s . N 4.,Nn P n

Cette propriété implique [X',X Jt — 0 ¥t>0. Comme C £
(x*%,x'™) on en déduit 4.6, d’aprés 2.13.

Il nous reste 3 montrer 4.5. D’abord, il existe K'ER+ tel que
[1+x) 17 — 1 = x/r| < K'x2, donc  [¥® - AX"P/r| < K az ™2/, et

2 '",z'" 2

I abh? < 2 x%x ™) . 2k %2 )|
us. r Jun Jun
. . . ,n o n,2 P
Mais 4.16 entraine aussi =z /Jun — O, donc on a Xust (xu) —> 0

pour tout t20. Comme B: - 2u<t fk(xz) il est facile d'en déduire
que B: —ge O V¥t>0; en particulier les temps d’arrét Sn = inf(t:
B{21) vérifient S -Es o
. * k n, % Lk

Soit alors (Tp,T(n,p))EQ avec vaEL et (Y )T(n,p) —3 0
(cf. 4.2 et 4.3). Quitte i remplacer T(n,p) par T(n,_p)/\Sn (ce qui
n’altére pas 1'appartenance 3 9 puisque 3, — o), on peut supposer
que T(n,p)SSn, donc Bg(n,p)-ﬁi- Comme fk(x) < ‘1+]x|k on déduit
alors de 4.13 que
S 1en R 0 € 2. K& y? k

n x *
Brin,py % L IT(n,p) * va]
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Donc chaque suite {Bg(n p)}nEN est uniformément intégrable, et comme
3
1
n n P - . n L
< —— .
Brin,p) £ Bp O on en déduit que By, ) —— 0: on a donc 4.5.

c) Supposons inversement Bkrs.

donné par 4.12b. On a donc vEMk

0,l1lo0c
3111, ot 4.5 pour k=r=1 s’écrit T sk ™ipraxg™?
< u u

Rappelons que v=w+w’, ou w' est
et 4.1,

On a aussi

us.
19¢, 6. comme [X'M,x'73 =g 4 X“< (AX&")Z, en utilisant 4.6 il est

facile d'en déduire que [Xx'%,x'?1/2 _lec, 4,

La martingale locale 2% = x'? - a'n/un vérifie

(z",z" < 2rx°",x'"y . 2[a'“,a'")/u§ < 2rx'M,x' ™y . 2Var(a'n)2/uﬁ

et, étant donné 4.7 pour s=1, il vient [Zn,Zn]i/2 doc, 4, Comme les
Z" sont des martingales locales, cela entraine 2Z7 —ié 0, et en ap-
pliquant encore 4.7 pour s=1 on obtient 4.416.

4.16 entraine z'™ -4 0, donc z" = e(z'™) 4 1; par suite on a

aussi 4.14 et 4.15. De plus X" = z%X'® + (z®-1)ev, donc X" -4 0

par 4.16 et 4.14, et Ianf 250 ¥t20. Cette propriété implique
lYnI: £, 0, et en particulier les temps d'arrét Sn = inf(t: |Y?|21)
. oo P
verifient S — w.
n A

k n
et BT(n,p) —> 0. Comme

Soit alors (Tp,T(n,p))Eﬂ avec v¥ EL

P
en (b) on peut supposer que T(n,p)ﬁSn, donc (Ynl¥(n’p)_ € 1. En uti-
lisant 4.13 et |[x] €1 + fk(x)d/k on obtient

'Yn'¥(n,p) $ 4+ Iypp,p! € 1+ BUSR, oy Iy D)
< 1 +K+K fk(sg(n,p,)i/k + Rlbpin, ;!
< 1+K+ K(B¥‘n1p))1/k + K v¥p
Donc la suite {IYn|¥%n,p)}nEN est uniformément intégr:ble. Exactement
comme a la fin de (b), on en déduit que IYnlétn,p) i N 0, d'ou 4.2.
Enfin a® = zfoa‘n, donc Var(a™ < 2var(a'™) sur [O,rn], et 4.3

découle de 4.15 et 4.7. []

S5 — EQUIVALENCE DE H2 ET H3

Commengons par plusieurs lemmes.

5.1 LEMME: szrs équivaut 3 1'existence d’un processus V titel que,

pour toute famille (en,un,G)Et, il existe une suite Sn de temps

d'arrét vérifiant
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5.2 0,531 c¢ 1,
P
5.3 Sn _ gy
. n —Gn Sn P krs
et telle que les processus arr8tés z = (Z ) verifient A avec
T—
v = 8V,

Etant donné 4.9, cela démontre en particulier 1la proposition 3.9.

krs D’aprés 3.5 il est clair que si

Preuve. Supposons d'abord H3
(on,un,e)ET, on a

]

5.4 - P(tez ™) — 1, vt2o0.
[
: n _ . .
Hals' z = UmZ@ [O’Sn,m]_ pouf des temps d'arrét Sn,m cfglssants en
mj si San = 11mm SnjmJ il existe mneﬂ tel que P(Sn,mnsnA(Sn,w—i))
€ 1/n. D'aprés 5.4 on voit facilement que 8, =S, vérifie 5.2 et
]
n

krs n

krs pour la suite z= =

5.3. I1 est alors évident que H3 implique A

(]
(Z ™ B, avec v = OTV.

La réciproque est également immédiate, une fois remarqué (ce qu'on
a déja utilisé plusieurs fois) que si (Tp,T(n,p))EQ et si on a 5.3,
alors (TP,T(n,p)ASn)EQ. ]

5.5 LEMME: La propriété 3.12 implique

~

14
5.6 (1-a_) £, (—2 ®.
ust,a <1 v’ Tkil-a,
Preuve. La fonction
{ x2 si [x|<1
5.7 g, (x)
k ZixiR e - 2 siogxp>

est convexe, et il existe 17n€J0,1[ tel que 7 £ fk/gk < 1/m. On peut
donc remplacer f, par g, dans 5.6 et dans 3.12. D'aprés 1'inégalité

~ T . .
de Jenssen on a gk(IUI) < gk(IUI), donc 3.12 implique

Xu_{t

et de mé€me avec fk au lieu de By - Comme le processus

gk(lﬁul) <

i S
1-a “{a<1}
est localement borné et comme fk(xu) < Cufk(x) pour une constante

C,: on en déduit 5.6. []

Soit ¥ et W vérifiant 3.12 (donc 5.6). On notera H'(g) pour
i=1 (resp. 2, 3, 4) le premier membre de 3.14 (resp. 3.15, 3.16,
3.17). 8i ¢ = (on,un,e)ET on pose aussi
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g T 3
(H ) = re ™ sug - eT¥detp "u - ¥T0)1eF,
20y = HZ(en),
]
5.8 1 n,1/r _ T
w0z - fk[(Y )u 1 erUJ*“J
4,n : 1 1_ain 1/r GTﬁu
H* Mgy = (1-a ) f, [—{{—2) -1} + ——2
\ — -
“S-:au<1 u 'k un 1 a‘I r(1 au)
5.9 LEMME: Si % et W vérifient 3.12, la condition H2X'S &quivaut

a4 ce que, pour toute famille l=(6n,un,9)E1 il existe des temps d’'ar-
rét Sn vérifiant 5.2, 5.3, et

5.40 %, B0, wiro, wvi-1,2,3,4.

Preuve. D’abord, on remarque facilement que szrs

@quivaut a ce que,

pour toute famille 1=(9n,un,9)E1, on ait 5.4 et Hl(on)t —£+ 0 w¥t2>0,
¥i=1,2,3,4. Mais, d’aprés la preuve de 5.1, 5.4 équivaut 4 l'existence
de temps d'arrét Sn vérifiant 5.2 et 5.3, donc on peut remplacer ci-

P

dessus H'(e ), —*> 0 par H'(o) £5 0.

tAS,

I1 reste 3 montrer que 5.10 équivaut 3 H'(e ) L5 0. crest
n tAS

évident pour i=2, et nous allons le montrer pour i=3 (pour i=1
c’est plus facile, en utilisant lvcuTloFt < w, et pour i=4 c’'est
exactement pareil, en utilisant 5.6).

Il existe une constante K telle que fk(x+y) < K[fk(x) + fk(y)].

. T T -
S1 Un = (on/un - 87 )W/r, on a alors

3 3 3 3
5.1 H (e ) < KH™'(g) + KE, (U dxv, H'(g) € RH () + Kf, (U )%v.

fk(IU]), et par suite fk(Un)xvt —> 0 d'aprés 3.12 et le théoréme de
Lebesgue. L’équivalence cherchée découle alors immédiatement de 5.11.[]

Mais Un -+ 0, donc fk(Un) -+ 0; on a aussl1 |Unl £ |W|, donc fk(Un) <

Preuve du théoréme 3.18. a) Supposons d’abord szrsJ et soit

~

u

o _ t
5.12 u = W(t,AX,) 1D(t) - T:;: 1{at<1} 1Dc(t).

t

Si z=(9n,un,e)61, on pose u = eTvoXC et & = o'W, Remarquons que,
formellement, le compensateur du processus croissant Zu< fk(6u) est

o1

(1-a ) £ (—2).
ug. u k I—a“

D'aprés 3.12 et 5.5, le processus prévisible 5.43 est fini, donc loca-
lement intégrable. I1 en est donc de méme de Xu<. £ 08,0, d'ou 4.4.

5.13 £, 007

R0 WXy + Z
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(]

Vu 2.19, on a HZ'%7) = & B/ud et

8
5. N 5, N
Z _ u,z

alifg) = < - u>,

“n n

[}
tandis que le compensateur de Xu< fk[{(1+A7' mi/r _ 1}/un - b8,/r]

est Hz’n(z)+H4’n(;). On déduit alors du lemme 5.9 que les processus
9_ S

arrétés (Z' ™ ™ vérifient 4.5, 4.6, 4.7 avec w et &, donc B

Par 4.12 il en découle d’'abord l’existence de "'Eng,loc

purement discontinue, avec Au’=b; en particulier, la projection pré-

~

visible de & est nulle, tandis que celle de U(t,AXt)in(t) est U

Vu 5.12 et & = 6'0 on en déduit a=1 =+ 010=0, donc aussi @=0 car

8 est arbitraire. On peut alors clairement définir V par 3.419.

krs

unique,

e

(]
Par 4.8 il découle ensuite que les processus arrftés (Z ™) 0 yé-
rifient Akrs, avec 'v=9TV, ok V est le processus ci-dessus. D'aprés
5.1 on a donc kars_

krs ona v = V'+V", ot V' est la

pojection de V sur X (cf. 2.6), qui s'écrit

b) Réciproquement, supposons H3

~

U
1-a

5.14 Vo= 3eXS 4+ (W + )X(p-v), avec W = nﬁ(AVlﬁ)

(et a=1 = {=0).

Fixons Z=(9n1un,6)ET. D'aprés le lemme 5.1, il existe des temps
e_ S
d’arrét S, vérifiant 5.1 et 5.3, tels que les (Z ™ ™ vyérifient

Akrs avec v = eTV; en particulier, d’'aprés la preuve de 4.8 on a

S
n,"n

8
alors (H /ug - oy 19€, 5. cela implique 1’existence d'une fa-

] 1
. = n,°n Ty, * L
mille (Tp,T(n,p))EQ telle que |(M ) /un - @ VlT(n,p) —— 0, donc

8, SpAT(n,p)

T
(Frm

/un converge vers (¢ V) P dans 1'espace Mi de mar-
tingales. On sait ([3], (4.46)) que le sous-espace de ! constitué
des martingales de la forme 2.6 est fermé dans Ki. Comme H° est de
la forme 2.6 pour tout p€O, il en est donc de méme de OTV pour tout
8, donc de V. On en déduit que V=V' est donné par 5.14.

]
Par ailleurs, 4.8 implique que les (Z' ™ ™ vyérifient pkrs avec

u=0TV" = ¢T4eX® et 5 = 0TAV; comme b, = TM(t,8X,) si teD, on
déduit 3.12 de 4.4. De plus, exactement comme dans la partie (a) de la

preuve, 5.10 découle de 4.5, 4.6 et 4.7, donc on a H2Kk7S d’'aprés le
lemme S5.9. [

T

6 — H1 IMPLIQUE H3

Commengons par remarquer qu’'on a de maniére immédiate (cf. 5.1, en



156

plus simple car il n'y a pas besoin d’arr@ter les processus):

6.1 LEMME: Hikrs équivaut 3 l'existence d’un processus V tel que,

n

pour toute famille (gn’“n’e)ET’ les processus 2" =2

Akrs

vérifient

avec v = eTV.

Etant donné 4.9, on en déduit la proposition 3.4.

Dans le second lemme, @ est une mesure positive sur un espace
(E,€), o-finie pour une sous-tribu ¢ de €. Soit des réels stricte-
ment positifs u . tendant vers O. Soit Hn, H des fonctions €-mesu-
rables sur E, telles que 1+Hn20 et

6.2 Q[fk(ﬂ)] £ [ 5]
(148 )17~ g .
6.3 oty (———— - ) — o,

ol 1<r<k. On déduit facilement de 6.2 et 4.3 que Q(lH]AHz) < o et
Q(IHnlAHﬁ) < B (car r<£k), donc les espérances conditionnelles H' =
Q(H|G) et Hﬁ = Q(Hnlg) existent. Noter que 1+H520.

6.4 LEMME: Sous les hypothéses précédentes, les fonctions H', Ha

vérifient également 6.2 et 6.3.

Preuve. a) Dans 6.2 et 6.3, on peut remplacer fk par la fonction -8
définie en 5.7. Comme g, est convexe, Q[gk(ﬂ')] £ Q[gk(H)] < .

(1+x)1/7 _ 4

u
n

on vérifie que 8 n est convexe sur [-1,w[, pourvu que un51/r.
3

b) Posons gkjn(x) = g ). En dérivant Bx,n deux fois

Rappelons, aussi que gk(x+y) < K[gk(x) + gk(y)] pour une certaine

constante K. Enfin, pour tout o>0 il existe une constante K& telle
que si |x|<a, on ait x% < Kig, (x) et g (x) < K x2.

c) On dit que la suite (Xn) de fonctions mesurables sur E est
Q-UI (uniformément intégrable) si d’une part sup Q(anl) < w, et si
d'autre part 11ma?w sup, Q(anI 1{|xn|>“}) f 0. On montre comme dans

le cas d'une probabilité que si X, » X dans Li(Q), la suite (xn)
est Q-UI; on montre aussi que si les X, sont Q-UI, il en est de méme
des Xﬁ = Q(ang) (par contre, Xn -+ X en Q-mesure et (xn) Q-UI

n'entrainent pas X, » X dans LQ(Q)).

d) Posons
i/r

(eH VT g

Up = v, = U, - H/r, Y, o= g V),
(1em VT - g

U o= Vio= UL -HUr, Y, = g (V)

n
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Hn = Hn/un - H, Uﬁ = Hn/un - H = Q(Unlg).

e) Passons maintenant 3 la démonstration du lemme. D’abord, exacte-
ment comme pour 4.12 (en plus simple), on déduit de 6.2 et 6.3 qu’on a
aussi 6.3 pour k=r=1, soit Qrg, (W )] » 0. Comme g, est convexe, on
a aussi Qlg, (W )] < Qlg, (W )], donc

6.5 Q[gl(uﬁ)] — 0.

expression tend vers ng(H/r) dans L7(Q) d'aprés 6.2 et 6.3; vu
(c), la suite g, (U ) est donc Q-UI.

D'aprés (b) on a g (U ) € Kg (V) + Kg, (H/r), et cette derniére

On a gk(Un) = gk,n(Hn) et gk(Ué) = gk,n(nﬂ)j (b) implique alors
que g (U7) < Qg (U )]G] si u €1/r, et d'aprés (c) on en déduit que
la suite gk(Uﬁ) est Q-UI. On a aussi Yﬂ < ng(UA) + ng(H /r}, donc
d’aprés (a) et 6.2 on a finalement:

6.6 la suite (Yﬁ) est Q-UI.

Considérons ensuite la fonction Yo définie dans la preuve de 4.9,
avec (r,r') remplacé par (41,r): on a alors Vo = v (W L HT), D'aprés
4.11 on voit donc que |Vﬁ| £ xn(|u5| + unlﬂ'l) sur 1’ensemble G_ =

= o
{IUAISi, |H' |£a}, dés que nN . 8i alors a' = (1+a)K, et K; = Kivs
on a IVAISQ' sur G“, donc d'aprés (b):
N wy 2 wy 120042 2.,2 n2,,2 N 2 '
Yn £ van £ ZKQKH (Un + “nH ) £ 2Ku K“ [gi(un) + “ngi(ﬂ )],
L "2 12 1 2 *
Q(Ynlcq) £ 2K 7K {Q[gi("n) + unQ[gi(H )1},

Donc, d’aprés 6.5 il vient pour tout o>0:

6.7 Q(Yﬁ 1G ) — 0

o
I1 reste alors a écrire
Q(Yn) = Q(Yn 1{Y;>h}) + Q(Yé 1{Y;Sb,|ﬂ'l)0})
+ Q(Y' 1,,, . ' ) ' '
M Mypew, e igon iz >ar @Y Yyacoyng)
<y 1“&"’}) + BQUIH’ [>0) + BQU[W.I>1} + QY] 160().
D'aprés 6.5, 6.6, 6.7 et le fait que lim“Tw Q(|H' |>a) = 0, il est
alors facile de voir que Q(Y;) + 0, ce qui est le résultat cherché. []

On en déduit d’abord le résultat annoncé aprés 2.7:

sa projection sur X est dans Hg loc®
k]

Preuve. C’'est un corollaire de la premiére assertion (presque trivia-

6.8 COROLLAIRE: Si Hext ,
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le) de 6.4, a savoir celle qui concerne 6.2.

Par hypothése il existe une suite localisante (Tp) de temps d'ar-
rét telle que E(] .o f,(AH )) < . On va appliquer 6.4 3 E = @,

G =P, et H =AM i[O,T 1 qui verifie 6.2. Ona H' =W 1[0,T 7° ou
W = Hﬁ(AHIﬁ), et H' vérifie aussi 6.2, & savoir E(fk(U)*vT ) € w.
P

Par suite fk(Ul*vt < © peur tout t, et d'aprés 5.5 on a aussi 5.6.
Si ¥ désigne la projection de M sur X, on a

AYM = U(t,Athi (t) + t).

t
— 1 1 (
t D T-a, {at<1} p€

Par suite le compensateur du processus croissant G = Zu< fk(Ai“)

est formellemeqt G' = fk(V)*v + (1—au)fk[u“/(4—au)]. Comme

Zuﬁ.,au<1

G' est prévisible et 4 valeurs finies (d’aprés ce qui précéde), il

est localement intégrable; et il en est donc de méme de G, ce qui
ST 4

prouve que HEKO;lnc‘ 0

Pour la suite, nous avons besoin de quelques notations. Rappelons
que r® = {Zf)O}, et définissons une surmartingale locale sur ré par
z'% = (1/2%)42%. on a 1a décomposition
e, A'9 est
un processus croiscant prévisible sur Pe, et Abe = Hée = 0.

6.9 2% = H'G—A'e, % est une martingale locale sur T

. ]
Posons aussi sur T

9

6.0 K'% -=f[a-a P

[} ]
=y -1 -
M

u® (sz' %1%,

_ Prpoat
(42 1Dc)]1{a<1}’

ot PN désigne la P-projection prévisible du processus K.

6.11 LEMME: a) On a <2'%'9,x % = (ecpr?eF sur rt

b) On a K'®>0, U'%»0, et le processus A'°- K'%- urfxv - T K&“
® tona récrt par 2.11). us.

est croissant sur T

c) Ona K'%¢<3 et u'%<3 sur {2° > 1/2}.

Preuve. (a) et (b) constituent la proposition 6.3 de [4]. D’'aprés la
démonstration de cette derniére, rappelons aussi deux formules équiva-

lentes & 6.10: soit 0 = (P+F 1/2, et z et 2z' les processus densi-

té de P et P, par rapport 34 @; on a alors z% = 2'/z, et (si

POy désigne la Q-projection prévisible de HN):

.8 _ 1 p:Q,. . 80 _ 1 Q. ., ~
K —1{“1}_2.:_ 1% (g ), U -z_'_nu(zl‘l{z=0}“”

[

1, .1
{z=0} p€

sur I®. On a aussi 1/z' = (1+2%)/22%, donc si 2% > 1/2 il vient



159

1/z' € 3/2. Comme z'<%2 par construction, on en déduit (c). []

Preuve du théoréme 3.10. a) On suppose H1KTS avec r<2 et s2k. On
note V 1la projection de V sur X: d'apgés 6.8, on a 3.5. On pose
aussi W = Hﬁ(AVﬁ)J et on considére v=(811)i$d,j$q prévisible tel
que

6.12 (scriiep = cyiee yieey o (yloe yisey pp,

Etant donné 2.7, on a 3.19 et a=1 =» {I=0, et 3.5 implique alors 3.42.
Vu le lemme 5.9, il reste & montrer que si z=(9n,un,9)61, il existe
des temps d'arrét S, vérifiant 5.2 et 5.3, et on a 5.11.

b) Dans la suite on fixe z=(en,un,a)E1. On a |Zen—1|: —29 0 par
3.2, et on montre comme en 5.4 qu’'il existe des temps d'arrét Sn vé-
rifiant 5.3 et

]

n 1
6.13 0,83 < {z_° 2 5}
, 8 .0 ’ p n ®n.5n
(donc aussi 5.2 car I'cX’), et les processus arr€tés z = (Z )
vérifient A¥"S avec v = oTV. Donc d'aprés 4.8 les processus arrétés
¢ S
2'% = (20 MM yerifient BFTS avec W = eTVc et & = GTAV.
Etant donnés é.11(a) et 5.8, on a
0 C 3 C
Hi’n(n) < <2 - u,Z - w> sur [0,S 7,
u, v, n

de sorte que 4.8 implique 5.40 pour i=41. On a déja vu que Hz’n(z) =

_ [}
A’ n/ug, qui d’'aprés 6.11(b) est majoré par A’ n/u!s‘ sur [O’Sn]'
Donc 5.10 pour 1i=2 découle de 4.7.

c) Notons B™ 1le premier membre de 4.5. Il existe une famille

n
(Tp,T(n,p))EQ telle que E(BT(n,p)) + 0 et E(ZuST fk(IAVul)) < o,
et T(n,p)ﬁSn. P

Nous allons appliquer le lemme 6.5 & la mesure @ = Hﬂ sur E = {,
i ;a tribu 9T= ?ﬁ et aux fonctions H = A?'n 1[0,T(n,p)] et H =
[O,Tp] = 8 AV 1[0,Tp]' On a 6.2, et aussi
6.14 G[f (M)(H"'l“r_'1 H n ohav,
' ' %a Trpl s E(BT(“’p))+E[XT(n,p)<usTp S
d'ou 6.3. Par ailleurs H' = GTU 1

ro,T 3 Par définition de W, et
g P

6.10 i © = n i
entraine Hn (Y )1[O,T(n,p)]' Donc si

3]
O R L LA W oTu,,
k u r v

AR EL

le lemme 6.5 implique
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6.15 E(H'

T(n p)) > 0.

Apliquons une nouvelle fois le lemme 6.5 & la mesure @ suivante
sur ﬂxR+: Q(dw,dt) = Pl(dw) Xu)O 0<a (0)<1, (0, u) gD a“(dt), qui est

P-¢-finie, 4 la tribu 9=?, et aux mémes fonctions Hn et H que ci
dessus. On a encore 6.2 et 6.14, donc 6.3. D’aprés la preuve du lemme

6.2 de [$] on a H' = Py c)/(i—a), et de mé&me pour Hﬁ. Etant don-
D
nés 6.10 et la définition de W, il vient alors

T
v = PeoT _ PaT A - _8u
H [Fte"av) (eav 1n’“[o,Tp] Tio<a<1} T3 = ~ 1-a 1[o,'rp]
[} ]
1 - - n - » N —
Hy = (a-a K" ) 173 1{0<a<1} 1ro,T(n,pr1°
Par suite si
1-a8 gD ol @
4,0 1 u u i/r u
H - (1-a_ ) f [—-{(_— - ) -1} + J
XuS.,O(au<i u k u, 1 a, 1—au rli—an) !
il vient
(‘] (%]
1-a "~ g'° PR
,4;n 1 u u _,1/r u
E(H = E[ £l {(— 2 — 8,3/ T 41, 3
Tn,p)’ XusT(n,p),o<au<1,u¢n Kuytt -3y ril-a,)
(1+H) )’/’ 1 4
= E{Z fk[_—__i___——‘ - F_]}
uST(n,p);O(a“<1,u¢D n
T SR LA S
£ Q[fk(————~3;—————— -3
Donc 6.5 implique
,4,n
6.16 E(HT(n,p)) —3> 0.
d) On a fk(x+y) £ ka(x) + ka(y); on a aussi xi/r - (x- y)i/r £
yi/r si O0f£y<x. Donc d’aprés 5.8,
]
SR R (N U AR A P
65.17 .On
P AR B) (-a ) £, 021"/ 1.
u$.,0<a“<1
Supposons que un51, et soit x€[0,3]. Si xi/r/un £1 ona
fk(xi/r/un) = 2/r/u2 < x/u; £ x/uﬁ car r<2Ak; si x1/r/un >1 on
fk(x1/r/un) = k/r/u < Zk/r_i x/ut. Donc dans tous les cas il vient
fk(xi/r/un) < K x/un. Etant donné 6.11(b,c), on voit donc que les der

(]
niers termes des deux expressions 6.17 sont majorées par KK'A’ n/u:;
11 suffit alors d'appliquer 6.15 et 6.16, 4.7, et le fait que s2k,
pour obtenir 5.40 pour i=3 et i=4. []

]
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