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Quelques corrections et améliorations & mon article
“Le Semi-groupe d’une diffusion en liaison avec les trajectoires”
paru dans le Séminaire de Probabilités de 1988.

Laurent SCHWARTZ

Cet article contient quelques erreurs, que je corrige ici. En outre, je simplifie certaines
démonstrations, et les erreurs signalées ici a partir de III) apportent, par leur correction, un
enrichissement aux énoncés de larticle.

(I) A (0.5.2), jai écrit que les implications (0.1) = (0.3) et (0.2) = (0.3) étaient triviales.
C’est vrai de la deuxiéme, mais pas de la premiere. En effet, si on pose R()\) = f: e~ At Pydt, il
n’est pas évident que R(\)g soit une fonction barriére pour L — A, pour g € Co(V) et > 0 ; car

Clest (i — AIR()\)g qui est —g < 0 et non (L — AI)R(\)g, et on ne sait justement pas que L = L.
Donc la démonstration prouve seulement que (0.3) < (0.2) = (0.1).

Mais de toute facon mon but n’était pas de redémontrer ici ’équivalence, qui est traitée dans les
références de (3), mais au contraire de démontrer directement (0.1) = (0.2) & (7.3) sans passer par
les fonctions-barrieres.

(II) Dans la Proposition (6.1), j’ai énoncé : on suppose que tous les points de é sont réguliers
pour A (en fait il suffit méme de supposer que tous les points de A, réguliers pour 4, sont réguliers
pour A) :--

Ce deuxiéme énoncé, donné entre parenthéses sans démonstration (c’est toujours dangereux !), et
non utilisé dans la suite, est faux.

Cette hypothese plus faible est bien suffisante pour que, pour tout zo, $*° = T*°P-ps. En effet, si
To € V\ A, XZ, et X3, sont dans AU {oo} C AU {oo} ; mais A\ A est semi-polaire, )
donc polaire pour une diffusion L, donc n’est jamais rencontré par la trajectoire aux temps > 0 ;
donc X3¢, et X723, sont P-ps. dans (ANAT)U {0} =(AN A") U {oo}. Tl suffit de reprendre la
démonstration de 1) de (6.1) en remplagant A U {0} par (AN A7) U {co}.

Par contre, cette hypothése plus faible n’entraine pas la continuité presque siire au point zo de
1+~ 5% et £ — T*. La partie 2) de la démonstration reste inchangée, mais 3) ne subsiste que
pour 7o € AN A" ; pour zg € A et irrégulier pour A (donc aussi pour 4), §% =T% >0 P-ps. ;
la conclusion pour 7 > §%°(w) = T%°(w) subsiste et montre que z +— S% et z — T sont P-ps.
semi-continues supérieurement au point g, mais elles ne sont pas continues, car il existe desze A
convergeant vers zo, alors $* =T* =0 et §* =T > 0.

(II1.1) Le théoréme (4.4) énoncé dans 'article est inexact.

La condition P{(* =t} =0 pour z € V, 0 <t < 400 est bien suffisante, mais n’est pas
nécessaire ; la démonstration de sa nécessité utilise t = to — 2€a, ce qui n’est possible que pour
to > 0. Le véritable énoncé est le suivant :

Théoréme (4.4) modifié.— Les propriétés (4.0), (4.1), (4.2), (4.3) sont équivalentes 4 I’ensem-
ble des trois propriétés suivantes :
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a) z > (® est continue en probabilité (ou seulement en loi) sur V ;
b) pourz eV,0<t< +oo, P{¢*=t}=0;
c) (P{¢* =0} n’est pas forcément nulle, mais) ¢ — P{(* = 0} est continue sur V.

Démonstration. Utilisons la remarque suivant (5bis.3.1.5) : la continuité en (¢, z) est équivalente
a la continuité séparée en t et en z.

Dire que ¢ — P{t < (*} = (*(P)]t, +00] est continue, c’est dire que (*(P) est diffuse sur 0, +o0|,
c-a-d. que P{(* =t} =0 pourz € V, 0 <t < 400, c’est b).

Dire que z + (*(P)(]t,+oc]) est continue, et, par complémentarité, que = — ¢*(P)[0,#] est
continue, c’est dire,pour t > 0 de maniere que le point frontiere ¢ de Jt, +00] ne porte pas de masse
pour les (*(P), que z — (*(P) est étroitement continue, ou que z — ¢ est continue en loi sur V ;
sa semi-continuité inférieure presque siire entraine sa continuité en probabilité, qui est a). Pour
t=0, cela exprime que z +— P{(* =0} est continue, qui est c).

Suivant (4.4.1) de l'article, cette derniére condition peut aussi s’écrire : P{(%® = 0 et (* > 0}
tend vers 0 quand z tend vers zo € V. =

Ce raisonnement est plus simple que celui de I’article publié ; je n’avais pas vu que la continuité
en loi. et la semi-continuité inférieure presque siire entrainaient la continuité en probabilité. Clest
en fait ce que j’avais redémontré dans Darticle !

- Contre-exemple  Un contre-exemple simple montre que la condition P{(* = 0} n’était pas
nécessaire. Prenons P =0, P(t,z) = 0. C’est E(f(X?)) = 0 pour toute f borélienne bornée
(nulle & 'o0), donc X7 = 00, (* =0. Donc P{(* =0} = 1 pour tout z.

(IIL.2)  Cette modification en entraine d’autres dans la suite, nous ne les donnerons que trés
rapidement, la démonstration simplifiée est la méme. Au paragraphe 5, la condition P, feCB(V)
a été oubliée au début de (5.0) ; dans (5.4), on remplace P{¢(* =t} = 0 par ’ensemble des
conditions b) et c) de (4.4) modifié.

(IIL.3)  Au théoréme (5bis.1), on remplace P{(% =t} = 0 pour o > 0 par : P{(*® =13} pour
to > 0 et z — P{(* = 0} est continue au point zo ; pour que (t,z) — P(t,z) soit étroitement
continue aux points (tg,00), to > 0, il faut et il suffit que ¢* tende vers 0 en probabilité pour
tendant vers oo, et pour qu’elle soit continue aux points (to,00), to > 0, il faut et il suffit que
P{(* = 0} tende vers 1 pour z tendant vers co.

(IT1.4) (5.bis.2) : la continuité partielle en ¢ a été déja vue au présent probléme (4.4) modifié :
on trouve la condition P{{* =t} =0 pour 0 <t < +oo0.

(5bis.3) : la continuité partielle en z demande le théoréme (5bis.3.1) de larticle publié ; il n’y a
rien & y modifier sauf quelques coquilles : remplacer (resp. pour ¢ > 0) par : (resp. et pour ¢ > 0),
et supprimer (resp. pour ¢ > 0) dans (3.1.3).

(IIL.5) Iy a deux coquilles dans les exemples (54.2) :
— —_ 1 .
dans (54.2.2), XF = (T—J;T)+ = G:)T H
dans (5.4.2.4), X7 = oo pour z = co.

A la fin de 1., j’ai bien indiqué qu’on n’impose plus X§ = z P-ps., toutefois on impose quand
méme X =00, (* =0, et (t,z,w) — XF(w) borélienne.
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