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TEMPS LOCAL DU PRODUIT ET DU SUP DE DEUX SEMIMARTINGALES

par Y. Ouknine

Séminaire de Probabilités XXIV 1988/89

Nous nous proposons dans Ce travail de donner des formules pour le temps local du
produit de deux semimartingales, et du sup de deux semimartingales continues. P.A. Meyer
nous a signalé que de telles formules ont été obtenues avant nous par Yan [3] et [4] (en
chinois). Comme elles sont peu connues, nous les présentons ici tout de même: pour la
première, nous donnons une démonstration très voisine de la démonstration de Yan, quiétait pl us courte que la nôtre.

Temps locaux. Soit (Q, A, P, (Fi)i~0) une base stochastique fixée, vérifiant les condi-
tions habituelles de la théorie générale des processus. Le temps local de la semimartingaleZ en 0 est défini pàr la "formule de Tanaka"

(~ ) ~Î + (Zs>0) ~~" + ~ (~ jZs- 0) ~Î + ~ (Z,- ù) ~S ) + ] ~’(~) °

s1

En utilisant le fait que la mesure dL,( Z) est diffuse et portée par (s : : Z, = 0) , on déduit
de (1) la formule très simple (donnée par Yan (3])

lL«z> = Pc l’ i jz,_=oj dzt = ] L«z +> .
où la notation PC appliquée à un processus à variation finie signifie que l’on en gardeseulement la partie continue. Nous désignons aussi par Lç(Z) le temps local de -Z ,donné par

= PC 1’ 1 jz,_ =uj dzi .

Temps local du produit. Voici la première formule: :
THÉORÈME. Soient ,1 et Y deux semimartingales. Alors le temps local en 0 Je leur produitZ = Xi" est donné par

Lt(Z) * i0 Xi_ dL,(Y) + i0 Y,+ dL,(X) + i0 X-s- dL-s(Y) + i0 Y-s- dL-s(X) .

DÉMONSTRATION. NOUS calculons la partie continue dZ)). Nous avons
Z+ * + X-Y-. La. formule d’intégration par parties donne trois termes contena.ntgç+ , ir+ 

’

(aJ : : i jz,- =oj Xl di",+ > (b) : i Y,+ dXl , c > : i jz -oj [dX+s, dYi+ 1 , ,
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et trois termes analogues avec X ,Y-, qui feront appararaître des temps locaux L .
Commentons par (c) : il s’agit d’un processus à variation finie, valant

+ 

et donc purement discontinu : Inapplication de l’opérateur PC donne donc 0. Ensuite, te
terme (a)

.

L’application de PC au premier terme donne et Inapplication de PC au
second donne 0. Le terme (b) se traite de même) et on obtient renoncé en ajoutant les
termes analogues pour X", Y". [)
REMARQUE. Le même raisonnement conduit a une formule plus agréable (c~ [3]) si l’on

utilise le temps local symétrique == + dLi(-Z) = JjZj,),
car alors on a simplement )Z) = .

Temps local d’un’ sup. Ici aussi, il existe un travail de Yan [4], mais il est plus
docilement accessible. Il semble que nous n’obtenons pas exactement la même formule

que Yan.

THÉORÈME. Soient X et F deux semimartingales continues. Alors k temps local en 0 de
leur sup Z == X V y est donné par

L(Z) JL,(y+ - ~~ .

DÉMONSTRATION. Nous avons

~L,(Z) = = l{M.=o} ~ + + ’

Appelons ces trois termes (a), (b), (c). Dans l’ouvert aléatoire prévisible {V  X} les
semimartingales Z et X+ sont égales, donc (a) vaut (c/. [5}) 

De même, (b) vaut Pour (c), nous pouvons écrire
(X vr)+ = X+ V 7+ = X+ + (V+ - X+)+ , et p&#x26;t conséquent

(c) = + ~(~~ - ~~ - .

Le premier de ces deux termes s’ajoute a (a) pour former le premier terme de (2), et le
second donne le dernier terme de (2).

Un cas où ce dernier terme est nul est celui où L(V - X) = 0. En effet, on établit dans
ce cas, grâce au nombre de montées et a l’approximation du temps local que

~(~-~)=~1~~~(F)
(voir Weinryb [2J). Par suite

1{X.=Y~} ~(~ - ~) = ~=Y.=0) 1{Y.0} = 0
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REMARQUE. Yan indique dans [4] la formule

L(X v Y ) + L(X r’~ Y ) = L( X ) + L(Y )
qui est démontrée dans [1] à partir de l’approximation du temps local par les nombres de
montées. En voici une démonstration purement algébrique. Nous rappelons d’abord que
L(Z) = L~Z~~ pour toute semimartingale Z. Cela permet de se ramener au cas où X et
1 sont positives. La formule revient à vérifier

Y~ + + + Y~ _
= + 

On remplace d(X A Y) par dY dans l’ouvert aléatoire prévisible {Y  X}, et par dX
dans {X  Y} . On remplace aussi d~X V Y~ par dX +dY -d(X AY), et alors on obtient
le résultat cherché.

Ce résultat s’étend aux semimartingales discontinues, en remplaçant X, Y par 
dans les indicatrices et en appliquant l’opérateur PC. Il y a cependant une difficulté :
l’ensemble prévisible H = {Y-  par exemple, n’est plus un ouvert aléatoire, et
on ne peut appliquer automatiquement la théorie de [5] pour remplacer la semimartingale
X V Y par la semimartingale X qui lui est égale dans j9B Cependant, la semimartingale
Z = X V Y - X est telle que Z- = 0 dans H, donc 1H dZ = 
cette dernière semimartingale est à variation finie, et nulle dans tout intervalle ouvert où
Z est constante, donc dans l’intérieur de F. Donc = 0 et le remplacement est
permis.

Je remercie P.A. Meyer pour ses commentaires sur la première rédaction de ce travail,
qui ont permis de l’améliorer.
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