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Seminaire de Probabilités XXIV

UNE REPRESENTATION DES SOUSMARTINGALES POSITIVES
ET SES APPLICATIONS

Par N.V.KRYLOV!

RESUME. Nous proposons une représentation d’une sousmartingale positive & I'aide d’un processus
croissant, puis nous P'utilisons pour donner une démonstration plus simple du théoréme de Doob-Meyer.

1. Soient (2, F,IP) un espace probabilisé complet, {F(t) C F, t € [0,00[} une filtration
de tribus croissantes completes par rapport a F, {(t) une sousmartingale positive par
rapport & {F(t)} définie pour ¢ € [t,00]. Sous certaines hypotheses assez générales,
Smirnov (1] a montré I'existence d’un processus positif croissant 7(t) tel que

(1) (1) =E{nt) [ F(t)} (ps) VE€([0,00]

Si £(t) est une martingale, on peut évidemment prendre 7(t) = £(c0). En outre, si 7(t)
est un processus croissant quelconque, [E |n(t)| < oo, V¢, alors le deuxieme membre de
(1) est toujours une sousmartingale. Donc la représentation (1) est une généralisation bien
naturelle de celle des martingales arbitraires.

Dans cette note nous voulons montrer d’abord que la représentation (1) reste valable en
ne supposant que les conditions citées dans la premiére phrase. Ensuite, nous 'appliquons &
la démonstration du théoreme de Doob-Meyer. A notre avis cette nouvelle démonstration
est plus simple et plus courte que celles déja connues, et elle est basée sur les faits les
plus élémentaires de la théorie des martingales. En revanche, il faut avouer que nous
démontrons le théoreme de Doob-Meyer seulement dans ’énoncé de Meyer [2], c’est &
dire sans I'affirmation de Doléans qu’un processus croissant naturel est prévisible (voir [3]).

Signalons que la possibilité de la représentation (1) peut étre expliquée facilement &
I'aide de la décomposition multiplicative : ¢(t) = A(t)M(t) ot A(t) est F(t)-mesurable et
croissant, M(t) = E{M(oc) | F(t)} : en loccurence on peut prendre 7(t) = A(t)M(co).

Signalons enfin que les notes présentées ici ont résulté de quelques entretiens avec
S.N. Smirnov & qui I'auteur exprime ses remerciements sincéres.

2. Soit @ = {q,¢,...} une partie dense de [0,00] conienant tous les points de
discontinuité de la fonction croissante IE£(t). On suppose g, = 0, g = oo. Pour tout n,

! Larédaction du Séminaire est heureuse de publier cette note de N.V. Krylov. La présente démonstration
du théoréme de décomposition des sousmartingales est plus simple, dans le cas des sousmartingales positives
(ou des surmartingales positives majorées par une martingale : le cas de la classe (D) exigerait les
considérations habituelles d’intégrabilité uniforme) que la démonstration classique de Murali Rao ( Math.
Scand. 24, 1969). Pour les représentations du type (1), voir J. Azéma :

Représentation multiplicative d'une surmartingale bornée, ZW 45, 1978, 191-211.
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n, appelons @Qp l'ensemble des n premiers points de @, que nous rangeons en ordre
croissant : gn(), + =1,...,n. Choisissons pour i < n — 1 des fonctions fn(i) F(qn(3))-
mesurables et telles que

(2) £(n(+)) = f(s) B{{(gn(s + 1)) | F(gn(s)) } -
Comme par définition pour s < ¢
(3) §a) SE{L(t) | F(s)},

on peut supposer que les fonctions f,(3) sont telles que 0 < f,(s) < 1. Enfin posons pour
1=1,...,n-1
((t)= fa(3) -+ fa(n = 1) quand ¢ € [ga(s),ga(i + 1)[ -

Pour 1 = n, gu(3) = 00, ((00) = 1. L'itération de (2) donne immédiatement

(4) () =EB{{(c0)la(t) | F(t)} (ps) Vi€Qn.

En outre, il est immédiat que (5(t) est fonction croissante de ¢ et que 0 < {a(t) < 1. Vu
la derniére inégalité il existe une sous-suite {n'} telle que pour tout ¢ € @ la suite (,/(q)
converge faiblement dans Ly(£,v) ol v(dw) = §(w,00)IP(dw) vers une limite que nous
désignons par {(g). Soit pour tout ¢ € [0, 00

() alt) = inf (g)

oli, comme partout ci-dessous, g (avec des indices éventuels) est un élément arbitraire

de Q. .
Puisque (n(t)croit par rapport & ¢, onasur @ a(g) = ((g) (p.s.). Pour ¢ ¢ @ on voit
que

©) aft) = lim((q) = oft) = lim olg

ot la premiére limite existe presque sirement et la deuxiéme pour tout w € . On multiplie
les deux membres de (4) par I(A) ot A€ F(t) on calcule les espérances mathématiques
et, en remplagant n par n', on fait tendre n’ — co. Alors pour ¢ € ¢ on trouve

(7) £(g) = B{¢(c0)((9) | Flg)} = B{é(c0)odg) | ()}  (pe)
De plus, en vue de (3), (7) pour t < ¢
£(t) < E{¢(9) | F(1)} = E{¢(o0)a(g) | (1)}
ce qui avec (6) donne
(8) £(t) < B {¢(o0)olt) | F(6)} -

Pour vérifier I'égalité des deux membres il suffit de montrer qu'ils ont méme espérance.
Cela a lieu pour ¢ € @, et pour ¢t ¢ Q le choix de @ et les formules (7), (6) impliquent

E{(t) = lim E¢(q) = ik §(00) a(g) = E{(co)a(t) .
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Nous avons ainsi démontré (7) pour tout ¢ & [0,00], et par suite (1) avec 7(t) = ¢(co)a(t).
REMARQUE. (cf [1]). Il est trés facile de vérifier que les limites & gauche et & droite de la
sousmartingale sont données par

{(t=) = E{{(oo)a(t-) | F(t-)} ; &(t+) = E{é(co)a(t4) | F(t4)}  (ps.)

On en déduit sans peine que si la fonction E{(t) est continue & droite (resp. & gauche) on
a p.s.

§) = B{oo)a(th) | F(N)} 5 resp. (t) = E{(oo)alt=) | F(8)} .
Autrement dit, le processus croissant peut étre choisi continu  droite (resp. a gauche).
3. Passons au théoréme de Doob-Meyer. Complétons les hypotheses du §1 par la suivante :
E{(t) est continue 4 droste, et prenons pour n(t) dans (1) un processus continu & droite.
Pour toute variable aléatoire bornée ) posons my(A) = E{) | F(¢)}. Comme il est connu

d’apres le théoréme de Doob sur le nombre de montées, avec la probabilité 1, pour tous
les ¢ € [0,00] ala fois il existe

m—(1) = ql{l%n‘ mg(})

et le processus my_()) est continu & gauche. Si X = I(B), B € F, nous écrirons

simplement my(B), my_(B). Pour toute suite d’événements By |Oona

supmy_(Bp) = supmg(B,) | 0.
120 q€Q

Comme m,_(B) <1 et p(oo) = £(co) est intégrable, nous définissons une mesure bornée
sur ', absolument continue par rapport a IP, par la formule

1
(9) w(B)=E [ m,—(B)dn(r)

Soit A(t) la densité de uy par rapport a IP. En procédant comme au §2, nous pouvons
supposer que A(t) est, pour tout w €  une fonction croissante et continue 3 droite de ¢,
et que A(oo) = lim, Too Alt).

Un raisonnement classique d’approximation montre que, pour toute v.a. bornée A, et
pour 0<s<t<ooona

(10) E{MA(®)- A)} = B[ mp_(3) ()}

S5i X est F(s)-mesurable, on a me—(A) = X pour r > s, et il découle de (10) et de (1)
que

(11) E{MAQ) - A(s)D}=E{Mt) - n(s))} = E{A(€(2) - £(s))} .

En outre, on a évidemment mr—(my(A) = my_(X) p.s. pour tout r < ¢ ; 1l en résulte

EDAD} = B{ | me—(mi(3)ds(1)} = Emi(3) A} = B{Am(A()}
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Cela veut dire que la v.a. A(t) est F(t)-mesurable et avec (11) on voit que £(¢) — A(t)
est une martingale M(t). Ainsi nous avons obtenu la représentation de Doob-Meyer :
§(t) = A(t) + M(t), ot M(t) est une martingale, et A(t) est un processus croissant
adapté.

Enfin, & partir de (10) et en approchant I'intégrale d'un processus borné continu & gauche
par des sommes de Riemann, on démontre que

E{ /0‘” me_(3)dA(r)} = E{ /0“’ me—(X)dn(r)} = E{AA(o0)} .

Ceci établit que le processus croissant A(t) est naturel au sens de Meyer [2].
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