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Introduction:

Le jeu de pile ou face (ou marche de Bernoulli) est sans doute le processus
stochastique le plus simple et ses propriétés ont fait 1’objet de nombreuses
études (voir par exemple le livre de Feller [3]). Le but de cet article est de
présenter quelques propriétés d’une généralisation non commutative de la
marche aléatoire de Bernoulli, inspirée du chapitre II de Meyer [8].

Le § 1 est consacré a un bref rappel de certaines notions de probabilités
quantiques,dont on trouvera un exposé détaillé dans Meyer [7], ([8]. Dans
les § 2 et 3 on définit les variables et les marches de Bernoulli
quantiques, puis dans le § 4 on introduit le processus de spin. Apreés
quelques rappels sur les représentations de sl1(2,C), on détermine au § 6 la
loi du processus de spin puis au § 8 on étudie le conditionnement
quantique. Le dernier § examine le lien entre ce qui précéde et la notion de
chaine de Markov quantique, introduite par plusieurs auteurs.

Dans 1’étude du jeu de pile ou face classique, les méthodes combinatoires
Jouent un réle fondamental, qui sera tenu dans ce qui va suivre par
1’algébre linéaire de dimension finie (plus précisément, par la théorie des
représentations de s1(2,C)).

1 Probabilités quantiques:

La base des probabilités quantiques est un espace de Hilbert complexe H.
Une variable aléatoire quantique est un opérateur auto-adjoint sur H, une
famille d’opérateurs auto-adjoints sur H est un processus quantique, et si
ces opérateurs commutent, ce processus est dit "classique”.
Une loi quantique est un opérateur a trace, positif, de trace 1 sur H (aussi
appelé "état"). Si on se donne un tel opérateur p, 1’espérance d’une
variable aléatoire quantique A est donnée par

E[A] = tr(pA)
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Si f est une fonction Borélienne bornée sur le spectre de A, f(A) est défini
par le calcul fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints, et 1’application

f 5> E[f(A)] définit une mesure de probabilité sur Spec(A), appelée loil de la
variable quantique A dans 1’état p.

Si on se donne une famille d’opérateurs auto-adjoints commutant deux & deux,
on peut déterminer leur loi jointe en calculant E[fi(Al)...fn(An)], et donc on
peut déterminer la loi d’un processus classique.

Le lien avec la théorie usuelle des probabilités est obtenu de la fagon
suivante: si (R,%,P) est un espace probabilisé, on pose H = Lz (Q,%,P), et
on identifie une variable aléatoire réelle X sur (Q,%,P) avec 1’opérateur de
multiplication qu’elle définit sur H. Si on prend pour p 1’opérateur de

projection orthogonale sur 1, on retrouve la loi P.

2 Variable de Bernoulli quantique:

Une variable de Bernoulli X peut étre réalisée sur 1’espace de probabiliteé
Q = {+1,-1}, avec la probabilité P({+1}) = p, P({-1}) = q = 1-p par
X: 2-5R
X(+1) = 1, X(-1) = -1.
L’ espace L?(Q,P) est isomorphe a ¢® avec sa structure de Hilbert usuelle, en
identifiant (1,0) avec (4p)-1/2(1+x) et (0,1) avec (4q)_1/2(1-X) et 1'algebre
L?(q,P), opérant sur L? par multiplication s’identifie avec la sous-algébre de
Mz(C) formée des matrices diagonales (en effet, cette algébre est engendrée
par 1 -i.e. la fonction constante égale a 1- et X qui opérent sur C2 par
10 1 0
[ et ).

01 0 -1
Une généralisation non-commutative naturelle de cette situation consiste a

remplacer cette algébre par 1’algébre -plus grosse- MZ(C). On appellera. donc
MZ(C) 1’algébre des variables de Bernoulli quantiques.

Nous allons faire quelques remarques élémentaires sur les variables aléatoires
quantiques (i.e. les éléments auto-adjoints) de Mz(C).

Le sous espace (réel) de MZ(C) formé des éléments auto-adjoints est engendré

par les quatre matrices, linéairement indépendantes:

1 0 01 0 -i
I, o= , O = , 0 =
* lo-1 Y110 = 10
(o;.c}.o; sont les matrices de Pauli), que nous noterons 1, X, Y, Z.

Toute combinaison linéaire a coefficients réels aX + BY + yZ est un opérateur
auto-adjoint, et donc d’aprés les principes généraux des probabilités
quantiques, définit une variable aléatoire classique, qui peut prendre les

deux valeurs (a2+82+72)1/2et —(a2+82+72)1/2 (ce sont les deux valeurs propres
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de 1'opérateur ). La situation est donc treés différente du cas ou X,Y,Z sont
des variables de Bernoulli qui commutent.
D’autre part, les opérateurs X,Y,Z vérifient les relations de commutation :
[X,Y] = 2izZ

ainsi que celles déduites d’une permutation circulaire de X,Y,Z.
Si 1’on effectﬁe une transformation unitaire U de CZ, X,Y,Z2, sont
transformés en UXU ', UYU™',UzU™!, mais les relations de commutation ne
changent pas:

tuxu™,uyu™) = 21vzu™
Une autre fagon d’exprimer ceci consiste & dire que 1l’action de SO(3) sur
1’espace vectoriel euclidien engendré par X,Y,Z, laisse invariantes les
relations de commutation. (On utilise la projection U(2)-» SO(3)).
Nous venons de voir quel était 1’analogue quantique d’une variable de
Bernoulli , il faut maintenant choisir un état sur Mz(C) qui
généralise la loi de Bernoulli sur Q.
L’état le plus général est donné par la matrice:

a z

p= z 1-a

avec Osas1, |z|25 al(l-a).

Quitte a conjuguer par un élément de U(2), ce qui ne change pas les
relations de commutations de X,Y,Z, on peut toujours supposer que

_|p O
P=1lo1-p

avec O<p=1.

Dans cet état, X suit la loi de Bernoulli de paramétre p et Y et Z suivent

la loi de Bernoulli symétrique.

Deux valeurs de p sont remarquables:

a) p=1/2

Dans ce cas p = 1/2I et pour chaque (a,B,7) tel que a2+52+72= 1,

aX+BY+yZ suit une loi de Bernoulli symétrique, cet état est donc un

analogue discret de la loi de Gauss centrée sur Rs, que 1’on appellera
"état totalement symétrique"”.

b) p=1

p est alors le projecteur orthogonal sur le vecteur (1,0) et sera appelé
"état vide" (cette terminologie étant |Jjustifiée par 1’analogie avec
1’espace de Fock cf Meyer [7],[8])

3 Marche de Bernoulli quantique:

Nous allons maintenant ajouter plusieurs “variables de Bernoulli
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quantiques" indépendantes, et pour cela nous formons le produit tensoriel

d’algébres MZ(C)QD (ou v € N), qui agit de fagon usuelle sur 1’espace de

Hilbert (¢*)®”.

Considérons les éléments de M2(C)®v xk, yk, zk, définis par:

x = Ie...0le0 0l®...8l y, = Ie...ele0 Ie...QI z = Je...elec ole...el
k x k y k z

ou chaque ¢ apparait a la k° place.

Ces opérateurs agissent sur (cz)@v de fagon auto-adjointe et vérifient les

relations de commutation:
[xk,xJ] = [xk,yJ] = 0 pour tout couple k # j
[x.yl=2iz,
ainsi que toutes celles qui s’en déduisent par permutation circulaire.

Chaque triplet X Y2, est donc un triplet de variables de Bernoulli

Quant iques.
On pose
Xk L% Yk = Z Yy » Zk L%
1Sk 1<k 1<k
pour k=1,
X =Y =2 =0.
(o] (4] (s}

Ces opérateurs auto-adjoints vérifient les relations de commutation:

[X,Y ] =2iZ

k' 1 kAL

ainsi que celles s’en déduisant par permutation de X, Y, Z.
De plus, les opérateurs Xk (resp. Yk, Zk),(Osksv) commutent et définissent
donc un processus classique.
Si 1’on considére 1’eétat p* sur (MZ(C))QV, chacun des (Y), (Z) (0Osksv)
suit la loi d’un jeu de pile ou face symétrique, alors que (Xk) est un jeu

de pile ou face biaisé (si pz1/2).

4 Le processus de spin:

L’invariance des relations de commutation par rotation, remarquée plus haut,
suggére 1’introduction d’ un nouveau processus 1ié a la marche de Bernoulli
quant ique.
Définition: Le processus de spin S est défini par:

2= (X% Y2+ 2% 1)

k kK k k
pour tout k=v.
On vérifie facilement que Si est un opérateur auto-adjoint positif et donc

cette formule définit bien Sk comme opérateur auto-adjoint positif.

Proposition 1:

[Sk,Xk] = [Sk,Yk] = [Sk,Zk] = 0.
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preuve: il suffit de voir que [Si,Xk] = 0, ce qui résulte d’un calcul facile.

Proposition 2:

pour tout couple (k,1) on a:

[Sk,Sl] = 0.
preuve: d’aprés la proposition 1, Sk commute avec Xk, Yk, Zk, et les X,
2 2, _
y,» 2, pour iz k+1, or (Sku- Su) = 2()(I"1Xk + yk+lYk + zkqu), et donc

Sk commute avec Sh et, en continuant ainsi, avec Sk*z, etc...

1
Comme les variables Sk commutent, S définit un processus stochastique
classique, dont on va déterminer la loi.

Les relations de commutation vérifiées par la marche de Bernoulli (Xk. Yk,Zk)
montrent que pour chaque k, les opérateurs Xk, Yk,Zk déterminent une
représentation de 1’algeébre de Lie sl(2,C). Je vals donc commencer par faire
quelques rappels sur les représentations de s1(2,C). Une référence pour ces

résultats est, par exemple, Naimark et Stern [9].

5 Représentations de sl1(2,C):

Toute représentation de dimension finie de s1(2,C) se décompose en somme

directe de sous représentations irréductibles.

L’algeébre de Lie s1(2,C) admet une unique (A isomorphisme prés)
représentation irréductible de dimension 2j+1 pour chaque demi-entier j20,
notée ﬂj (j est le "spin" de la représentation).

En particulier, les matrices de Pauli engendrent une algébre de Lie complexe
isomorphe a sl1(2,C) et leur action sur ¢® deéfinit la représentation ®LQ'
tandis que I% est la représentation nulle.

On en déduit que, pour chaque k, les opérateurs X Yo 2 définissent sur
(cz)ev la représentation suivante de sl1(2,C):

2 2
D2%...0D %D oD %...eD
o o 172 0 ¢}

2

e 2 _
ou 1)1/2 apparait a la k place, et :‘Do = ﬂoei)o.

De méme, les opérateurs Xk, Yk, Zk, engendrent une algébre de

Lie isomorphe & s1(2,C) et définissent sur (€%)®’
D e...0D oD °e...eD
1/2 172 0 o

apparait dans les k premiers termes.

la représentation
2

ou 501/2
Pour chacune de ces représentations, on a vu que 1’opérateur (X: + Y: + Zi)
commute avec la représentation de sl1(2,C) définie par Xk, Yk, et Zk, et
donc agit sur chaque composante irréductible de cette représentation par la
multiplication par un scalaire.(Cet opérateur porte le nom d’opérateur de

Casimir de la représentation).
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Voici une description ,de la représentation 2), en posant n = 2j-1 (cf [9]).
Il existe une base e , e , € y -
-n -n+2 ~n+4

opérateurs ﬂj(c;), ﬂj(o&), bj(c;), est donnée par les formules:
i) ﬂj(o;)(en ) = (n-2k) e o

e, dans laquelle 1’action des

-2k
i1) ‘I)J(wy)(en_ak) =(nk)e  _+tke _ .
111) D (o )le ) =illnk)e . -ke ...

Ces formules montrent que 1’opérateur de Casimir
D ()2 +D () +D(c)?
J x oy J x
de la représentation ﬂj est égal a 4j(j+1)I. On en déduit que Sk agit par
multiplication par 2j+1 sur chaque composante de type 9J dans 1la
décomposition en composantes irréductibles de la représentation (ﬂlxa)ak'
On voit donc qu’il est important de savoir comment se décompose un
produit tensoriel de représentations irréductibles de sl1(2,C).
La réponse a ce probléme est donnée par les "formules de Clebsch-Gordon":
Ded =12 oD ... 0D .
E S 13-3"1 13-37 1+ 3y
En particulier, si j' = 1/2 on a
De D =9 oD si j21/2 et Do D =D .
3 T2 3-1/2 j+1/2 o “172 172

6 Loi du processus S:

Les considérations du §5 vont nous permettre de déterminer la loi du processus

S dans 1’état p@v pour p<1l. On note q = 1-p.

Théoréme 1:

La loi du processus (Sn)o<v dans 1’état p@v est celle d’une chaine de

»*
Markov sur N issue de 1 de probabilités de transition :

_ 1 x-1 =1 x+1
P(X, x-1) = i T N P(X, X+1) = § X
si p=1/2
x-l_ x-1 x#l_ x+1
P(x, x-1) = pg 2—"9 | p(x, x+1) = B "9
X x X X
P -q P-4
sinon.

Avant de montrer comment on déduit ce résultat du §5, je vais faire quelques
commentaires de nature probabiliste.
Soit Xt un mouvement Brownien réel avec drift «, issu de O, on note To =0,

'l'kl = inf { tsz / IXt—XT|=1 } les instants successifs de passage de X
+
k
aux points entiers, alors XT est une marche aléatoire de Bernoulli, de.
X Kk
paramétre p = (1+e 2%)7%,

Soient maintenant Yt et Zt deux mouvement Browniens indépendants de X,
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issus de 0. Le processus St = (1+Xf+Yf+Zf)”2 est un processus de Markov
2

sur R’ de générateur infinitésimal: % E—E + acothax g; . Ce processus peut
dx

également s’obtenir en conditionnant le mouvement Brownien avec drift X a

ne pas passer par O (plus précisément, si a>0, c’est le u-processus, au

sens de Doob, de X construit a 1’aide de la fonction excessive 1-e2** sur
+

R).

Si 1’on note Tk les instants successifs de passage du processus S aux

*

points entiers, alors le processus ST est une chaine de Markov sur N
k

ayant les probabilités de transition du Théoréme 1, avec p = (l+e

2a)-{

De plus, la chaine de Markov du théoreéme 1 peut également s’obtenir comme
u-processus de la marche de Bernoulli de parameétre p.

Dans le cas de 1’état totalement symétrique on peut faire quelques
remarques supplémentaires:

On sait bien que le jeu de pile ou face symétrique peut étre renormalisé pour

converger en loi vers le mouvement Brownien, en posant

x(n) - n-l/zx
t [nt]

([x] = partie entiére de x) ou Xk est une marche de Bernoulli symétrique.
Dans le cas que nous regardons nous avons trois marches de Bernoulli
symétriques qui ne commutent pas, mais si on les renormalise les relations de
commutation deviennent

[xin),yin)] = 2i n-1/2 :n)

et donc, dans 1’état totalement symétrique, les mouvements Browniens obtenus a

4

la limite,commutent. (Nous n’essaierons pas de rendre rigoureux ce raisonnement
heuristique).
On peut donc s’attendre a ce que le processus renormalisé

-1/2g

[nt]

converge en loi vers la norme d’un mouvement Brownien de dimension 3. Or il
est bien connu que le processus de Markov ayant les probabilités de transition
données par le théoréme , quand il est renormalisé est une approximation du
processus de Bessel de dimension 3, (ce processus a été utilisé pour démontrer
des propriétés du processus de Bessel de dimension 3 cf Pitman [10], et
Le Gall [5], par exemple).
Toutes ces propriétés "miraculeuses" mettent en relief la symétrie dont

Jouit la marche aléatoire de Bernoulli quantique.

7 Preuve du théoreéeme 1:

Tout d’abord, remarquons que p = (pq)l/z(p/q)l/2 % et donc, p@v =
vs2 X
(pq) (p/q)U2 v et en particulier, cet opérateur commute avec
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$,S,...,S .
0’1 v

On va utiliser de fagon essentielle le

Lemme 1:
Tout sous espace propre commun a St' Sz" .., S, maximal, est de la forme:
Ek ® (Cz)e(v-k) ou Ek est un sous espace de (Cz)m‘ sur lequel 1’algébre de

Lie engendrée par X, Y, 2 agit par la représentation 7)1@(1)02)@“'"‘),

2j+1 est la valeur propre de Sk.

ou

preuve:

Cette propriété est vraie pour k=1, supposons la vérifiée pour k-1, et soit
Ek_le (cz)a(v-ku) un Sous espace propre commun a Sl, Sa""' Sk_l, tel que

la valeur propre de Sk_1 soit 2j+1, alors 1’algebre de Lie engendrée par

Xk, Yk, Z, agit sur ce sous espace au moyen de la représentation
D eD _e(D %)W
3 w2 o

deux sous espaces supplémentaires E; et E; de Ek_1®02 tels que 1’algeébre de

et donc, d’apreés la formule de Clebsch-Gordon, il existe

Lie engendrée par Xk, Y, Zk, agisse sur E'e (Cz)@w-k) par la
représentation 1)J+1/2®(1)02)®(v'k) et sur E;@ (c®)®W-x la
représentation fl)J_Uz@(fDO2 )oK (sauf si §J = O, auquel cas
Ek_ie(cz)gw_kﬂ) est espace propre de Sk).

Ceci montre le lemme, et on voit de plus, que si 2j+1 est valeur propre de
Sk_1 sur un certain sous espace, alors les seules valeurs propres possibles
de Sk sur ce sous espace sont 2j et 2j+2, (sauf si j=0, auquel cas seul 1 est

valeur propre de Sk sur ce sous-espace).

11 est facile maintenant de terminer la preuve du théoreme. Soit (‘jl"""jll)
une suite de demi-entiers tels que ‘jt = 1/2, et Ijk— ‘jk—ll = 1/2 pour tout

k=2, alors le sous espace propre commun 3a Sl, S,..., Sv sur lequel ces

opérateurs ont pour valeurs propres respectives ZJRfl est de dimension Zjv+1
et l-"[S1 = 231+1,..., Sv = 2jv+1] est égal a4 la trace de la restriction de
pm’ A ce sous espace. Or, d’aprés 1’égalite pm) = (pq)wz(p/q)l/zxv et la
formule i) du §5, on voit que cette trace vaut:

V/z((p/q)‘jv + (p/q)‘jv-1 +...+ (p/q)-jv)

. 2j +1

_ v/2 -J.. (p/q)™¥v -1

3yt g2d, 0
P-q

(pq)

+
14

2
= (pq)v/z-,jv P et le théoréme 1 s’en déduit facilement.
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Pour déterminer la loi du processus S dans 1’état vide, on va décrire plus

2,8

précisément le sous espace de (C°) sur lequel XV, Y, Zv opérent par la

v

représentation D .

v/2 2. 6v
Rappelons que le groupe symétrique Gv opére de fagon naturelle sur (C°) , et
que les éléments invariants par cette action sont appelés éléments

symétriques. De plus, Xv, Yv’ Zv (et donc Sv) commutent avec 1’action de Gv'

2,08V

Lemme 4: le sous-espace de (C°) formé des éléments symétriques est stable

par Xv, Yp, Zv qui opérent dessus par la représentation $V/2'
preuve: C'est un résultat classique de théorie des représentations, en fait on
peut montrer que le sous espace propre de Sv correspondant a la valeur propre
v+1-2k est la somme des sous espaces obtenus au moyen des projecteurs de Young

associés au tableau d’Young a 2 lignes de longueurs v-k et k (cf[9]).

Théoréme 2:
Dans 1’état vide, pour tout k=v, Sk = k+1 p.s.

preuve: 1’état vide est le projecteur orthogonal sur le vecteur symétrique
(e®...®e), on voit donc que dans cet état, Sv = v+l p.s. et le résultat suit,

puisque pour chaque k, Sk ne peut prendre que la valeur maximale.

8 Conditionnement quantique:

La notion de projecteur orthogonal correspond en probabilités quantiques a
celle d’événement en probabilités classiques. On a alors, par extension du cas
classique, la notion suivante de conditionnement par un "événement quantique"

(i.e. un projecteur orthogonal).

Définition: (cf Meyer [8]) Soient T un événement quantique (i.e.un
, NIl
projecteur orthogonal) et w un état tel que Tr(lwll) # 0, 1’état Tr(Tom)

s’appelle conditionnement quantique de w par 1’événement quantique T.

On va utiliser cette notion pour explorer la dépendance des différents
processus quantiques introduits plus haut.

Examinons tout d’abord le conditionnement par la trajectoire de (Xk):

Soit (lk) = 11""'10 une trajectoire du processus (Xk)

On notera pev(./(X ) = (lk)) 1’état obtenu par conditionnement

quantique de 1’état pev (pour p#1) par le projecteur orthogonal sur le sous

espace propre commun aux (Xk) correspondant aux valeurs propres (lk) (on
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supposera ce sous-espace non trivial, c’est a dire que 11
tout ksv-1).

k+1-1k| = 1 pour

Théoréme 3:
Dans 1’état p°”(./(xk) = (lk)), chacun des processus (Yk) et (Zk) est une
marche de Bernoulli symétrique.

preuve:

Montrons le pour Y.
ev, iZA y
(e™ ™"y

On va calculer p j/(Xk) = (lk)), et pour cela on remarque que le

sous-espace propre considéré est engendré par le vecteur e, ®...0e ou
1 v

e = (1,0), e, = (0,1) et € = 11, €, = 12_11""'€v = lv—lv-f
ixo

La matrice e 'y est égale a [ cosA  isim

isinA cosh] on a donc,
<e12hjy

j(ee ®....8€ ),(ee ®...8e_ )> = coskl...cosxv, ce qul prouve le

€ €

1 v 1 v )
théoréme pour Y, le résultat pour Z s’obtient de fagon semblable.

Le théoréme 3 exprime donc une propriété d’indépendance des composantes de la
marche de Bernoulli quantique, qui rappelle celle des composantes d’un

mouvement Brownien (avec drift) dans R.
Nous allons maintenant conditionner par la valeur de Sv’

Théoréme 4:

Dans 1’état pev(./ Sv = p+1-21 ), la loi du processus (Xk) est décrite de la
fagon sulvante:

XV prend ses valeurs dans 1’ensemble {v-21, v-21-2,..., -v+21},

v/2-1-k -v/2 P-dq
(pq) D+l V+1
P -q

P(Xv= v-21-2k) = (p/q) et conditionnellement a

Xu = p-2m, (Xk) a la loi d’un pont de Bernoulli, c’est a dire la loi d’une

marche de Bernoulli symétrique conditionnée a valoir v-2m a 1’instant v.

preuve:
Comme les variables quantiques Xv et Sv commutent, la loi du couple (Xv,Sv)
est bien définie, ainsi que le conditionnement par 1’événement quantique
(X =wv-2m, S = v+1-21)
v v
Calculons en premier lieu la loi conditionnelle de Xv sachant que
S = p-21+1
v

On sait que le sous espace propre de Sv de valeur propre v+1-21 est une somme
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de représentations irréductibles de sl(2,C), de méme dimension v+1-21, et
alors, d’aprés la formule ;i) du §5, dans une telle représentation, Xv a un
sous espace propre de dimension 1 pour chaque valeur propre dans 1’ensemble
{v-21, wv-21+2,..., -v+21}.

En utilisant 1’expression p@v = (pq) 172X

l’lz(p/q) v , on obtient bien la loi

conditionnelle de Xv sachant Sv'

On a vu que les opérateurs Xu et Sv commutent avec 1’action des permutations

de Gv sur (Ca)w, donc le projecteur orthogonal £ correspondant a 1’événement
quant ique (Xv = v-2m, Sv = v+1-21) commute également. Soit (€1""’€v) une
suite de *1 telle que Eej = v-2m, et m le projecteur correspondant a
1’éveénement (x,...,x ) = (¢,...,e ), alors,

L ! v ! v Tr(€&n)

P ((xl,...,xv) = (€1"_;"ev)/xv = I:Zm, Sv = v_+11—21) = )

mais Tr(€n) = Tr(o€no ') = Tr(€ome ), et omo  est le projecteur orthogonal
correspondant a 1’événement (xa_(l),...,xa(v)) = (cl,...,sv), donc, dans 1’état

pm)(./XD = v-2m, Sv = p+1-21) toutes les trajectoires de (Xk) partant de O et

arrivant a4 v-2m ont la méme probabilité, ce qui prouve le théoreme.

Remarquons qu’ici encore, dans 1’'état totalement symétrique, 1’analogie
avec le Brownien de dimension trois est frappante, car si (Bi,Bz,Bs) est un
tel mouvement Brownien, conditionnellement a IBtl =r, B: suit une loi
uniforme sur [-r,r], et (B:;sst) est un pont Brownien indépendant
de IBtI conditionnellement a B:.

Pour terminer ce paragraphe, donnons encore un exemple intéressant: le

conditionnement du processus S par la valeur de XV.

Théoréme 5:

Dans 1’état p®v(./ Xv = k) le processus (Sk)OSkSv suit la loi d’une marche
de Bernoulli symétrique conditionnée a ne pas passer en O et a étre = |k|+1
a 1’instant v.

preuve:

On a vu que les opérateurs S1""’Sv et Xv commutent, donc le calcul
de la loi de S conditionnellement a Xv est un probléme de probabilités
classiques. D’aprés le lemme 1 pour toute suite (‘j1"""jv) de
demi-entiers = 0 tels que jl = 1/2, I,jk— jk_ll =1/2 et 2jv=|kl on a

PIS, = 2J,+1,..., S, = 2j+1, X =kl = (pq)" %(p/q)*’?

On en déduit en particulier que toutes les trajectoires "possibles" du
processus S ont la méme probabilité conditionnellement a Xv = k, ce qui
démontre le théoreme.
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9 La marche de Bernoulli quantique comme chaine de Markov non-commutative

sur 1’algeébre du groupe SU(2):

Nous allons voir comment interpréter la marche de Bernoulli quantique
comme exemple de chaine de Markov non-commutative, une notion introduite
par Accardi, Frigerio et Lewis [1]. En fait nous allons reprendre la
discussion figurant au début de Lindsay, Parthasarathy [6].
Tout d’abord on va donner une version algébrique de 1la notion de
variable aléatoire.
Supposons donnés deux espaces mesurables (E,8) et (Q,%). A toute variable
aléatoire X de Q dans E correspond un morphisme de *-algébres unitaires de
B(E) dans B(Q) (algebres des fonctions complexes, mesurables, bornées) donné
par:
B(E) > B(Q)

f > foX
Un "analogue quantique" de variable aléatoire, a valeurs dans un espace
non-commutatif est donc la donnée d’un morphisme de *-algébres unitaires
(non nécessairement commutatives).
Tout opérateur auto-adjoint A sur un espace de Hilbert H définit un
morphisme L”(SpecA) » B(H)

f > f(A)
et donc cette notion étend celle de variable aléatoire quantique utilisée
Jusque 1la.
L’analogue d’un processus stochastique a temps discret est donc une famille
(Jn) de morphismes de *-algébres unitaires 4 > W.
Si 4 est une algébre commutative, et si les (Jn(f), fed, neN) commutent, alors
on obtient un processus classique.
Nous allons maintenant examiner la notion de chaine de Markov quantique, en
décrivant tout d’abord une construction particuliére de chaine de Markov
classique sur un espace d’états E.

On se donne un noyau de transition Q sur 1’espace d’états E, un ensemble N de
transformations Boréliennes de E, et une loi de Probabilité P sur N, telle que
P(feN/f(x)eA) = Q(x,A)

pour tout xe€E, A Borélien de E.

Soit Q = E><N|N et p = 7&8»143>lN ol A est une probabilité sur E.
La suite de variables aléatoires sur Q définie par:
Xo(x, ul,...) = x
Xl(x, U, ) = ul(x)

X2(x, u,...) = uz°u1(X)

1
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X(x, u,...) =uo...ou(x)
n n 1

1
est une chaine de Markov sur E, de loi initiale A et de noyau de transition Q.
Traduisons cette constuction en terme de morphismes de *-algébres:
Soit B 1’algébre des fonctions Boréliennes bornées sur ExNx...xN ou N
appara;l n fois, on définit la suite de morphismes Jn de B(E) dans Bn c B(Q)
par
Jpp = ¢

Jn¢(x,u1,...,un) = ¢(unoun_1o...ou1(x)).
Alors le quadruplet (3(9),(Bn),(Jn),p) est une chaine de Markov au sens de
Accardi, Frigerio et Lewis [1].
On a alors la formule:

ELJ,(8,)J,(8,)...5 (8] = El$ (X ) (X)...6 (X)] =
[0, 00 @8 .. ) (%) Atax)

Par analogie, on définit une chaine de Markov quantique par la donnée d’une
*-algébre 4 qui joue le rdle d’espace d’état, d’une *-algébre ¥ munie d’un
état w qui joue le réle du "bruit", et d’un morphisme j : 4 > doN de
*-algébres unitaires.
On définit alors une suite jn de morphismes de 4 dans 7Y lat par:
Jo = Id, j1 = J, Jn’1= (jnel)oj.
On peut identifier 424" A une sous algébre de A@N@N par x > xelIe...else...,
et on munit cette derniére algébre de 1’état p = A@wgw, ou A est un
état sur 4, dit état initial. Les morphismes jn peuvent étre alors
considérés comme étant a valeurs dans A@Nﬁm.
(d,(Bn),(jn),p) est une chaine de Markov quantique au sens de Accardi,
Frigerio et Lewis [1], de loi initiale A.
Le générateur de la chalne est donné par
Q= (Iew)ej : 4 > 4

On voit que la donnée de (4,4, j,w) suffit & déterminer la chaine de Markov.
D’autre part, la formule

E[jo(¢0)J1(¢1)...Jn(¢n)] = A(¢oQ(¢1(Q'"Q¢;_1(Q¢n))'")
est toujours valable, mais si on change 1’ordre des termes, Jo(¢o),

J1(¢1)""’ jn(¢n). on obtient en général un résultat différent.

Nous allons voir comment on peut, a partir d’une chaine de Markov quantique,

fabriquer des processus classiques.
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Lemme 3:

Si £ est une sous algébre abélienne de 4 telle que j: £ - £oX, alors le
processus Jj, restreint a £ est une chaine de Markov sur £, de générateur
(Iew) .

preuve: évident.

Lemme 5:
Soit © le centre de 4, alors, les (Jn(f), fe®, neN) commutent, et donc la
restriction des Jn a © est un processus classique; si de plus (Iew)ej : € » &,
alors cette restriction est une chaine de Markov classique sur € de générateur
(Iew)ej.

preuve:
Etendons les opérateurs Jn de la maniére suivante; on pose

Jn = jneen :J@A’@N—a %N@N ou en: I/G'N—) M@[n’m[ est le shift d’ordre n.

On a, si aed, Jn(aal) = Jn(a) et de plus, Jn = (Ji)".

On en déduit que pour tous a, b €6, m=n, )
Jn(aOI)Jn(b@I) = Jl(Jn_m(a@I))J_(b@I) = Jn(Jn_m(aeI)b@I) =
J-(beIJn_n(ael)) = Jn(bGI)Jn(a@I), ce qui prouve la premiére assertion.
La deuxiéme découle de la formule donnant 1’espérance de

3o(8)3,(8,)- -3 (8.).

Soit G un groupe compact. A chaque représentation unitaire de dimension
finie de G, on va associer une marche aléatoire sur le dual de G, qui est
un "espace non-commutatif". Plus précisément, soit U 1’algébre de von
Neumann du groupe G, c’est a dire la sous algébre fortement fermée de
8(L2(G)) engendrée par les opérateurs de translation & gauche

T £ o f(gt)
(cf Dixmier [2]), U joue le réle d’‘“espace L”® non-commutatif" sur le dual
de G.
Soient Y une représentation unitaire de G dans un espace de dimension
finie E et ¥ 1’algébre engendrée par les y(g), geG. On définit un morphisme
J: U > UsH par:

J(Tq) = rgew(g).
D’aprés ce qui précéde, on peut 4 1’aide de ce morphisme j construire une
chaine de Markov quantique sur U, en se donnant des états A et w sur U et
¥, c’est a dire, des opérateurs A trace positifs de trace 1 sur L%(G) et E.
Prenons G=U(1), alors, il n’est pas difficile de voir que 1’algébre U

s’identifie avec 1™(Z). Si on choisit pour Y la représentation de dimension
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2 . ew > [ ew (_)10 ] et pour w 1’état [g g], on retrouve alors la marche de
Bernoulli clgss(:que sur Z de paramétre p.

Plus généralement, si on prend pour G un tore de dimension n, en
choisissant convenablement ¥y et sur w, on peut construire de la sorte

toutes les marches aléatoires sur Z" dont la loi des accroissements est

a support fini.

La marche de Bernoulli quantique que nous avons introduite au début de cet
article s’obtient en prenant G = SU(2), ¢y = Dl/z’ et w = p. En effet,
chacun des éléments 1a-x, ia‘y, lo'z, de su(2) engendre un sous groupe de SU(2)
isomorphe a U(1), et d’aprés le lemme 3 la restriction a ce sous groupe de la
chaine de Markov quantique (Jn) est une marche de Bernoulli classique,
correspondant a la marche de Bernoulli (Xn) (resp. Yn,Zn).

Si on applique le lemme 4, avec pour p 1’'état symétrique, on voit que la
restriction de (Jn) au centre de 1’algeébre U définit une chaine de Markov
classique ; en effet, il suffit de vérifier que le générateur Q: € -» &, mais
Q = (Iew)oj et donc Q(T ) = 1/2tr(y(g)) T - Cela implique que

Q(Thtqth—l) = thQ(rq)rh’ et par continuité que Q(thuth-l) = ‘l:hQ(u)'l:h_1
pour tout u dans U. En particulier, si uef, Q(u)e®.

On va voir que la chaine de Markov classique ainsi construite n’est autre
que le processus de spin du §4. D’aprés Dixmier [2], le centre € de
1’algébre U est engendré par les projections orthogonales Ha,, o€l ou A est
1’ensemble des classes d’équivalences des représentations irréductibles de
G, et Il‘r est le projecteur orthogonal dans Lz(G) sur le sous espace des
coefficients matriciels de 1la représentation o. De plus, IIO, est

également 1’opérateur de convolution par doxa' ou d_ et X, sont la

dimension et le caractére de la représentation o. 7
L’'algebre € s’'identifie donc a 1%(A) et d’'aprés le §5, A
s’identifie a N. en associant a chaque représentation sa dimension.
L’algebre M(G) des mesures complexes bornées sur G agissant par convolution
sur L%(G) est une sous algébre de U (cf [2]), et on peut décrire 1’image
par Q d’un élément de M(G):

Lemme S5:

Si peM(G), Q(u) est la mesure 1/211) (g)u(dg)
172

preuve:
Cette formule est vraie pour les pu qui sont des combinaisons linéaires

finies de masses de Dirac, on en déduit le résultat pour des p quelconques.

On voit donc que , Q(Ha,) est 1’opérateur de convolution par o¢/2 X Xq)
172
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(on a identifié la représentation o & sa dimension), or

XD = Xguy Xgy
172
(c’est encore la formule de Clebsch-Gordon), donc

- o o
Q(HG) - 1/2(a+1 Tt o0 o=1)

et la chaine de Markov a bien le noyau de transition du théoreme 1.

Remarque finale: Le fait que les formules de Clebsch-Gordon fournissent les
probabilités de transition du "Bessel 3 discret" avait été remarqué par
Guivarc'h, Keane et Roynette [4]. Le fait que (Sk) apparaisse comme norme
d’un processus de dimension 3 éclaire les résultats de [4], en particulier,
la construction que 1’on vient de faire montre que les "marches aléatoires
sur le dual de SU(2) considérées dans [4] s’obtiennent par restriction au

centre a partir des marches aléatoires quantiques construites au §9.
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