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CONVERGENCE DES SURMARTINGALES - APPLICATION

AUX VRAISEMBLANCES PARTIELLES

François COQUET et Jean JACOD

1 - INTRODUCTION

Cet article est motivé par des questions de statistique: nous nous

proposons de montrer des résultats de convergence pour les processus

de vraisemblance partielle, analogues à ceux obtenus dans [~] pour les

processus de vraisemblance usuels. Cela permet par exemple de redémon-

trer de manière simple divers résultats de normalité asymptotique: cf.

Andersen et Gill [1], Dzhaparidze [~], Hutton et Nelson [5], S~rensen
[~~], et à titre d’application nous retrouverons ceux de Greenuood et

Uefelmeyer [4]. Tout ceci est exposé au paragraphe 4.

Ces résultats de convergence s’obtiennent comme corollaires de ré-

sultats généraux de convergence pour les suites de surmartingales po-
sitives, Ceux-ci s’expriment de manière élégante en termes des "pro-
cessus de Hellinger" qu’on peut associer à toute famille finie de sur-

martingales positives (paragraphe 3).

Enfin, un outil essentiel pour ceci est un théorème de convergence

analogue à la condition nécessaire et suffisante de convergence des

lois indéfiniment divisibles, exprimée en terme de convergence des

drifts, mesures de Lévy et covariances des parties gaussiennes. Nous
consacrons donc le paragraphe 2 à l’étude de la convergence dans une

formule de type "Lévy-Khintchine", mais associée aux transformées de
Mellin: cela nous semble intéressant en soi.

Mous utilisons les notations usuelles de théorie générale: H.X

désigne l’intégrale stochastique du processus prévisible H par rap-

port à la semimartingale ~t, W~~ est le processus intégrale de W

par rapport à la mesure aléatoire ~: cf. [6].

2 - UNE FORMULE DE LEVY-KHINTCHINE : PROPRIETES DE CONVERGENCE

La formule de Lévy-Khintchine donne la transformée de Fourier des

lois indéfiniment divisibles. IciJ nous étudions une formule analogue,

liée aux transformées de Hellin. Cette formule a été introduite dans

[7], et nous rappelons d’abord de quoi il s’agit (avec des notations
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plus naturelles, sans rapport avec les modèles statistiques).

On fixe un entier d, et on note md l’ensemble des matrices dxd

symétriques semi-définies positives.

On désigne par 9 l’ensemble des triplets constitués de

E Rd, J de ’d ~md, et d’une mesure positive F sur

avec F({0})=0 et Soit 9+ l’ensem-
ble des avec ai~0 pour tout i. 

-

Soit B l’ensemble des avec sa fermeture

i est l’ensemble des avec ~~I~4, . Si ~E~ on considère la

fonction ~~: E ~ R+ définie par 
.

2.1 ’1 - 
~ 1 1

A tout triplet (a,c,F)~ on associe la fonction continue ga,c,F:
B -* R par 

’ ’

Z,~ ~~F’~ - E. + cm~2) - ~ + 

1 1 J ) J

et on a si Le lemme 7.9(a) de E73 donne:

2.3 LEMME. La restriction de à une partie dense de B dé-

termine le triplet ta,c,Fl,

Mous allons à présent étudier la convergence des fonctions 

pour des triplets appartenant à ~+, A cet effet, on considère une

fonction de troncation continue Rd -~ Rd fixée une fois

pour toutes : c’est une fonction bornée, telle que h(x)=x pour x

dans un voisinage de OJ et hi(x)=O si est assez grand. A

tout triplet on associe bERdJ par

2.4 bi = al + c~~~ = 

Introduisons également deux classes de fonctions sur 

~ l’~ - ensemble des fonctions continues bornées nulles autour de 0;

~ C2 = ensemble des fonctions continues, telles que f(x) == 

si x -~ 0 et f(x) == ot(x(l si ~x) -~ oo.

On considère enfin des triplets et (a,c,Fl dans 9 +
et on introduit les conditions suivantes (b et c sont associés à

par 2,41;

[B] bn ~ bj

CC] cn ~ cj .
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[Di] Fn(f) ~ F(f) pour toute f~Ci (où i=d,2).

Si h’ est une autre fonction de troncationj les fonctions h’~-h~ et

sont dans C.j de sorte que sous [D1] les conditions CB3
et EC3 ne dépendent pas de la fonction de troncation choisie.

2.5 THEOREME. Soit 
c F ’ 

Soit B’ une

partie dense de B. 
n n n - n ~ ~ " - -

a) Si la suite g~ converge simplement sur B* vers une limite g. ij~
existe un triplet avec 

. g == sur B*.

~~ Soit et II Y s équivalence entre

(i) g-. -~ g simplement sur B’j

(ii) g- -* g simplement sur B~

(iii) On a [B], [C]. [D1],
(iv) On a [B], [C], [D2].

Dans ce cas, on a aussi

2.6 ~Pn~n~ ~ ~n~ ~  ?.

Preuve. Etant donné que sous ED.3 les conditions [B3 et [C3 ne dépen-
dent pas de la fonction de troncation, nous prenons pour h la fonc-

tion hi(x) = où A(y)=y (resp. 2-yj resp. 0) pour -iyd

(resp, ~y2j resp, y~2). Mous procédons en plusieurs étapes.

L’implication est évidente, tandis que 

découle de ce que pour chaque ~~B la fonction

03C803B3(x) = 03C803B3(X) + Y xi - (hi(x))2/2] + 1 2 7 
appartient à C2, et de ce que par un calcul simple on a

~ ~~~ = ~~(~~"/2)-~~ i ~ ~~~’~~~ ~ i 3 j ~~~~F(~).
Etape 2. Montrons que la convergence simple de g vers une limite gj

en restriction à B’j entraine 2.6. Fixons x~B’ avec pour

tout i. Comme on a !~! ~ 2~ ~ ~’~ désigne la norme

euclidienne); on a donc 1  K03C8 (x) pour une constante kj en-

fin d’après E737.d33 il existe une constante K’ telle que

!c {  K’(~~c~~ - y~~c~). Par suite 2.2 implique
ja ! ~ {c~! +  4d~ ~ K ~ 

et 2.6 suit de ce que 
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Etape 3. Montrons que (iii) ~ 2.6. En se rappelant la forme de h, et

si g~1 vérifie 1 i ~ 1} ~ g(x), il vient

> ciin + ) ( i , J

Fn(g) ~ xi~1 Fn(dx).

Comme et on déduit alors 2.6 de [B], [C], 

Etape 4. Montrons que (iv). Soit ka: continue

kat x ) ~ ~ ~a~ ~ ~ x ~ ~~.f a~ . Si pose

jx ja au tx ~1 jxj~~. On a

1  p ( a ) J

et de même pour F. On a donc F(fka) par CD. 3. On

a 2.6 par l’étape 3, et lima~~ 0, donc F(f) : par sui-

te on a [D2]’ d’où (iv) .

Etape 5. Supposons que gn  g simplement sur 3’. Mous allons mon-

trer qu’il existe un triplet tel que g = ga,c,F sur B’

et qu’on ait (iii), ce qui achèvera de prouver le théorème. Hoter

qu’on peut raisonner sur des sous-suites.

On a 2.6 par l’étape 2, donc la suite des mesures restrein-

tes à E‘~,,~û~ est vaguement relativement compacte. Quitte à prendre
une sous-suite, on peut donc supposer qu’elle converge vaguement vers
une mesure positive F sur E’;,~0], qu’on prolonge à E en posant

De plus, pour tout 

~ lim sup ~ J J

d’où f Ftdx)t 
En refaisant le raisonnement de l’étape 4, on déduit de 2.6 et de

ce qui précède qu’on a [D2] (car fka est à support compact dans
si donc a fortiori (D1],

Comme ~~~~C~, il vient alors Donc par ~.7,

~.8 ~ cnl;%2) - 2 ~ 

pour tout ~f étant dense dans $, on en déduit que bi et 
convergent vers des limites respectives bl et . On a donc CB] et
[C], à condition de définir a, c par les formules 2.4.

On a aussi clairement g = sur B’ (comparer 2.8 et 2.7).
Il nous reste donc à montrer que et que 
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Si ka est comme dans l’étape 4, et si , on pose 

= cijn + Fn(hihjk’03B1), et de pour Par [D1], Fn(hihjk03B1) ~
F(hlhjk ), donc CC] implique -~ c1I (a) . Comme on a

aussi donc car .

Enfin bn = an + si 
. k i (x) = Comme ci-dessus, on

voit que lim sup comme bl on en déduit al ~
lim inf al, d’où alO. 0

Dans le théorème 2.5 on n’a pas en général la convergence 

- ~ pour comme le montre l’exemple suivant: prendre d=1,

en’ on a alors les conditions de 2.5 avec a=1, c=0,

F=0, tandis que [~n + 4 - converge vers 

pour 0_~1, mais pas pour ~_~..

Cependant, on a le résultat suivant, dans lequel on utilise les

notations et ci-dessous:

2.9 ki,03C1 - 
f p si k=i 

kij - 1 
f i12 si 

2.10 THEOREME. Soit (anJcnJFn)E9+ et Il y a
équivalence entre les conditions til-tiv) de 4.5 et chacune des condi-

tions suivantes (où gn = > g = 

(v) f gn -~ g simplement sur ~,

tvi) pour ’ 

pour tous i~j et pour un 

(vii) On a [C] et les deux propriétés

an  4a ’

[D’] |x|~~ |x|Fn(dx) ~ 
0 pour tout E>0.

Preuve. (v) =~ (i) est évident, ainsi que (v) =~ (vi).

Pour la suite, on prend hi(x)=i(xi) (cf. preuve de 2.5), et on

note C3 l’ensemble des fonctions f continues telles que 

O(|x|) si 
. 

jx! 1 ~ aa et ftxl = |x| 1 ~ 0. . En particulier, J

les fonctions x ~ kl(x) - sont dans L~.
Supposons maintenant (vii) . CI)’] implique que F(f) 1 = 0

pour toute et comme klEC3 on déduit [B] de [B’] et 2.4. Comme

de plus si ~B, on déduit alors tvl de 2.7. 

Supposons ensuite til, donc.liiil. On a b~ = 0,

et d’où [B’] et l -~ 0, donc S 0.
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découle alors de ce résultat et de [D3~ et on a donc (vit).

Supposons enfin (vi). Posons

~n = .S~,~ ~ ~-P~~l/2~
P~ = 

~~ ~i.p 
- 

8p(l-p)~ "i.1/2 ,
et on définit de même a à partir de g. Par un calcul simple, on a

03B1in = Fn(03C6i) + [1 - 403C1(1-03C1)]ain,

et en particulier o~=0. (vi) implique a~ -~ a~ = Oj et comme p~>0~
a~>0j on en déduit [B’3 et ~n~~ ~ ~’ ~ sait aussi C6j p.5543 que
pour tout . s>0 il existe une constante 

p 
avec  K 

sur {~x i>c}j de sorte que [D’3 découle de ce qui précède.

Par ailleurs, on voit comme dans l’étape 2 de la preuve de 2.5

qu’on a 2.6~ donc comme dans l’étape 4 on voit que F (f) -* 0 pour

toute donc toute d’après CD’3. En particulier F ( )-*0

pour tout ~B, Donc (vi) et 2.7 entraînent

~-~ D~~ ~ ~~’ - ~ E~~~ ~ ~’« = ~~" - E~’~
si ~=~_ ou ~=~~. De plus ~ "* 0 P~~ [B’]+[D’]. En appliquant

à on ~~ -~ en appliquant à 

pour on voit que ?~ -~ . On a donc CC].

On a ainsi prouvé que ce qui achève la démonstration.[]

3 - THEOREMES LIMITE POUR LES SURMARTIHGALES POSITIVES

$3-a. Quelques préliminaires. Dans ce paragraphe, nous allons associer
aux familles finies de surmartingales positives des processus prévisi-
bles du type "processus de Hellinger".

Soit un processus dont les composantes I/ sont des

surmartingales locales vérifiant et 0394Li~-1, sur un espace fil-
tré On note les caractéristiques de L rela-

tivement à une fonction de troncation continue h donnée sur Rd. La

mesure v ne charge que R~x[-i~~. ïl existe des processus prévisi-
bles croissants Ai nuls en O, tels que les Li+Ai soient des mar-

tingales locales (décomposition de Doob-Meyer), et on a

3.1 B~ = -A~ + 

Pour tout ~eB on introduit le processus croissant prévisible:

3.2 k() = 03A3i~di(Ai +Cii/2) - 1 203A3i,j~dijCij + 03C8*03BD
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(voir 2.1 pour 03C8j 03A3iCii - 03A3ijCij est croissant par [7, 7.193).

On associe à L le processus ~~~’~ défini par

3.3 V~ = 

(exponentielle de Doléans): chaque Vi vérifie et est une sur-

martingale locale positive (car donc aussi une surmartingale.
Les k(~) s’interprètent comme les "processus de Hellinger" de la

surmartingale vectorielle Vj via la

3.4 PROPOSITION. Pour tout ~B on a et, si =

~ 
id 

on a

3.5 M(~) := Y(~) + Y()!)_.k(~) est une martingale

Preuve. La première assertion découle de AA~ = Une

simple application de la formule d’Ito, jointe à 3.2 et 3.3j montre

que est une martingale locale, donc est la

décomposition de Doob-Meyer de Y(). Comme Y() est une surmartin-

gale (non locale) d’après Hölder, M() est aussi une martingale. Q

53-b. Les théorèmes généraux. Soit L~=(L~~).~. des processus (cha-

cun sur son espace filtré dont les composantes sont
des surmartingales locales vérifiant L~=0 et AL°~>-1. . On leur

associe et V~(V~)~ par 3.2 et 3.3.

3.6 THEOREME. Soit B* dense dans 3. Supposons que pour tout t~0,

3.7 ~~? 2014~ ~~~t 
où chaque t ~ k()t est une fonction (déterministe) continue de R+
dans R~. Alors:

a) Les sont associés par 3.2 à un unique (en loi) processus

L=(Li)i~d, qui est un PAI (processus à accroissements indépendants)
sans discontinuité fixe, et chaque Li est une surmartingale véri-

f iant M/>-1. .
b) Les processus L~ convergent en loi vers L.

c) Les processus V~ convergent en loi vers ~~~id~ 

3.8 COMMEHTAIRES. Le résultat important pour les applications est la

partie (c)j qui découle aussi du résultat plus général suivant:

Soit V un processus dont les composantes sont des surmartingales
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positives, égales à 1 en 0, et j comme en [7, 2.3]
il existe un processus croissant prévisible k(~) tel que
Y(x) ~ .k(~) soit une martingale, et ce processus est unique sur
l’ensemble aléatoire {Y(x) >o}. Noter que si les V~ ne s’annulent
pas, alors ils se mettent sous la forme 3.3 et on a k(x)=k(x), lors-
que les V~ sont de la forme 3.3, mais peuvent s’annuler, est
une version de k(x), mais il existe d’autres versions, enfin il faut
remarquer que les V~ (s’ils peuvent s’annuler) ne se mettent pas né-
cessairement sous la forme 3.3.

Soit aussi V~ des processus du même type, avec les processus
k (x) associés (on en prend des versions quelconques). Si alors 
si B’ est dense dans B, et si les sont déterministes pour
tous t~D, X63’, on a les deux assertions:

(i) sous

~ -~ vteD, Vx=3’,

les V" convergent en loi vers V, fini-dimensionnellemnt le long de D,
(ii) si en outre D est dense dans R~ et t -~ est continu

pour tout x~B’, 3.9 équivaut à 3.7, et entraine la convergence fonc-
tionnelle en loi de V° vers V.

La preuve de ces deux résultats consiste en modifications mineures
des démonstrations de [8]. La preuve que nous présentons ici (pour un
résultat plus faible) est toutefois notablement plus simple. []

Preuve de 3.6(a). On peut toujours supposer B’ dénombrable. Quitte à
prendre une sous-suite (pour chaque temps t), on peut supposer que
k (x)~((j) -~ k(x)~ pour tout et tout où H, est un en-
semble de mesure nulle (sur le produit Q = p = 

Fixons alors et appliquons 2.5 à a~ = Af, c = C~ et

~ = il existe un triplet unique d’après
2.3, tel que = ~~t 

Si on refait le même raisonnement avec a = c = 

= 1 pour stJ on obtient comme limite la fonction
~~-k(~, associée à Gt-Gs: donc les t ~ A’ sont
croissants, t ~ Ct est croissant pour l’ordre fort de md, et Gt-Gsest une mesure positive. t s

Si on a par hypothèse pour ~eB’, de sorte

qu’une nouvelle application de 2.5 montre que t ~ Gt(f) est continue
pour toute il existe donc une mesure positive ~ sur R xR~
qui ne charge que R~c-d,~, " telle que et

pour tous t, et si ainsi k(,) est
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associé à A,C,03BD par 3.2.

Enfin si on définit B par 3.1, toujours à cause de la continuité

de t -* et de 2.5~ on voit que t -* B. et t -~ C~ sont conti-

nues, et par construction B est à variation finie sur les compacts.
Ainsi est le triple! des caractéristiques (déterministes)
d’un PAI L sans discontinuité fixe. Comme v ne charge que
R+x[-1,~[d on a Enfin comme on a 3.1 et que les Ai sont

croissants, chaque composante L est clairement une surmartingale.

Four terminer, 2.3 implique que les k() (xeB’) déterminent de

manière unique A~ Cj v (par 3.2)~ donc B (par 3.1): donc le PAI L

ci-dessus est la seule semimartingale (en loi) associée aux par

3.2. Q 

Pour la suite, nous rappelons quelques résultats sur la convergen-

ce des semimartingales [63. Posons

n,ijt = Cn,ijt + (hihj)*03BDnt
3.10 n,ijt = n,ijt - 03A3s~t 0394Bn,is 0394Bn,js.
On associe de même 8=ë (qui est continu) au PAI L associé aux

par 3.6(a). Considérons les conditions

En B~ -~ B~ Vt>0.

[Sup-03B2] sups~t[Bns - Bs| 0 Vt>0,

[] Cnt  Ct ~t~0,

[’] nt Ct Vt>0,

C6] -’2014> ~t~0, ~f~’1,
où C. désigne l’ensemble des fonctions continues bornées sur Rd,
nulles autour de 0. Rappelons que implique la conver-

gence en loi de L~ vers L.

3.H LEMME. Sous les hypothèses de 3.6, il y a équivalence entre
(i) 

(ii) 

(iii) on a 3.7 pour tout t>0.

Preuve. Sous E&#x26;Ih les conditions EP3 et [Sup-03B2] ne dépendent pas de la

troncation h choisie (comme avant l’énoncé de 2.5). On choisit donc
h~(x) = comme dans la preuve de 2.5. Par suite si

et on déduit de 3.1 que Bn,i et Bi sont décroissants; comme

de plus t ~ Bit est continu, il est bien connu que [Sup-03B2]. De

plus
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| ~ (-Bn,it) sup 1

et entraine q ue l’ex p ression précédente tend vers 0 en Pn-

probabilité; étant donné 3.10, on a donc l’équivalence (i) 0 (ii).

Par ailleurs, si les quantités as-

sociées par 2.4 sont bn =Bnt et Cn=nt. Etant donné 3.2, on déduit

alors immédiatement l’équivalence (ii) * (iii) ) de 2.S. []

Preuve de 3.6(b,c). Comme [Sup-03B2]+[]+[03B4] entraine la convergence en

loi de Ln vers L, (b) vient de 3.11. Quant à (c), il suffit d’uti-

liser (b) et de combiner les théorèmes 3.2(b) et 4.2 de Jakubowski,

Mémin et Pages [10] (l’extension multidimensionnelle des résultats de

[10] est très facile, selon la méthode de Mémin [12]). []

§3-c. Limite continue gaussienne. Un cas particulier intéressant du

point de vue des applications est celui où le processus limite L est

une. Martingale gaussienne continue. Ses caractéristiques vé-

rifient alors B=O, v-0, et on a simplement

. 

Au vu de 2.10J pour avoir la convergence il suffit de vérifier

3.7 avec B’ remplacé par (cf. 2.9).

3.12 t~ij, ~~i~,l/2, ~i~p~ : J i~j~, J

où p est un nombre fixé dans ]4,1~’2[. On peut aussi obtenir un ré-

sultat de convergence fini-dimensionnelle en temps (peut-être plus
utile que la convergence fonctionnelle). Voici l’énoncé complet:

3.13 THEOREME. Supposans que L soit une martingale gaussienne con-
tinue; soit D~R+, et B’03C1 défini par 3.12.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) on a 3.7 pour tout tED;

(ii) on a  k()t ~t~D, ~~B’03C1;

(iii) l Bt 0, Cnt C ,  0 VtED, 

(iv) 1 on a 0, -L-> C , t  0 ~t~D, ~~>0
b) Les conditions ci-dessus assurent la convergence en loi fini-

dimensionnelle le long de D des processus Ln et Vn, vers L et

V respectivement .

Cl Si de plus D est dense dans R+, , elles entrainent aussi la



292

convergence en loi fonctionnelle.

Preuve. a) Comme dans 3.11, on sait que Bn,i est décroissant; donc

~i~ ~ (-B~i)(-B~~) par 3.~10, et B~ 0 entraine l’é-

quivalence de t ~ Ct et de Ct ~ C.. L’équivalence (i)  (iii) se

montre alors comme la fin de 3.~3 à l’aide de 2.5. Enfin les équiva-
lences (i) ~ (iv) découlent de 2.d0.

b) Comme t -~ ~(~)~ ~st continu croissante (i) avec D dense im-

plique 3.7 pour tout t>0. L’assertion découle alors de 3.6.

c) D’après [6, VIII.2.4], (iii) implique que

3.14 L~ converge vers L en loi fini-dimensionnellement le long de D.

Par ailleurs, on a

Vn,it = Wn,it exp(Ln,it - n,iit/2),
où

Wn,it = [s~t (i + 0394Ln,is)exp(-0394Ln,is)] exp[1 2(hi)2*03BDnt].
D’après 3.14, la seconde propriété dans (iv) et la formule

V~ = exp(L - C~/2)~ pour obtenir la convergence fini-dimensionnelle

de V~ vers V le long de D~ il nous suffit de montrer que:

3.15 U~ -!L~ d Vt=D.

Dans la suite on fixe i. Si soit 

D ’après la troisième propriété (iii) et l’inégalité de Lenglart,

3.16 Pn(Tn~~t) 2014> 0 ~t~D.

Par ailleurs si |xi|~1, donc si on a

Log Wn,it 1 2(hi)2*03BDnt - 03A3s~t[03B1ns - Log(1+03B1ns)]sur [O,Tn~ E. Il existe aussi une constante K telle que pour |y|~1 2,
|Log(1+y) - y + y2/2| ~ K|y|3. Donc

3.d7 !Log U~~ - U°/2!  Kc V o~)~ sur 

~ 

U~ = (h’)~ - ~ s~t (a~)~.
Par définition du compensateur v j U est une martingale locale

etj ses sauts étant bornées~ elle est localement de carré intégrable.
Par C63. U~.U"> = (h~)~x~ - ~ E~({s}x(hh~3~. Comme !h~2.

U",U">  (h’)~x~  ~C"~’ ~ 2~ 
pour tout T)>0. On déduit alors des deux dernières propriétés (iv) que

Un,Un>t 0 si t~D, donc par l’inégalité de Lenglart :
3.18 sups~t|0ns| 0 ~t~D.
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Enfin, le compensateur de est majoré par donc

une dernière application de l’inégalité de Lenglart donne

3.19 lima~~ lim sup a) = 0 ~t~D.

Il est alors immédiat de déduire 3.15 de 3.16J 3.17, 3.18 et 3.19J et

le résultat est démontré. []

4 - APPLICATIONS AUX VRAISEMBLANCES PARTIELLES

~4-a. Rappels sur la convergence des vraisemblances. Pour chaque n

entier, soit un modèle statistique filtré 

l’espace des paramètres e est quelconque, mais indépendant de n.

Pour simplifier, on suppose que toutes les probabilités Pn03B8 (03B8~03B8)
coïncident sur Fn0. On note le processus de vraisemblance de

Pn03B6 par rapport à Pn03B8: c’est une Pn03B8-surmartingale positive, Zn,03B6/03B8O =1.
Notons 03B1 l’ensemble des applications 03B1: 03B8 ~ R à support fini,

avec Fa - 1. Si 1 est une partie finie de 03B8 avec 03B8~I, notons

03B1(03B8,I) l’ensemble des 03B1~03B1 à support dans I, vérifiant ,

Rappelons alors les résultats de convergence obtenus dans [~3. On

désigne par une version du processus de Hellinger d’ordre a~CL

pour l’expérience On se donne aussi une expérience "limite" ~ _
avec les processus de vraisemblance et vé~

rifiant sur F4 pour tous et: :

4.1 Hypothése H1: Il existe des versions hta) des processus de

Hellinger de e qui sont déterministes, continues en temps. ~

Les théorèmes 3.~ et 4.1 de [83 peuvent alors s’énoncer ainsi,

compte tenu des hypothèses faites ici (on reconnaîtra les résultats du

commentaire 3.8, en écrivant 1 = {03B80,03B81,...,03B8d} avec eH=8, et

2 
~ 

! 
J de sorte que où ~E$ est défini par

, 8,~1 = a 1 pour 

4.2 THEOREME. Supposons Hi, et soit I une partie finie de 03B8, et
eeIJ et D une partie de R+.

a) Si Pn03B8-probabilité pour tous t~D,

les processus (sous P~) convergent en loi,
fini-dimensionnellement le long de - D, vers (sous °

b) 1 Si en Pn03B8-probabilité pour tous t~D, 03B1~03B1(03B8,I),
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et si D est dense dans ~+, les processus (sous P~l
convergent fonctionnellement vers (sous P$).

.t~4 b- Les vraisemblances partielles. Pour chaque n on se donne aussi
d

un processus Xn (à valeurs qui est une semimartingale

pour chaque P:. Dans [9] nous avons défini pour tous e,~:

4l Un intervalle "maximal" 03A3n,03B6/03B8 de la forme pour des

d’arrêt Sp convenables (c’est l’intervalle E2 de [9]). 
-

2) ) Une surmartingale locale sur (i.e.. le processus

arrêté en chaque S ci-dessus est une surmartingale locale). nulle

en 0 et vérifiant -4 et dépendent de

manière essentielle des caractéristiques de XD sous P~ et P~).
3) Finalement, le processus ~n’~~$ - qui est défini aus-

si sur et est une surmartingale locale positive sur cet in-

tervalle: il est appelé processus de vraisemblance partielle de Pn03B6
par rapport à P8, relativement à Xn, .

Rappelons aussi que En’$~~=~~, J 

Soit 1 une partie finie de 0 et 03B8~I. Posons

4.3 03A3n,03B8,I = ~03B6~I 03A3n,03B6/03B8 .

Si peut écrire 1 = et on note Ln = 
n~i 

le processus d-dimensionnel de composantes L ~ = L ~ 
: c’est un

processus du type de ceux étudiée au ~3, sauf qu’il n’est défini que

sur l’intervalle . Pour tout aEQ de support dans I, on appel-

le processus de Hellinger partiel d’ordre a, relativement à ~8,1y,

le p rocessus = associé à Ln par 3.2, sur 

avec i=03B103B8i pour (cf. [8], formule 7.9).

Si les véritables vraisemblances égalent les vraisemblances parti-

elles, est une version de hn(o)1

Voici maintenant le théorème limite qui constitue l’un des résul-

tats motivant cet article; pour simplifier l’énoncé nous posons (de

manière arbitraire) Zn’~~~ - 0 si et si

. 

t 
’

4.4 THEOREME. Supposons H1, et soit I une partie finie de 0! et

SEI. Suppasons qu’on ait les deux proprétés suivantes:

4.,5 --~ ~ pour tout t~~.
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4.6 hn(03B1,03B8,I)t ~ h(03B1)t en Pn03B8-probabilité, ~t~0, ~03B1~03B1(03B8,I).

Alors, les processus (Zn,03B6/03B8 03B6~I sous Pn03B8 convergent en loi vers

(Z03B6/03B8)03B6~I sous P03B8.
Preuve. Il suffit de montrer les résultats sur tout intervalle fini,
donc on fixe tO. On peut écrire pour des

temps d’arrêt S(nJP) croissant en p, donc par 4.5 il existe pn~N
avec 0. Il suffit donc de regarder la limite des Vn

où ))J et le résultat découle de 3.6. ~

4.7 REMARQUE. Mous avons énoncé ce théorème ainsi par souci de sim-

plicité. En utilisant toute la force de 3.~, si on a 4.5 et 4.6 avec

des fonctions déterministes continues h(al on montre qu’il existe
nécessairement une expérience ~ vérifiant H1J avec les h(al pour

processus de Hellinger. Q

4.8 REMARQUE. Il existe aussi une version de 4.4 dans laquelle les

processus limite Z~’~~ sont remplacés par des vraisemblances partiel-
les à condition de supposer que les ensembles E~ associés par
4.3 sont déterministes, et de rempacer 4.4 par 1 .(t).
Cela ne semble pas d’un grand intérêt ... [] 

u y9

4.9 REMARQUE. On peut définir des processus de Hellinger partiels
"non canoniques" par la propriété 3.5 sur pour Vn remplacé
par grâce au résultat énoncé (mais non démontré) dans

3.8, le théorème 4.4 reste alors valide (ainsi qu’un résultat de con-
vergence fini-dimensionnelle en temps). Cela dit, dans les applica-
tions ce sont les processus de Hellinger partiels "canoniques" qui
s’expriment simplement en fonction des caractéristiques des Xn (cf.

7.7)J donc seul l’énoncé ci-dessus de 4.4 semble avoir un réel
intérêt. 0

§4-c. Normalité asymptotique. Un cas particulier important est celui
où le modèle limite e est gaussien: on entend par là que les Z~l$
sont continus (en temps)J ne s’annulent pas, et que leurs logarithmes
sont des processus gaussiens. D’après [7~, cela revient à dire qu’on
a Hi avec des fonctions h(a) à valeurs finies et vérifiant

4,14 

où est caractérisé par ses coordonnées a~ - a~ - 
Toujours d’après [;7;h il existe alors une fonction 
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- ~ qui est continue en t, nulle pour t=0, telle que 

soit de type positif sur 0 2 si s~t, et telle que 
** s

~4.11 + att~,~) - 
De plus, égale la covariance de Log et Log Z~ ~ sous
n’importe quelle mesure P, , et pour n’importe quel ~.

Inversement, si on se donne « comme ci-dessus, il existe un mo-

dèle filtré 6 admettant les processus de Hellinger h(al donnés par
4.10 et 4.11, et ce modèle est gaussien au sens ci-dessus.

Pour simplifier, on notera et pour pE]O,1[J
les processus h (a) et pour 03B1~03B1 donné par a’=p et

ainsi hta~ ) - H~~t1/~) dans 4.10.

On déduit alors immédiatement de 3.13 le

4.12 THEOREME. Soit les hypothèses ci-dessus concernant les htal,

Soit 1 une partie finie de C, 9~ü et DcR+.
a) Si on a

4.13 --~ 1 

4.14 --~ en 

4.15 ~ H03B803B6(03C1)t en Pn03B8-probabillté, ~t~D, ~03B6~I

pour un les processus sous P~ convergent

en loi 3 fini-dimensiannellement le long de D, vers 

b) Si de plus D est dense dans IR+, il y a même convergence

fonctionnelle, en loi.

4.16 REMARQUE. Si D n’est pas dense, il n’y a pas de raison de

supposer les h(o)t définis a priori pour tout Si par exemple

il suffit de considérer les définis par 4.10 à l’aide

des hta$~11: on peut alors se donner et considérer tF~
pour avoir un modèle e filtré. []

Le résultat 4.12(a) est apparenté à la normalité asymptotique lo-

cale (modèles "LAH") de LeCam et Hajek. Plus précisément, supposons

que D=~5~, et donc dans 4.14, > d’après 4.16. Supposons égale-

ment que e soit un espace vectoriel, et que l’application o1 soit

bilinéairej elle définit alors un produit scalaire sur 8J et la semi-

norme correspondante est notée lIeli. 4.10 et 4.11 s’écrivent alors

pour t=1:

4.17 h(03B1)1 = 1 4 ~03B8-03B6~2.
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Si de plus 0 est séparable pour un résultat de LeCam p.

176] permet de déduire de 4.12(a) le

4.18 THEOREME. Sous les hypothèses précédentes, si on a 4.13, 4.14

et 4.15 pour 6=0 et toute partie finie I de ~~ contenant

0, il existe des processus linéaires sur avec;

(il 
~ Un est asymptotiquement normale centrée de variance 

sous Pgj
(ii) pour chaque Log Zn,03B6/01 - Un + tend en 

bilité vers 4,

~4-d. Un exemple. Ici nous allons retrouver des résultats de normalité

asymptotiques, dûs à Greenvood et Uefelmeyer [3~, [4], à l’aide du

théorème 4.12 (ou 4.18). Le cadre est celui des processus ponctuels,
mais des résultats analogues s’obtiendraient facilement dans le cas où

on observe des semimartingales quelconques.

Pour chaque n, on observe un processus ponctuel multivarié n à

valeurs dans un espace En (dans [3,4~ il s’agit de la superposition
de n processus ponctuels simples sans sauts communs), dont le com-

pensateur vn s’écrit sous P~;
4.~9 ds Fn(dx)
pour une mesure positive finie Fn sur En’ j et une fonction prévisi-
ble positive yn~ On suppose que 0 est un espace vectoriel, et qu’il
existe des fonctions prévisibles telles que les 03B8 ~ Dn t
soient linéaires, et qu’on ait les convergences suivantes en P-proba-
bilité, si n~~;

4.20 [0,1]xEn[yn03B8/yn0 yn0 ds Fn(dx) ~ 0,

4.21 

[0,1]xEnyn03B8 1{y n0=0} ds Fn(dx) ~ 
0,

4.22 [0,1xEn (Dn03B8/cn)2 1{|D n03B8/cn|~~} yn0 ds Fn(dx) ~ 0 ~~>0,
4.~3 y~ ds F n (dx) -~ utal,

où cn est une suite de réels positifs (qui dans les applications
tendent vers et u une fonction: 4 -+ R+.

Comme D~ est linéaire, on déduit aisément que u(9)

est une semi-norme sur 0, associée à un produit scalaire que nous no-
tons On a alors le résultat suivant, dû à Greenwood et

Uefelmeyer [4], et qui contient aussi le résultat de convergence de
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[3]: c
i-

dessous, Zn,03B8/0 dés
igne le processus de vraisemblance par-

C3); ci-dessous, désigne le processus de vraisemblance par-

tielle associé â ~n, et le modèle limite est celui associé aux htal

définis par 4.’10 et ~.~’1 avec icf , 4.’!bl .

4.24 THEOREME, Sous les hypothèses précédentes, on a les conclusions

du théorème 4.18.

Preuve. Soit la fonction 03C603C1 tx,yl - gx + t1-gly - x03C1y1-03C1 sur R2+,
gour D’après [g, 7.8] et 4,19, les processus de Hellinger

partiels s’écrivent

4.25 Hn,03B803B6(03C1)1 = 
[0,1]xEn 03C603C1(yn03B8,yn03B6) 

ds Fn(dx),

tandis que 03A3n,0,I = IR+ pour toute partie finie I; on a donc 4.13.

On note et repectivement, les intégrales sur

~y~>4~ et sur ~y~=~~ dans 4.25. Comme x+y, on déduit de

4.24 que 4 en Pn0-probabilité.
Il reste donc à montrer 4.14 et 4,~5, avec au lieu de

Hn,03B803B6(03C1)1. Pour 4.14, on remarque que

n,03B803B6(1 2)1 = 1 2 [0,1]xEn [ yn03B8/yn0 - yn03B6/yn0]2 yn0 ds Fn (dx).

Etant donnés 4.20, 4.23 et la linéarité D$, on vérifie aisé-

ment que la quantité ci-dessus tend en Pn0-probabilité vers u(03B8-03B6)/8
- ;l8-~[~2f’8, qui vaut par ~.Z7.

Pour ~.s5, on remarque que

n,O03B8(03C1)1 = [0,1]xEn 
03C603C1(1,yn03B8/yn0) yn0 ds Fn(dx),

et que jm tZ,xl - 4pt1=pl~ ~~2 t~,x)I, _ 112Ce + 1 ~i !_
pour tout et pour une constante K = K~. Dn a alors

4,26 

~ K
[0,1]xEn(yn03B8/yn0 - 1)2[~ + 1 

{ | yn03B8/yn0 - 1 |~~ }]yn0 ds Fn(dx).
Hais on a u21{|u|~~} ~ 4(u-v)2 + 2v21{|v|~~/2} pour tous u,v,~. En

appliquant ceci à u = yn03B8/yn0 - 1 et à v = Dn03B8/2cn, on voit que le

premier membre de ~.2â est majoré par

K(2~+4) [0,1]xEn(yn03B8/yn0 - 1 - Dn03B8/2cn)2 yn0 ds Fn(dx)

+ K~ 2 [0,1]xEn (Dn03B8/cn)2 yn0 ds Fn(dx)

+ K 2 [0,1]xEn(Dn03B8/cn)2 1{|D n03B8/cn|>~} yn0 ds Fn(dx)
pour tout on déduit alors de 4.2t~, 4,22 et 4.23 que le premier
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membre de 4.26 tend vers 0 en Pn0-probabilité; étant donné 4.14, cela

entraine ~,~5, et la preuve est terminée. []
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