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COHVERGENCE DES SURMARTINGALES - APPLICATION

AUX VRAISEMBLANCES FARTIELLES

Frangois COQUET et Jean JACOD

4 - INTRODUCTION

Cet article est motivé par des questions de statistique: nous nous
propesons de montrer des résultats de convergence pour les processus
de vraisemblance partielle, analogues & ceux obtenus dans [8] pour les
processus de vraisemblance usuels. Cela permet par exemple de redémon-
trer de maniére simple divers résultats de normalité asymptotique: cf.
Andersen et Gill [1], Dzhaparidze (2], Hutton et Nelson [5], Sgrensen

[13]), et & titre d'application nous retrouverons ceux de Greenwood et
Wefelmeyer [4]. Tout ceci est exposé au paragraphe 4.

Ces résultats de convergence s’obtiennent comme corollaires de ré-
sultats généraux de convergence pour les suites de surmartingales po-
sitives. Ceux-ci s'expriment de maniére élégante en termes des "pro-
cessus de Hellinger" qu’'on peut associer & toute famille finie de sur-
martingales positives (paragraphe 31}.

Enfin, un outil essentiel pour ceci est un théoréme de convergence
analogue & la condition nécessaire et suffisante de convergence des
lois indéfinimwent divisibles, exprimée en terme de convergence des
drifts, mesures de Lévy et covariances des parties paussiennes. Nous
consacrons donc le paragraphe 2 4 1’étude de la convergence dans une
formule de type "Lévy-Khintchine"”, mais associée aux transformées de

Mellin: cela nous semble intéressant en soi.

Nous utilisons les notations usuelles de théorie générale: HeX
désigne 1'intégrale stochastique du processus prévisible H par rap-
port 4 la semimartingale X, Wxy est le processus intégrale de W
par rapport & la mesure aléatoire p: cf. [6].

2 — UNE FORMULE DE LEVY-KHINTCHINE: PROPRIETES DE CONVERGENCE

La formule de Lévy-Khintchine donne la transformée de Fourier des
lois indéfiniment divisibles. Ici, nous étudions une formule analogue,
liée aux transformées de Hellin. Cette formule a été introduite dans
[7); et nous rappelons d’'abord de quoi il s’agit (avec des notations
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plus naturelles, sans rapport avec les modéles statistiques).

On fixe un entier d, et on note md 1'ensemble des matrices dxd
symétriques semi-définies positives.

On désigne par 9 1'ensemble des triplets (a,c,F) constitués de
ol d i) ' -
a=(a )isd € R, de c=(c )i,jgd Emd, et d'une mesure positive F sur

E=[—1,w[d avec F({0})=0 et !(lxlA!le)F(dx) < ». Soit 9, 1’ensem-
ble des (a,;c,;F)eQ avec al20 pour tout i. N
Soit 3B 1’ensemble des u=(ul)i$dER? avec le<15 sa fermeture

B est 1'ensemble des UERf avec 28151- Si ¥€B on considére la

fonction vy E -+ R, définie par
.. . i
- i i _ iy
2.1 vy lx) Xi“ x! o+ 1 ﬂi(1+x )
A tout triplet (a,c,F)EQ on associe la fonction continue a,c,F'

&

-+ R par
- i, 1 ii, 1 i i 1)
2.2 g, . pl¥) Zi ¥'(at 4 ctly2) - 5 Xi j s'glct) + Flyp,
3

et on a ga,c,on si f(a,c,F)EQ, . Le lemme 7.9(a) de [7] donne:

2.3 LEMME. La restriction de g, c,F 3 une partie dense de B dé-
3
termine le triplet (a,c,F).

Nous allons & présent étudier la convergence des fonctions a,c,F

pour des triplets appartenant a 9,. A cet effet, on considére une
fonction de troncation continue h=(h1)i<d: RY 5 RY fixée une fois
pour toutes: c'est une fonctiog bornée, tellg que h(x)=x pour x
dans un voisinage de O, et h'(x)=0 si lxll est assez grand. A

tout triplet ta,c,FleQ, on associe bERd, Eemd par
2.4 bl = al 4+ [Flanai-ntoon, ¢ =My fraaontoont (.

Introduisons également deux classes de fonctions sur E=[—1,w[d:

+ €, = ensemble des fonctions continues bornées nulles autour de O;
. 02 = ensemble des fonctions continues, telles que f(x) = o(lxiz)
si x - 0 et f(x) = o(|x}) si x| = w.

On considére enfin des triplets ta ,c ,F ) et (a,c,F) dans @
et on introduit les conditions suivantes (b, et gn sont associés i
(an,cn,Fn) par 2.4):

+

(B} b, - b;

{cl 'c“n -+ ¢



284

[Di] Fn(f) - F(f) pour toute fEGi (ou i=1,2).

Si_ h’ est une autre fonction de troncation, les fonctions h''-n! et
h''h')-nln) sont dans 01, de sorte que sous [DQ] les conditions [B]
et [C] ne dépendent pas de la fonction de troncation choisie.

2.5 THEOREME. Soit (a ,c .F €9’ et g =g,
partie dense de B.

n’cn’Fn Soit B une

a) 8i la suite g, converge simplement sur B’ vers une limite g, il
existe un triplet (a,c,F)eq, avec g =g sur B’.
—_— : a]c’F —

b) Soit (a,c,Fleq, et £=8. ¢, F" Il v a équivalence entre

(i) g, € simplement sur B’,

(ii) g, * € simplement sur 3B,

(iii) On a [BI, [CI, [D,),
(iv) On a [B), [C), [D,).

Dans ce cas, on a aussi

2.6 sup (la | + e | + [F a0 xiAIxD) < w.

Preuve. Etant donné que sous [01] les conditions [B] et [C] ne dépen-
dent pas de 1la fogction de troncation, nous prenons pour h la fonc-
tion hl(x) = 2(x!), oi &(y)=y (resp. 2-y, resp. O) pour -1<y<1
(resp. 1<4y<2, resp. y22). Nous procédons en plusieurs étapes.

Etape 1. L’implication (ii)=(i) est évidente, tandis que (iv)=a3(ii)
découle de ce que pour chaque ¥€EB 1la fonction
T = v s T tnntoo - xb - atan?2r « 3T dtenteon oo
i i)
appartient a 02, et de ce que par un calcul simple on a

_ i1 ~ii _ 1 i, jn~ij ~
2.7 £a,c,p8) = Lyt 42 - 5T e 4R
1 1,)
Etape 2. Montrons que la convergence simple de g, vers une limite g,
en restridion & B', entraine 2.6. Fixons ¥€EB' avec $121/2d pour

tout i. Comme 3;20 ona |[a | < 2d2 Z ula; (}. désigne la norme

euclidienne); on a donc |x]2A|x| £ wa(x) pour une constante k; en-
fin d'aprés [7,7.19) il existe une constante K' telle que

, i ii _ i) 1 . . .
|cn| £ K (Zu ch 23 ¥ Ch ). Par suite 2.2 implique

2

2 '
!anl + ]cn{ + ‘Fn(dx)((xlAlxl ) £ (4d® + K + K )gn(t)s

et 2.6 suit de ce que gn(x) - g(y¥).
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Etape 3. Montrons que (iii) 3 2.46. En se rappelant la forme de h, et

si  gee, verifie 1 < gl(x), il vient
{x"21}
i i i ~id ii i,2
b 2 a_ 4+ x°F_(dx) c 2 c + : (x*)®F (dx)
n n IKIZZ n ! n n ’|*1|$1 n !
F (g) 2 F_(dx).
n ’x121 n

Comme a;20 et c;‘zo, on déduit alors 2.6 de [B], {[C], [D1].
Etape 4. Montrons que (iii) 3 (iv). Seit L rd S [0:1] continue

avec 1{05311$1/a} < kq(x) < 4{“/2$|Xi$2/0}' Si feez on pose

2
pla) = sup, . Ix|<a ou |x|21/a [f(x) | /Cix|AlIx{®). On a

z
[F () - F (fk )| € pla) jrn(dx)(|x| Alx|),

et de méme pour F. On a fkqeei, donc Fn(fkq’ - F(fku) par [01]. On
a 2.6 par 1'étape 3, et 1ima¢0 pla) = 0, donc Fn(f) + F(f): par sui-
te on a [Dzj, d'ou (iv).

Etape 5. Supposons que - 4 simplement sur B’. Nous allons mon-
trer qu’il existe un triplet (a,c,FJEQ, tel que g = €a,c,F SUr B’
et qu’on ait (iii), ce qui achévera de prouver le théoréme. Noter
qu’'en peut raisonner sur des sous-suites.

On a 2.6 par 1’étape 2, donc la suite des mesures (Fn), restrein-
tes & E\{0} est vaguement relativement compacte. Quitte i prendre
une sous-suite, on peut donc supposer qu’elle converge vaguement vers
une mesure positive F sur E\{0), qu’on prolonge 4 E en posant
F({0})=0. De plus, pour tout o€l)0,1[,

f Feax) (x| 2A1x() € lim sup, | Ftdx) (e 2Arx ),
of|x|<1/a o ix|{<1/a

d'oii [Frdx)((x|Alx1%)<w.

En refaisant le raisonnement de 1’étape 4, on déduit de 2.6 et de
ce qui précéde qu'on a [D,] (car fka est 3 support compact dans
E~{0} si fec,), donc a fortiori [D,J.

Comme wyeez, il vient alers Fn(ﬁs) ) F(ﬁx). Donc par 2.7,
¥lelct) — g(¥) - F(3)

iy n s .

pour tout ¥€B'. B' étant dense dans B, on en déduit que b; et g;"

convergent vers des limites respectives b! et ¢*). on a donc [B] et

[C], & condition de définir a, ¢ par les formules 2.4.

2.8 L8ty + &2y - 17
1

On a aussi clairement g = €5,c,F SUr B' (comparer 2.8 et 2.7).
I1 nous reste donc i montrer que cemd et que alo.
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8i k, est comme dans 1'étape 4, et si Kk =1-k ., on pose c;j(a)

= c;’ + Fn(hlh’k&), et de m€me pour ¢ (a). Par (0,3, Fn(h‘hjka) -
F(hlh’kal, donc [C] implique c;’(q) + ¢ (o). Comme cn(u)emd on a

. : ij - ij
aussi c(u)Emd, donc cemd car ll"a&O ¢V (a)=c™7’,

Enfin b; = a; + Fn(kl) si k¥x) = x*-2(x'). Comme ci-dessus, on
voit que g(kl) <

lim sup, Fn(kl); comme b; + b’ on en déduit al 2
lim inf a;, d'oi a'20.

Dans le théoréme 2.5 on n'a pas en général la convergence g,(8)
-+ g(¥) pour ¥EB\B, comme le montre 1'exemple suivant: prendre d=1,
an=cn=0, Fo = % €, on a alors les conditions de 2.5 avec a=1, c=0,
F=0, tandis que gn(v) = [¥n + 1 - (1+n)¥]/n converge vers gl{¥) = ¥

pour 0%£¥<41, mais pas pour ¥=1.

Cependant, on a le résultat suivant, dans lequel on utilise les

notations UinEB et sijei ci-dessous:

X { ) si k=i X { 1/2 si  k=i,j
2.9 % =
1P o =i kei, 0 si k#i, k#j.

2.40 THEOREME. Seit (an,cn,Fn)EQ+ et (a,c,F)=(O,c,O)EQ+. Il y a
équivalence entre les conditions (i)-(iv) de 4.5 et chacune des condi-

tions suivantes (ou - gan’cn’Fn, g = go,c,o):

(v) g, +g simplement sur B,

(vi) gn(¥) - gl¥) pour ¥=¥;;, ¥=¥; 4,50 ¥7¥; o0 ¥7¥; 4o
pour tous i#j et pour un p€J0O.,1/2[,

{vii) On a [C) et les deux propriétés

[8'] a, -0,

[D’) ’ |x[Fn(dx) -0 pour tout e>0.
Ix|2e

Preuve. (v) =2 (i) est évident, ainsi que (v) 3 (vi).

Pour la suite, on prend hi(x)=ﬂ(xi) (cf. preuve de 2.5), et on
note 03 1'ensemble des fonctions fz continues telles que f(x) =
0Cix|) si |[x| » o et fix) = olfx] ) 8i |x| » 0. En particulier,
les fonctions x - kl(x) = x'-2(x!) sont dans 03.

Supposons maintenant (vii). [D’] implique que Fn(f) -+ F(f) = 0
pour toute fecx, et comme k1603 on déduit [B] de [B'] et 2.4. Comme
de plus 3‘603 si ¥€EB, on déduit alors (v) de 2.7.

Supposons ensuite (i), donc (iii). On a h; = a;

+ Fn(kl) -+ b = 0,
et a;ZO, k>0, d'od [B’] et F;(k ) » 0, donc ]

ixan(dx) -+ 0.
ix|22d
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[D’) découle alors de ce résultat et de [D1], et on a donc (vii).

Supposons enfin (vi). Posons

i_
% = _gn(vi,p
1
® = v +y p
¥i,0  ¥ia-p 1/2
1

et on définit de mé€me « a partir de g. Par un calcul simple, on a

) + gn“i,i—p) - 89‘1“9’3n“i,1/2”

- Bp(i-p)mx_
i

3

ol = Foteh) 41 - 49(1-p)]a _
et en particulier ai=0. (vi) implique a; 4+ 0 =0, et comme ¢‘zo,
a;zo, on en déduit [B'] et Fn(Ql) -+ 0. On sait aussi [4, p.554] que
pour tout >0 il existe une constante Ke’p avec |x11 < Ke’pol(x)
sur {]x’ize}, de sorte que [D'] découle de ce qui préceéde.

i
o
i

Par ailleurs, on voit comme dans 1’'étape 2 de la preuve de 2.5
qu'on a3 2.6, donc comme dans 1'étape 4 on voit que Fn(f) -+ 0 pour
toute fec,, donc toute f‘EC‘3 d’aprés [D’). En particulier Fn($¥)40

pour tout ¥€B. Donc (vi) et 2.7 entrainent
i1 ~id _1 i jnij _ 1 i di _ i,j . ij
2.11 Js'o, + € t/2) - 2 TeleIEl) — g (9) = Z¥'c Ys'¥lct?s
si L 1} o O ¥=xij. De plus b; - 0 par [B’]+[D’]). En appliquant
3
2.41 a ¥-¥i’1/2 on voit que ?;1 » ¢!y en appliquant 2.11 & "”ij

~n

pour i#j, on voit que cli + ¢!, on a donc [C].

On a ainsi prouvé que (vi)a(vii), ce qui achéve la démonstration.[]

3 - THEOREMES LIMITE POUR LES SURMARTINGALES POSITIVES

§3-a. Quelques préliminaires. Dans ce paragraphe, nous allons associer
aux familles finies de surmartingales positives des processus prévisi-

bles du type “processus de Hellinger".

Soit L=(Li)i<d un processus dqnt les composantes Li sont des
surmartingales locales vérifiant L6=0 et AL'>-1, sur un espace fil-
tré (Q,F,(F
tivement & une fonction de troncation continue h donnée sur RY. La

t),F). On note (B,C,v) les caractéristiques de L rela-

mesure Vv ne charge que R+XI—1,w[d. I1 existe des processus prévisi-
bles croissants A nuls en 0, tels que les L'+A! soient des mar-—
tingales locales (décomposition de Doob-Meyer), et on a

3.1 B = -A' + (h'(x)-xtixv.

Pour tout ¥€B on introduit le processus croissant prévisible:

staat + ¢tz - 27 giicty o+ oy xv
d ¥

3.2 k() = X 2L

ig
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(voir 2.1 pour y,; Zuicii - Zsisjcij est croissant par [7, 7.19]).
On associe 3 L 1le processus V=(Vi)iSd défini par
3.3 vi = el
(exponentielle de Doléans): chaque 'Vi vérifie Vé=1 et est une sur-
martingale locale positive (car AL*20), donc aussi une surmartingale.

Les k{y) s'interprétent comme les “"processus de Hellinger” de la
surmartingale vectorielle V, via la

3.4 PROPQSITIOH. Pour tout ¥€B on a Ak(¥)<1 et, si Y(¥) =
PR §
ﬂ (Vl)s y on_a

idd
3.5 M(g) := Y(¥) + Y(¥)_ek(¥) est une martingale
Preuve. La premiére assertion découle de AA: = —lev({t}xdx). Une

simple application de 1a formule d'Ito, jointe a3 3.2 et 3.3, montre
que M(¥) est une martingale locale, donc M(¥)-Y(¥) sk(¥) est la
décomposition de Doob-Meyer de Y(¥). Comme Y(¥) est une surmartin-
gale (non locale) d'aprés Holder, M(¥) est aussi une martingale. [)

§3-b. Les théorémes généraux. Soit Ln=(L"’1)i<d des processus (cha-
cun sur son espace filtré (Q“,?n,(T:),P"}), dont les composantes sont
des surmartingales locales Yérifiant L8’1=0 et AL™'!>-1. On leur
associe k™(y) et v"=(v"”)i<d par 3.2 et 3.3.

3.6 THEOREME. Soit B' dense dans B. Supposons que pour tout ¢20,

n
3.7 ko ? s ko, VEEB' ,

oi chaque t - k(s)t est une fonction (déterministe) continue de R

+
dans R+. Alors:

a) Les k(¥) sont associés par 3.2 3 un unique (en loi) processus
L=(L1)i<d, qui est un PAI (processus é accroissements indépendants)
sans discontinuité fixe, et chagque L' est une surmartingale véri-

fiant AL2>-1.

b) Les processus L? convergent en leoi vers L.

c) Les processus v?  convergent en loi vers V=(V1)i<d, o v =
i L£d’ —
E(L™).

3.8 COMMENTAIRES. Le résultat important pour les applications est la
partie (c), qui découle aussi du résultat plus général suivant:

Spit V un processus dont les composantes sont des surmartingales
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positives, égales @ 41 en O, et Y(y) = H(Vi)xls comme en [7, 2.3)
il existe un processus croissant prévisible k(¥) tel que

Y(¥) + Y(¥)_ok(¥) soit une martingale, et ce processus est unique sur
1'ensemble aléatoire {Y(y¥)_>0}. Noter que si les V! ne s’annulent
pas, alors'ils se mettent sous la forme 3.3 et on a kK(¥)=k(¥); lors-
que les vl sont de la forme 3.3, mais peuvent s'annuler; k(¥) est
une version de F(x)! mais il existe d’autres versions; enfin il faut
remarquer que les V' (s'ils peuvent s’'annuler) ne se mettent pas né-
cessairement sous la forme 3.3.

Soit aussi V! des processus du m€me type, avec les processus
k™(¥) associés (on en prend des versions quelconques). Si alors DcR,
si B' est dense dans B, et si les k(x)t sont déterministes pour
tous teD, ¥€B', on a les deux assertions:

(i) sous
n
3.9 e-xyn, £, E(-k(¥)),, VteD, vyeB',
les v convergent en loi vers V, fini-dimensionnellemnt le long de D;

(ii) s{ en outre D est dense dans R, et t - k(&)t est continu
pour tout ¥€EB', 3.9 équivaut i 3.7, et entraine la convergence fonc-
tionnelle en loi de V" vers V.

La preuve de ces deux résultats consiste en modifications mineures
des démonstrations de [8]. La preuve que nous présentons ici (pour un
résultat plus faible) est toutefois notablement plus simple. 0

Freuve de 3.46(a). On peut toujours supposer B' dénombrable. Quitte 3
prendre une sous-suite (pour chaque temps t), on peut supposer que
k"(u)t(m) - k(u)t pour tout ¥€B' et tout mgut, ou Ht est un en-
semble de mesure nulle (sur le produit @ ﬂﬂn, P = o™y,

Fixons alors w¢Ht, et appliquons 2.5 i a, = AR, €y = C? et

Fn = vh[o,tIx.0: i1 existe un triplet (At,ct,Gt)EQ+, unique d’'aprés

2.3, tel que gAt’Ct’Gt(u’ = k(zs)t pour tout ¥€B’.

Si on refait le méme raisonnement avec a, = A?—A:, €h = C?—C:,
F (dx) = vn(]s,t]xdx) pour s<t, on obtient comme limite 1a fonction
k(x)t—k(x)s, associée 3 At-As’ Ct—Cs, Gt"Gs: donc les t - A: sont
croissants, t - Ct est croissant pour 1’'ordre fort de md, et Gt—Gs
est une mesure positive.

Si t,ot, ona k(u)t - k(x)t par hypothése pour ¥EB’, de sorte
n

qu’une nouvelle application de 2.5 montre que t - Gt(f) est continue
pour toute feei: il existe donc une mesure positive v sur R+XRd
qui ne charge que R+x[-1,w[d, telle que ([xlA[x]z)*vt<m et

v({t}de)=0 pour tous t, et fXVt=Gt(f) si f6015 ainsi k(s)t est
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associé 3 A,C,v par 3.2.

Y

Enfin si on définit B par 3.1, toujours 3 cause de 1a continuité
de t -~ k(x)t et de 2.5, on voit que t - Bt et t - Ct sont conti-
nues, et par construction B est & variation finie sur les compacts.
Ainsi (B,C,v) est le triplet des caractéristiques (déterministes)
d’un PAI L sans digcontinuité fixe. Comme v ne charge que
R‘x[-i,m[d on a AL'2>-1. Enfin comme on a 3.1 et que les A' sont
croissants, chaque composante L! est clairement une surmartingale.

Pour terminer, 2.3 implique que les k(¥) (¥EB') déterminent de
maniére unique A, C, v (par 3.2), donc B (par 3.1): donc le PAI L
ci-dessus est la seule semimartingale (en loi) associée aux k(¥) par

3.2.

Pour l1la suite, nous rappelons gquelques résultats sur la convergen-
ce des semimartingales [6]. Posons

{ 6?"‘ = ¢ atahind
3.40 . . : )
~N,1) an,1j n,1 n,)
gns - € - ABBL ppfe)
t t Xsst 8 8

On associe de méme C=C (qui est continu) au PAI L associé aux
k(¥) par 3.6(a). Considérons les conditions

n po
[Sup-p] su 3" - B_| PLo w0
up-¢ Poct 18g s 2Ys

an PP N
¥l Ct —_— Ct ¥t20,

n
'3 6 s 8, wxo,

n
(81 roof o rxv. wizo, wreey,

ol Gi désigne 1'ensemble des fonctions continues bornées sur Rd:
nulles autour de O. Rappelons que [Sup-pl+[¥)+[8] implique la conver-
gence en loi de L" vers L.

3.11 LEMME. Sous les hypothéses de 3.6, il y a équivalence entre
(i) [Sup-g1+[¥1+0[81];
(ii) [@pl+Cy’I+[8];
(iii) on a 3.7 pour tout t2>0.

Preuve. Sous [8], les conditions [g) et [Sup-g) ne dépendent pas de la
troncation h choisie (comme avant 1’énoncé de 2.5). On_choisit donc

hi(x) = E(xi) comme dans 1la preuve de 2.5. Par suite hi(x)-x?<0 si

xi2~1, et on déduit de 3.4 que B®*1 et B! sont décroissants; comme
de plus t - Bi est continu, il est bien connu que [g] & [Sup-gl. De

plus
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Z(tmng" AB2 T < (-BIT) sup_, 18827,
s< £
et [Sup-g) entraine que l'expression précédente tend vers O en pPP-

probabilité: étant donné 3.10, on a donc 1’équivalence (i) & (ii).
Par ailleurs, si an=A2, cn=C?, Fn=vn([0,tJX.), les quantités as-

sociées par 2.4 sont bn-B: et Gn-eg. Etant donné 3.2, on déduit
alors immédiatement 1'équivalence (ii) @& (iii) de 2.5. []

Preuve de 3.6(b,c). Comme [Sup-pl+[¥)+[8] entraine la convergence en
loi de L™ vers L, (b) vient de 3.41. Quant & (c), il suffit d'uti-
liser (b) et de combiner les théorémes 3.2(b) et 4.2 de Jakubouwski,

Mémin et Pagés [10] (l1’extension multidimensionnelle des résultats de
[10] est trés facile, selon la méthode de Mémin [12]). []

§3-c. Limite continue gaussienne. Un cas particulier intéressant du

point de vue des applications est celui ou le processus limite L est
une martingale gaussienne continue. Ses caractéristiques (B,C,v) vé-

rifient alors B=0, v=0, et on a simplement
ks) = ZYsielt - Telylclls.
Au vu de 2.10, pour avoir la convergence il suffit de vérifier
3.7 avec B' remplacé par (cf. 2.9).

3.12 B‘; = {Vij:'xi’,l/z: si,p" ‘i,i—p: 1€i,j<€d, i#j},
ot p est un nombre fixé dans ]J0,1/2[. On peut aussi obtenir un ré-

sultat de convergence fini-dimensionnelle en temps (peut-8tre plus
utile que 1la convergence fonctionnelle). Voici 1’énoncé complet:

3.143 THEOREME. Supposons que L soit une martingale gaussienne con-
tinue; soit DcR,, p€J0,1/2[ et 85 défini par 3.12.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) on a 3.7 pour tout te€D;
n
(ii) on a k"), £ k),  vten, VYEB) ;

PP n Pn n Pn n Pn
tiii) on a By —— 0, Et — Cis e}V — O ¥teD, ¥e>0;

(iv) ona A" B2 05, 80 P2, o (1xna v P25 0 vten,veso
» on a Ay + Cy t? {1x12e} ¥Vt : .

b) Les conditions ci-dessus assurent la convergence en loi fini-
dimensionnelle le long de D des processus L" et vh, vers L et
V respectivement.

c) Si de plus D est dense dans R,; elles entrainent aussi la
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convergence en loi fonctionnelle.

Preuve. a) Comme dans 3.411, on sait que B®'! est décroissant; donc

Ly

eyt - €5 < (-Bg’")(-Bg’7) par 3.10, et B} - O entraine 1'é-
quivalence de 6t - Ct et de 6t -+ Ct. L'équivalence (i) & (iii) se

y

montre alors comme la fin de 3.41, 3 1'aide de 2.5. Enfin les équiva-
lences (i) & (ii) & (iv) découlent de 2.10.

b) Comme t - k(¥), est continu croissant, (i) avec D dense im-
plique 3.7 pour tout t2>0. L'assertion découle alors de 3.4.

c) D'aprés [6, VIII.2.4], (iii) implique que
3.14 L" converge vers L en loi fini-dimensionnellement le long de D.

Par ailleurs, on a

V?" = U?’l exp(L’t"1 - 6:’1‘/2),
ou
nio n,i _apPsi 1,.1,2,.n
Yt [ﬂs<t‘4 + ALY’ Drexp(-ALZ 1)) explz(h')%xvi].

D'aprés 3.14, la seconde propriété dans (iv) et la formule
vi = exp(L1 -ctl/, pour obtenir la convergence fini-dimensionnelle
de V% vers V le long de D, il nous suffit de montrer que:

s n
3.15 wh P, 1 vien.

Dans la suite on fixe i. Si ee]o,%), soit T:-inf(t: 1AL§’1123).
D’aprés la troisiéme propriété (iii) et 1'inégalité de Lenglart,

3.16 PUINSE) — 0 wteD.
Par ailleurs h'(x)=f(x')=x' =i lel$1, donc si c®=h'(AL™) on a
Log U:’l = %(hl)zxv? - Z [ag - Log(1+q:)]

sit
sur [O,T:[. Il existe aussi une constante K telle que pour iy{ﬁ%,

|Log(i+y) - y + y2/2| € K|y|S. Denc

n,i,e _ ,n n,2 n
3.47 ILog W} Up/21 £ Ke Zs<t‘“s’ sur  [O.T_L;
ol .
of = ahZ? -7 b
t t s<t  °

Par définition du compensateur v?, U® est une martingale locale

et, ses sauts étant bornées, elle est localement de carré intégrable.
Par [61, <U%, 0™ = DHt® - T vP({shxn)%3%, comme (n'|<2,

s<.
<™, u% ¢ (phrtxe® ¢ g2Emeil 24 1{le>n}xv“
pour tout 1>0. On déduit alors des deux derniéres propriétés (iv) que
n
<Un,Un>t L 50 si teD, donc par 1'inégalité de Lenglart:

gl
n P
3.18 Supggy IUGI —— 0 VteD.
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R
Cﬂ;ll’

Enfin, le compensateur de X (“2)2 est majoré par donc
<.
une derniére application de 1’inégalité de Lenglart donne
. . n n,2 -
3.19 lim,,  lim sup P (Zs<t(as) > a) 0 VLED.

I1 est alors immédiat de déduire 3.15 de 3.16, 3.17, 3.18 et 3.19, et
le résultat est démontré. []

4 - APPLICATIONS AUX VRAISEMBLANCES PARTIELLES

§4-a. Rappels sur la convergence des vraisemblances. Pour chaque n

entier, soit un modéle statistique filtreé Ena(ﬂn,Tn,(Tg),(P:)oeels

1’espace des paramétres © est quelconque, mais indépendant de n.

Pour simplifier, on suppose que toutes les probabilités P: (8€0)

Zn;l/e

coincident sur Tg. On note le processus de vraisemblance de

: S /
I c’est une P:—surmart1ngale positive, 23:319=1.

Notons @ 1’ensemble des applications o: © = R, & support fini,

Pg par rapport 2a pR

avec Za ®- 1. 8i I est une partie finie de © avec 6€l, notons
Q(e,I) 1’ensemble des o€l & support dans I, vérifiant o<a®<1.

Rappelons alors les résultats de convergence obtenus dans [8]. On
désigne par h™(a) une version du processus de Hellinger d’ordre o€Q
pour 1l'expérience €". On se donne aussi une expérience “"limite" €& =
(U F (F ), (P o), avec les processus de vraisemblance ZK/O, et vé-
rifiant P6=Pz sur TO pour tous 6,7, et:

4.1 Hypothése H1: 1I1 existe des versions h(a) des processus de
Hellinger de € qui sont déterministes, continues en temps. []

Les théorémes 3.1 et 4.1 de [8] peuvent alors s’énoncer ainsi,
compte tenu des hypothéses faites ici (on reconnaitra les résultats du

commentaire 3.8, en écrivant I = {6,,0,,...,8,} avec 4,.=¢, et
i n,ei/o 0 0’71 d 0
yisl o 2 ; de sorte que h™(a) = k™(y) oi ¥EB est défini par
. 8.
¢! = ol pour 4<i<dd):

4.2 THEOREME. Supposons Hi, et soit 1 wune partie finie de o, et
6€I, et D une partie de R,.

a) Si 8(—h(q)")t + E(-h(ax)), en P?—p;obabilité pour tous te€D,

a€d(e,I), les processus (Zn’l/e)Zel (sous P?) convergent en loi,

fini-dimensionnellement le long de D, vers (Z."/e)zEl (sous Pe).

b) Si h(a)? -+ hia)y en Pg—probabilité pour tous te€D, ael(o,I),
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et si D est dense dans R, , les processus (Z"’z’/e)zel (sous P:)

convergent fonctionnellement vers (27’/9)ZEI (sous Po)'

.§4-b. Les vraisemblances partielles. Pour chaque n on se donne aussi

un processus X" (4 valeurs dans R ), qui est une semimartingale
pour chaque Pg. Dans [9) nous avons défini pour tous 0,%:

1) Un intervalle "maximal” £1:%/% 4e 1a forme Up[O;S 3 pour des

(T?)—tenps d'arrét Sp convenables (c’'est l'intervalle 22 de [39]).

2) Une surmartingale locale rn,;/o sur xn,;/o (i.e., le processus
arrété en chaque S ci-dessus est une surmartingale locale), nulle
en O et vérifiant ALP'%/® > _q (zPs%/® o TP1%/%  4ipendent de
wmaniére essentielle des caractéristiques de x® sous Pg et Pz).

3) Finalement, le processus Zn:%/8 _ g(TP%/%), qui est défini aus-
si sur zn,;/o et est une surmartingale locale positive sur cet in-
tervalle: il est appelé processus de vraisemblance partielle de p2

. N n . N n 4
par rapport a Pe’ relativement a X .

Rappelons aussi que {Zn"/e>0} c xn,;/e, e 8/0 R Zna 870y
- +

Spit I une partie finie de © et ¢8€l. Posons

n,B,] n.lz)/e
4.3 L nzex I .
8i I1+#{e¢}, on peut écrire I = {9,91,...,0d], et on note L7 =1%™D)
n,6,/6
le processus d-dimensionnel de composantes AT 1", c'est un

processus du type de ceux étudiée au §3, sauf qu’il n'est defini que

n,;o,lI

gsur l1'intervalle L . Pour tout o€t de support dans I, on appel-

le processus de Hellinger partiel d’erdre o, relativement a3 (8,I),
n,8,I
I s

le processus 7%(a,0,1) = k®(¥) associé a L® par 3.2, sur
. 6.
avec 61=u 1 pour 4<i<d (cf. [8], formule 7.3).
9i les véritables vraisemblances égalent les vraisemblances parti-

elles, h™(o,0,I) est une version de e .

Voici maintenant le théoréme limite qui constitue 1'un des résul-
tats motivant cet article; pour simplifier {'énoncé nous posons (de
maniére arbitraire) 7::1/0 =0 si t¢£n’z/° et i“(q,e,l)t = o si
tQZn’e’l

4.4 THEOREME. Supposons H1, et soit I une partie finie de ©O, et
s€l. Supposons qu’on ait les deux proprétés suivantes:

4.5 Pg(tez“’°”) —5 1 pour tout t20.
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4.6 o6, 1) —_— h(u)t en P:—probabilité, Vt20, Voel(e,I).

t

Alors, les processus (7n’z"fe)zel sous Pg convergent en loi vers
(z%/%)

3 sous Pe.

Preuve. Il suffit de montrer les résultats sur tout intervalle fini,

donc on fixe t20. On peut écrire el Up>1[O,S(n,p)] pour des

temps d’arrét S(n,p) croissant en p, donc par 4.5 il existe pnGN

avec P:(S(n,pn)<t) + 0. I1 suffit donc de regarder la limite des V"

kS n:i - n,i - -
ou V = E(L.AT(n,pn))’ et le résultat découle de 3.6. []

4.7 REMARQUE. Nous avons énoncé ce théoréme ainsi par souci de sim-
plicité. En utilisant toute la force de 3.6, si on a 4.5 et 4.8 avec
des fonctions déterministes continues h(a) on montre qu’il existe
nécessairement une expérience € vérifiant H1, avec les h(a) pour
processus de Hellinger. []

4.8 REMARQUE. I1 existe aussi une version de 4.4 dans laquelle les
processus limite ZZ/G sont remplacés par des vraisemblances partiel-
71/91 3 condition de supposer que les ensembles 1% associés par
4.3 sont déterministes, et de rempacer 4.4 par P:(tetn’e) + 1 0(t).
Cela ne semble pas d'un grand intérét ... ] z

les

4.9 REMARQUE. On peut définir des processus de Hellinger partiels

En’o’l, pour yh remplacé

"non canoniques” par la propriété 3.5 sur
par (1678, er’ gradce au résultat énoncé (wais non démontré) dans
3.8, le théoréme 4.4 reste alors valide (ainsi qu'un résultat de con-
vergence fini-dimensionnelle en temps). Cela dit, dans les applica-
tions ce sont les processus de Hellinger partiels "canoniques" qui
s'expriment simplement en fonction des caractéristiques des X" (cf.
[9), 7.7), donc seul 1'énoncé ci-dessus de 4.4 semble avoir un réel

intéret. []

§4-c. Normalité asymptotique. Un cas particulier important est celui

ol le modéle limite € est gaussien: on entend par 13 que les 7579

sont continus (en temps), ne s’annulent pas,; et que leurs logarithmes
sont des processus gaussiens. D'aprés [7], cela revient & dire qu’on

a H1 avec des fonctions h(a) & valeurs finies et vérifiant

4.10 htad = 2] ofa® hay,),

041, 8%
ou aezed est caractérisé par ses coordonnées agz = agz = 4/2.

Toujours d’'aprés [7), il existe alors une fonction R+xoza(t,o,z)
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- at(e,Z) qui est continue en t, nulle pour t=0, telle que L
soit de type positif sur 0% si s<t, et telle que

) 1

4,411 h(“ez)t = §[¢t(e,e) + ot(z,l) - 2ot(e,z)].

De plus, ct(e,Z) égale la covariance de Log Z:/“ et Log Z§/n sous
n’importe quelle mesure Pp’ et pour n’'importe quel 1.

Inversement, si on se donne o comme ci-dessus, il existe un mo-
déle filtré € admettant les processus de Hellinger h(oa) donnés par
4.10 et 4.11, et ce modéle est gaussien au sens ci-dessus.

Pour simplifier, on notera H°"(p) et H°™(p,8,1), pour p€0,1[,
les processus h(a) et A o0,1), pour o€l donné par u‘=p et
o’=1-p: ainsi hlog,) = H°%(1/2) dans 4.10.

On déduit alors immédiatement de 3.13 le

4.12 THEOREME. Soit les hypothéses ci-dessus concernant les h(a).
Soit I une partie finie de 0O, #8€0 et DcR, .

a) Si on a
4.13 PRiter™® ) — 1 wten,
4.44 EV®(L,0,1), — H(H), en PD-probabilité, VteD, vy,mel,
415 B *%p,0,10, —> H%%(p), en PD-probabilité, vieD, viel
pour un p€JO,1/2[, les processus (7”"‘/").('EI sous Pg convergent

en loi, fini-dimensionnellement le long de D, vers (2979

A3
b) Si de plus D est dense dans R,, il y a méme convergence
fonctionnelle, en loi.

4,456 REMARQUE. Si D n’'est pas dense, il n'y a pas de raison de
supposer les hlo), définis a priori pour tout te€R,. Si par exemple
D={4}, il suffit de considérer les hlal,, définis par 4.10 32 1’aide
des h(“e;)i: on peut alors se donner o,, et considérer o, = to,
pour avoir un modéle € filtré. [J

Le résultat 4.12(a) est apparenté i 1a normalité asymptotique lo-
cale (modéles "LAK") de LeCam et Hajek. Plus précisément, supposons
que D={1}, et donc ct=tc1 dans 4.441, d'aprés 4.16. Supposons égale-
ment que © soit un espace vectoriel, et que l1'application oy soit

bilinéaire; elle définit alors un produit scalaire sur ©, et la semi-
norme correspondante est notée {leli. 4.10 et 4.11 s'écrivent alors
pour t=41:

4.17 hor, = 37 ne-ui?
859
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Si de plus © est séparable pour | .ll, un résultat de LeCam [411, p.
1761 permet de déduire de 4.12(a) le

4.18 THEOREME. Sous les hypothéses précédentes, si on a 4.13, 4.14
et 4.15 pour D={1}, ¢=0 et toute partie finie I de © contenant
0, il existe des processus linéaires ‘“2’;50 sur (Qn,?:,Pg) avec:

(i) U: est asymptotiquement normale centrée de variance quz,

n
sous Pos

(ii) pour chaque 4%€®, Log 72’1/0 - Ug + %HZHZ tend en Pg—proba
bilité vers O.

§4-d. Un exemple. Ici nous allons retrouver des résultats de normalité

Y

asymptotiques, diis 4 Greenwood et Wefelmeyer [3]), [4], & 1'aide du
théoréme 4.12 (ou 4.418). Le cadre est celui des processus ponctuels,
mais des résultats analogues s’obtiendraient facilement dans le cas ou
on observe des semimartingales quelconques.

Pour chaque n, on observe un processus ponctuel multivarié pn a
valeurs dans un espace En (dans [3,4] il s'agit de la superposition
de n processus ponctuels simples sans sauts communs), dont le com-—

pensateur V@ s'écrit sous P::

4.13 YMo,ds,dx) = y:(m,s,x) ds F_(dx)

pour une mesure positive finie Fn sur En, et une fonction prévisi-
ble positive yn9 On suppose que © est un espace vectoriel, et qu’il
existe des fonctions prévisibles D:(w,t,x) telles que les & - D:
soient linéaires, et qu’on ait les convergences suivantes en Pg—proba—
bilité, si ntfw:

4.20 [jy?/yg -1 - %2¢c 3% yB ds Ftd) — o0,
[0,13xE n n
4.21 f yg 1 ds F (dx) —. 0,
[0,43xE {yg=0}
2 n
4.22 (0%/c 141 vy ds F (dx) —> 0O V¥e>0,
’[o,uxnn ] 2L S n
4.23 f (08/c_)? yg ds F (dx) —> ule),
[0,43xE n n

ou ¢, est une suite de réels positifs (qui dans les applications
tendent vers +w), et u une fonction: 0 = R, .

Comme 6 - Dg est linéaire, on déduit aisément que (el = u(9)
est une semi-norme sur O, associée i un produit scalaire que nous no-
tons 04(8:%). On a alors le résultat suivant, dii 3 Greenvood et
Wefelmeyer [4], et qui contient aussi le résultat de convergence de
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[3]): ci-dessous; in’e/o désigne le processus de vraisemblance par-
tielle associé a un, et le modéle limite est celui associé aux hia)
définis par 4.10 et 4.11 avec oy = tci (cf. 4.16).

4.24 THEOREME, Sous les hypothéses précédentes, on a les conclusions
du théoréme 4.18.

Preuve. Soit la fonction @p(x,y) = px + (1-ply - xpyd"p sur Rf,
pour 9€JO,1[. D'aprés [9, 7.8) et 4.19, les processus de Hellinger
partiels s’écrivent

4.25 B %50, = I[O,i]xEn mp(y?,yz) ds F_(dx),

= R, pour toute partie finie I; on a donc 4.13.
On note ﬁ“’ez’(p)Jl et ﬁn’ez(p)i, repectivement, les intégrales sur

tandis que En,O,I

{yS)O} et sur {y8=0} dans 4.25. Comme wp(x,y) < x+y, on déduit de
4.21 que ﬁ"’“’(p),1 + 0 en Pg—probabilité.

11 reste donc 3 montrer 4.14 et 4.15, avec ﬁ“’”’(p)1 au lieu de
ﬁn’oz(p)i. Pour 4.14, on remarque que

#n,00 .1 S | n, n _ jn,n2 n

fi (3)4 7 | [J;e/yo J&Z/yoJ yg ds Fpldx).
[0,1]XEn

Etant donnés 4.20, 4.23 et la linéarité de o - Dg, on vérifie aisé-

ment que la quantité ci-dessus tend en Fg—probahilité vers ulée-%)/8

= ue—znzfa, qui vaut Hez’(%)1 par 4.17.

Pour 4.15, on remarque que
ﬁn,oe(p)‘1 - ‘ mp
[0,1]xEn
. 2
et que i@D(i,x) - 4p(1—p)91/2(1,x)! < K(Jx - 1)°[e + 1{IJ7-1l2€}]
pour tout €>0, et pour une constante K = Kp. On a alors

08 1
(5)

(1,yg/y8) yg ds Fn(dx):

a.26 8%y, - 4pta-pE™

. 2 : n
< K (Syh/yR - 11%[e + 1 Jy® ds F_(dx).
II:O:‘leE,, e (I T

Mais on a u21{l“l25} < 4(u—v)2 + 2v21{|v!28/2} pour tous wu,v,e. En

!

appliquant ceci &3 u = y:/yg -1 eta v = D:/2cn, on voit que le
premier membre de 4.26 est majoré par
K(2e+4) | (P90 4 - D%2¢ 12 yB ds F_(dx)
8°70 6 n 0 n
[0,1)!En
Ke n 2 .n
+ (D, /¢ _1° yn ds F_{(dx)
z ’[0,1]xEn ¢’ “n 0 n
K n, 2 n
+ 5 (b, /c_1° 1 yn ds F_(dx)
2 I[o,ann 1 2N n

pour tout £>0: on déduit alors de 4.20, 4.22 et 4.23 que le premier
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membre de 4.26 tend vers 0 en Pg—probahilités étant donné 4.14, cela
entraine 4.15, et la preuve est terminée. []
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