JEAN-PASCAL ANSEL

CHRISTOPHE STRICKER
Quelques remarques sur un théoréme de Yan

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 24 (1990), p. 266-274
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1990__ 24 266 _0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1990, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.
mathdoc.fr/'SemProba/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1990__24__266_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

QUELQUES REMARQUES SUR UN THEOREME DE YAN
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25030 Besancon Cedex (France)

Introduction.

Nous commengons par améliorer légérement un théoréme de Yan [7] en 1l'étendant
aux espaces P o1s p <+ o,

Grice a ce théoréme 1'un de nous [6] a démontré récemment 1'équivalence entre
1'existence d'une loi de martingale et 1l'absence de " free lunch ". Nous montrons
ensuite qu'une stratégie admissible au sens de Duffie et Huang [2] pour un agent
économique ag n'est pas admissible en général pour un agent @y méme si celui-ci
est mieux informé que a-

Enfin nous montrons que s'il y a absence de " free lunch", une hypothése habi-
tuelle pour les modéles économiques, cette pathologie ne se produit pas. Ceci nous

conduit a une étude détaillée des diverses notions de " free lunch ".

I. Le théoréme de Yan.

Dans son article " Caractérisation d'une classe d'ensembles convexes de L1 ou
H1 " Yan [7] démontre un théoréme dans L1 que 1l'on peut généraliser a P1s p<+te=
de la fagon suivante :
Soit (9, F, P) un espace probabilisé. Si G est un sous-ensemble de G dans LP(a,F,p)
on désigne par G 1'adhérence de G dans LP. B+ désigne l'ensemble des variables aléa-
toires bornées positives ou nulles, et Lg les v.a. de LP positives ou nulles. q dé-

signe 1'exposant conjugué de p. On suppose que 1 5 p < + =.

Théoréme 1. Soit K un sous-ensemble convexe de Lp(ﬂ, F, P) tel que 0 € K.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout n € LE, n # 0, il existe ¢ > 0 tel que cn ¢ K_:uﬁz.

b) Pour tout A € F tel que P(A) > 0, il existe c > 0 tel que c1, ¢ R_?—EI.
c) Il existe une variable aléatoire Z € L9 telle que Z > 0 p.s. et

sup E[ZE] < + .
£ ek
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Démonstration. Afin d'éviter au lecteur de se reporter au séminaire XIV, nous re-
produisons en détail la démonstration de Yan avec les modifications nécessaires
dans le cas général.

e I1 est clair que a) => b).

e Montrons que b) = c).

Supposons que la condition b) soit vérifiée. Soit A € F tel que P(A) > 0. Par hypo-

thése il existe un réel c > 0 tel que c1, ¢$K-B,.
Comme le dual de LP est L9 et que K - B+ est convexe, on utilise le théoréme de
Hahn-Banach pour déduire 1'existence d'une variable aléatoire Y € L9 telle que

sup E[Y(E - n)] < cEtYlA] (1)
E€K, neB,

Remplacant n par an avec £ = 0 et n = on a

liy < 03
cE[Y1,]

E[YL .y (o) < —5 -

On fait tendre a vers + =, E[Y1 }] 2 0donc Y20 p.s.

{Yy<o

Avec n = 0 on trouve sup E[YE] £ cE[Y]_A] < + =,
£ €Kk

Soit H {X € Lg/ sup E[Xg] < + w}. L'ensemble H est non- vide car il contient 0’

£ ek
par hypotheése.
Notons C = { {Z = 0}, Z € H} et montrons que C est stable par intersection dénom-
brable.
: 3 t31é = =
Soit (Zn) une suite d'éléments de H. Notons <, sup E[an], dn HZnH q et
£ ek L
posons Z = Z b Z , ou les b_ sont tels que E bc <+ wet E bd <+ =,
n"n n nn nn

n n n
Vérifions que Z appartient a H :

sup E[Zg] s X b sup E[Z £] = z bec <+ e
EeH Nek n L n n

1 > < o = = =
et Z € B+ puisque Z 2 0 p.s. et IZ!ILq s Z bndnl< et ona {Z =0} =n {2 0}.
n

I1 existe donc Z € H tel que P(Z = 0) = inf P(c) .
ce(

Nous allons montrer que Z > 0 p.s.
Supposons que P(Z = 0) > 0. Soit Y € H vérifiant (1) avec A = {Z = 0}.
Comme 0 € K, on a 0 < E[Y]'A] = E[Y]_{Z - 0}] et la variable aléatoire Y + Z € H
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avec

P(Y+Z=0)=PZ=0) -P(Z=0,Y>0)<P(Z=0)
ce qui est contradictoire avec le fait que P(Z = 0) est minimale. Donc Z > 0 p.s.
et on a démontré b) = a).

e Reste a montrer que c) = a).

Supposons a) non satisfaite.

I1 existe alors n € LE, n#0/ VnelNon ait np € K - B+, de sorte qu'il existe
P =F - - 1

En € K, Cn € B+ et 6n e ¥ tels que nn = gn Cn Gn, HGnH s =,

LP
Si Z est une v.a. de Li telle que Z > 0 p.s. on a alors

E[ZEn] = nE[Zn] + E[ch] + E[Zén] 2 nE[Zn] - NZILq /n

et sup E[ZE] = + » et la condition c) n'est pas satisfaite.
£ ek

II. Applications a l'arbitrage.

Soient (@, F, (Ft)O <t P) un espace probabilisé filtré vérifiant les con-

ditions habituelles et (Xt) un processus cadlag, adapté et tel que Xt e P pour
tout t . Le théoréme 1 a permis & 1'un de nous [6] de donner des conditions néces-
saires et suffisantes assurant 1l'existence d'une loi Q équivalente a la loi ini-
tiale P, telle que (Xt) soit une martingale sous Q.
Pour cela on pose

K = {(H.X)l, H prévisible, élémentaire et borné}

et on obtient dans [6] le

Théoréme 2. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

i) I1 existe une loi Q équivalente & P de densité g% e 1Y telle que (X,Q) soit
une martingale.

ii) Pour tout A € F tel que P(A) > 0, on a ]_A ¢K - B+.

sy 1P N T o w =

iii) L] n K - B, = {0}.

Une condition voisine de la condition iii) a été étudiée par divers auteurs en ma-
thématiques financiéres : c'est 1'absence de " free lunch " (voir Kreps [5]).
En particulier Duffie et Huang [2] ont montré que iii) implique i) sous 1'hypothése

supplémentaire que 1P(q, F, P) est séparable.

Le théoréme 2 va nous permettre de rectifier une erreur qui s'est glissée dans le
théoréme 4.1 de [2] et qui provient en réalité du théoréme inexact 9.26 de [3].

Fixons d'abord quelques notations :
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i . . a o s s
e Un agent o est caractérisé par une filtration F" = (Ft)0 <t <1 relative a ses

informations sur le marché a 1'instant t avec F: c Ft pour tout t.

e Un systéme de prix est un vecteur N-dimensionnel S de semimartingales positives

ou nulles par rapport a (Ft) vérifiant :

N b
¥n=1,2,...,N Sn(t) <1 p.s. et E[[sn,sn] 1<+
N
v te[0,1] Z Sn(t) =1 p.s.
n=1
. S . . v o S
e Si F° est la filtration naturelle de S on note H (S) = F Vv F~.

On note XTY le produit scalaire dans IRN et 1'intégrale stochastique de 6 par rap-

t
port a S est écrite indifféremment I e(s)TdS(s) ou (G.S)t.
0

e Soit Pa(S) la tribu prévisible de sous ensembles de @ x [0,1], engendrée par les
processus #*(s) adaptés continus a gauche. On dira qu'un processus Y est H*(s)-pré-

visible s'il est mesurable par rapport a PG(S).

e Une stratégie admissible pour un agent o est un vecteur N-dimensionnel 6 de pro-
cessus H*(S)-prévisible vérifiant :
- L'intégrale (6.S) est bien définie relativement a HE(s).

- La stratégie 6 est autofinancée :

t
o(t)Ts(t) = 0(0)Ts(0) + j o(s)Tas(s) v t € [0,1] p.s.
0

1
-vn=1,2,....,N o()Ts(1) e1! et E[ J en(t)2 d[Sn,Sn]t]% <w (2)
0

Cette condition technique trouve sa justification dans la nécessité d'éviter les

"

" free lunches ". Nous y reviendrons a la fin de notre article.

e On note Ga[S] 1l'espace des stratégies admissibles pour l'agent o dans le systéme
de prix S et M_ = (6(1)Ts(1), o e 0%[s]}.

e On dit qu'il y a " free lunch " pour l'agent o s'il existe une suite (e“,vn) de

1
Oa[s] x L” et une v.a. k de Li \ {0} telles que Bn(l)TS(l) -vle Li pour tout n,

v converge vers k dans L1 et lim (Qn(O)TS(O)) £ 0 (voir Kreps [5], Duffie et Huang
n

(21.

Le théoréme noté 4.1 de [2] dit que si l'agent @, est mieux informé que 1l'agent ay
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a

a a a
((i.e.) FcrF l) alors © o[S] c o 1[S]. En général cette inclusion est inexacte.

Voici un contre exemple.

Construction du contre exemple. Nous allons nous inspirer d'un travail de Jeulin et

Yor [4]. Soient B un mouvement brownien standard et (Ft)O 1 sa filtration na-

sts
turelle. On désigne par Xt la martingale exp[Bt - 3 t] et on pose
T = inf{t € [0,1] / X, 2 2} en convenant que T=1si{te([0,1]/ X, 22} =9.

Puisque XT est une martingale, E[X?] = E[Xz] =1, et comme X¥.= 2 sur {T < 1}, il
en résulte que P[T = 1] > 0.

Soit S le processus (Sl,Sz) i S£;= % Xpp e ot S2 =1- Sl.

Vérifions que S est un systéme de prix. On a

0 <8S™t) <1p.s. et Esl(t)=1

i=1
ars',s'y, = eZBt T 10, dt
st [T e e (o [ e J e ([ o as) <
0 0 0

i ~ 2
donc E[[Sl,sl]i ] <+ = . I1 en est de méme pour 5".

Soit maintenant F = (Ft)0

1 (Ft v o(Bl))

A

t

A

0sts1
D'aprés Jeulin-Yor [4] il existe un F mouvement brownien (Bt) tel que
t B1 - B t
Bt = Bt + I ——2 ds. Comme Xt =1+ J Xs st, la décomposition canonique de
1-s
0

Xt dans la filtration F est :

t t B1 - Bs
X, =1+ I X dp_+ J X —
t . s s S 1 -'s
0 0

ds

~ t
car X est localement borné. Notons Yt la F martingale 1 + J XS st et Zt le pro-
0
B, - B

1 s

t
cessus a variation finie J XS ds.

0 1 -s

S est donc une semimartingale relativement & F et & F. Soient a 1'agent associé a F
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et a; 1'agent associé & F. Montrons qu'il existe une stratégie admissible pour a

mais pas pour oy
Posons 62 = 0 et 8%(s) = (1 - 8)7% (-Log(1 - )Y 1
osons =0e s) = | s g {1<s<1}

avec 3 <y s 1.

Comme 6% € LZ([O,I]) et que le crochet droit est indépendant de la filtration, le

seul point a montrer est que I SleS1 existe relativement i F mais pas relative-

ment a F. Relativement a F, S1 est une martingale de carré intégrable donc 1'in-
tégrale considérée existe. Relativement a ; comme S1 est continu, d'aprés un théo-
réme de Jeulin (voir [1]) 91 est intégrable par rapport a S1 si et seulement si 61
est intégrable par rapport a la martingale Yt’ et par rapport au processus Zt au

sens de Stieljes. Dans ce dernier cas cela veut dire que

T B, - B
J x ol 2—=2ds <+
0 1-s

ou encore comme Xs est strictement positif

T 1B -8B
I 18 L—2 | ds < + =

0 1-s .
T (ol
D'aprés la proposition 4 de Jeulin-Yor [4] cela équivaut a J ——— ds < + o,
0 vl - s
. 1 lol]
Or nous avons justement choisi 6_ de telle sorte que f ds = + =,
s 0 vl - s

Comme on a remarqué que P[T = 1] > O, 61 n'est pas intégrable par rapport a Zt donc
par rapport a Sl. Ainsi la stratégie 6 est admissible pour 1'agent a, mais pas pour

1'agent -

Toutefois la pathologie précédente disparait si on impose & notre modéle 1'ab-
sence de " free lunch ". Dans un premier temps nous allons étudier le lien entre
1'absence de " free lunch " et la condition iii) du théoréme 2. Nous reprenons les

notations du théoréme 2 et nous posons
k% = {(H.S)l, H étant Ha[S] prévisible, élémentaire et borné}.

Lemme. S'il y a absence de " free lunch " pour 1'agent a, alors

1 a
L+ nkK - B+ = {0}.
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Démonstration. On vérifie facilement que Oa[S] est un espace vectoriel. Duffie et
Huang [2] ont montré que 1l'ensemble {(B.S)l, 6 € 6% et 8(0) = 0} contenait en par-

ticulier les variables ]'B(Si(tZ) - Si(tl)) pour tout i, tout B € H: [S] et
1

12t,2t 20. Ainsi % c {(6.8)), 0 € 0% et 8(0) = 0}. Lorsque 8 « 0” et 8(0)=0,

on a (O.S)1 e(1)Ts(1). I1 en résulte immédiatement que 1l'absence de " free lunch "

pour 1l'agent o entraine Li n k% - B, = {0}.

Théoréme 3. Supposons 1'agent @y mieux informé que 1'agent ags c'est-a-dire
% *1 1Y
F c F . Si LNk -B = {0}, toute stratégie admissible pour a  est admis-
sible pour a.
a
Démonstration. Soit 6 € 0 o[S]. Comme la condition iii) du théoréme 2 est vérifiée
pour p = 1, il existe une loi Q équivalente & P, de densité bornée, sous laquelle S

a
est une martingale par rapport a la filtration H 1[S].

o 1
Par définition de © °[S], on a EP[ I Gn(s)2 d[Sn,Sn]s]i < + » pour tout n, si bien
0

1
que EQ[ I ei(s) d[Sn,Sn]]% < + » pour tout n. Donc 6 est intégrable par rapport a

0
*1
la Q-martingale S relativement & la filtration H "[S]. Comme P et Q sont équiva-

a
lentes, 6 est encore intégrable relativement a H 1[S] sous P (voir [8] par exemple)

a
et finalement 6 € © 1[S}.

Grice au théoréme 2 et au lemme précédent nous venons de montrer en particulier
que 1'absence de " free lunch " entraine 1l'existence d'une loi Q équivalente ap,

de densité bornée, telle que S doit une martingale sous Q. Voici la réciproque.

Proposition. $'il existe une loi Q équivalente a P, de densité bornée telle que S
soit une martingale relativement a HG[S] sous Q, alors il y a absence de " free

lunch " pour 1l'agent a.

Démonstration. Soit 6 une stratégie admissible pour 1'agent a.

1 3
P 2 .
Comme E [ ( J en(t) d[Sn,Sn]t) ] < + » pour tout n, on a aussi
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1 3
EQ[ ( I Gﬁ(t) d[Sn,Sn]t ) ] < + «, si bien que 6.S est une martingale sous Q.

Supposons maintenant qu'il y a un " free lunch " pour 1l'agent a : il existe une
suite (8 v') de o sy x L1 et une v.a. k de L \ {0} telles que

] (1) S(l) - vt e L1 pour tout n, v converge vers k dans Ll et lim(e" (0) S(O))
n

Comme 6.S est une martingale, on en déduit que e"(o)Ts(o) 2 E[v" IH ] qui converge
dans L1 vers E[k[H ]. Mais cette derniére v.a. est strictement positive, ce qui est

en contradiction avec 1im(6™(0) S(O)) 0. Donc il n'y a pas de " free lunch " pour
n

1'agent a.

Remarques. i) Duffie et Huang [2] ont imposé la condition lim(en(O)TS(O)) £ 0. Dans
n

ce cas la proposition ci-dessus n'est plus correcte si H n'est pas la tribu tri-

viale. En effet si la tribu H est assez riche on peut constru1re une suite de v.a.

v, € L (Q H » P) telle que v, converge vers 1 dans L1 tout en vérifiant lim Vo £ 0.
n

On prend alors ei(t) = v, pour i=1,...,N et t € [0,1]. En vertu de 1'hypothése de
normalisation sur les prix S1 + ... + Sn = 1, les stratégies e“ sont admissibles
et on obtient un " free lunch " au sens de Duffie et Huang. Toutefois lorsque la
tribu Hz est triviale, on voit aisément que notre définition de " free lunch " et
celle de Duffie et Huang sont équivalentes.

ii) I1 semble judicieux de modifier la définition des stratégies admissibles lors-
qu'on a la propriété de représentation prévisible. En effet supposons qu'il y ait ab-
sence de " free lunch ". D'aprés le théoréme 2 il existe une loi Q équivalente a P,
de densité bornée telle que le systéme de prix § = (S") soit une martingale sous Q.
On sait (voir [3]) que Q est unique si et seulement si toute martingale est une in-
tégrale stochastique par rapport & S. Dans ce cas, afin d'avoir un marché complet
(c'est-a-dire toute martingale appartenant a Hl(Q) est 1'intégrale stochastique
d'une stratégie admissible par rapport 4 S) il est indispensable de modifier la
définition des stratégies admissibles en considérant des processus vectoriels pré-
visibles globalement intégrables par rapport 3 la semimartingale vectorielle S (voir
[3]). Soit V un processus croissant positif cadlag, adapté et intégrable tel que
pour tout i [S S ] soit absolument continu par rapport a V. Il existe alors un pro-
cessus optionnel (c J) 4 valeurs dans l'espace des matrices symétriques positives
tel que d[Si,Sj] = lJ dV. On vérifie facilement que la définition suivante ne dé-
pend pas de V. Nous dirons qu'un vecteur N-dimensionnel 6 est une stratégie admis-
sible pour l'agent o si 6 vérifie les conditions : 0 est H® prévisible, 6.S existe

par rapport a H*(S), 6 est autofinancée et

l ] Py . l
E[I ( 2 ot ctJ eJ) av]? < + =,
0 i,j
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Grace a cette définition plus large des stratégies admissibles le marché est complet
pour 1'agent o si et seulement s'il y a absence de " free lunch " pour a et si la

loi Q est unique.
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