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UN TRAITEMENT UNIFIE DE LA REPRESENTATION DES

FONCTIONNELLES DE WIENER

Wu Liming*

0 - INTRODUCTION

Sur l’espace de Wiener classique 
toute fonctionnelle de carré intégrable F admet d’après un théorème

d’Ito [9] la représentation suivante comme intégrale stochastique:

F - EF + j 
[~~~] 

utt)dWtt), 
’ 

t~~~)

où est un processus adapté à la filtration naturelle
du mouvement W et ~. Cette re-

présentation est l’un des outils principaux de l’analyse stochastique.

Pour F suffisamment Fréchet-dérivable, Clark [4] donne la formule

suivante pour la "dérivée stochastique" u de (0.1):

u(t) = (0.2)

où est la mesure de Riesz associée à la dérivée (au sens de

Fréchet) de F au point Sa méthode a été développée par

Haussmann [7] pour la représentation explicite des fonctionnelles d’un

processus d’Ito. .

La connexion entre le calcul de Halliavin et la représentation
t~.~l a été établie par Bismut (1] et Gaveau, Trauber [6]: Bismut [1]

a retrouvé les formules de Clark et de Haussmann en utilisant le cal-

cul des variations stochastique et la formule d’intégration par par-

ties de Halliavin sur i’espace de Uienerj Gaveau et Trauber [6] mon-

trent que l’opérateur divergence &#x26; (= l’adjoint de l’opérateur de

dérivation D de Halliavin) sur l’espace de Uiener est justement

_ 

l’intégrale stochastique de Skorohod [2~]. Ces deux articles ont in-

fluencé et stimulé beaucoup de travaux remarquables sur la formule de

Clark et l’intégrale de Skorohod. Nous en mentionnons quelques-uns, en

priant le lecteur d’excuser les omissions:

1) Malliavin [13] et Ocone [~9] ont généralisé la formule de Clark

~G,2) aux fonctionnelles dans i.e. dérivables au sens de So-

bolev. Plus précisément, si F~Dom(D), alors
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167

F - EF + { ad(DF)(t ) dU(t) (0.3)
[0,1]

où ad(DF)(t) = peut être considéré comme la "projection" de

DF sur l’espace des processus adaptés.

2) La formule (0.3) a été étendue aux distributions (au sens de Ua-

tanabe) sur l’espace de Uiener par Ustunel [22], en utilisant la for-

mule d’intégration par parties. Ce travail a été considérablement sim-

plifié par Yan [25], en utilisant la représentation chaotique des dis-
tributions établie dans Meyer et Yan [15].

3) Dans sa thèse, Blum [2] établit la formule de Clark pour les

fonctionnelles d’un mouvement brownien infini-dimensionnel. Et surtout

il obtient la formule de Clark associée à la représentation de Uong et
Zakai pour les fonctionnelles d’un drap brounien, où apparaît l’inté-
grale double stochastique de Cairoli et Ualsh [3]. Il utilise la mé-
thode originelle de Clark et la notion de dérivée au sens de Sobolev.

4) La méthode de Nualart C15] et Nualart, Zakai [17] nous intéresse
particulièrement; ils établissent la formule de Clark (0.3) en démon-
trant d’abord que l’intégrale de Skorohod 6 généralise celle d’lto,
et en utilisant ensuite la dualité entre D et &#x26;. Leur méthode est
basée sur une idée d’Ocone [19], et il nous semble qu’elle touche à
l’essentiel de la formule (0.3). Cette méthode nous servira beaucoup.

Ce qui nous semble insuffisant dans la formule de Clark (0.3) est

qu’elle n’est pas intrinsèque : l’intégrale d’lto et l’opérateur "ad"

dépendent tous deux de manière essentielle de la structure particuliè-
re de l’espace de Uiener classique, 3 à savoir la filtration naturelle

(Yt) et la notion associée d’adaptation; or ces notions n’ont pas
d’analogue sur un espace de Uiener abstrait.

Ce travail a pour but de donner une formule de Clark intrinsèque
sur un espace de Uiener abstrait, dont toutes les formules de Clark

précédemment mentionnées sont des cas particuliers.

Décrivons rapidement les idées principales permettant d’atteindre
cet objectif. Soit un espace de Uiener abstrait (voir le §1
de Kuo [12]). Il est naturel de penser à remplacer l’intégrale d’Ito
par celle de Skorohod, la divergence &#x26; sur Hais ~ perd
la propriété d’isométrie, qui joue un rôle tout-à-fait essentiel dans
l’intégrale d’Ito. . On introduit donc naturellement l’ensemble ~ de
tous les sous-espaces de (= sur lesquels l’inté-
grale de Skorohod opère comme une isométrie. Sur un tel sous-espace V
on peut imaginer que h,~ ressemble beaucoup à l’intégrale d’Ito.
Ensuite, on note que t admet la relation d’ordre partiel naturelle
d’inclusion C > et qu’on peut appliquer le lemme de Zorn à . pour
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obtenir l’ensemble te de tous les éléments maximaux de t. Bien-sûr,
ces éléments maximaux possèdent des propriétés intéressantes, qui sont

à la base de ce travail.

Voici enfin le plan et les résultats principaux de cet article:
. Hous introduisons les notations et nous rappelons quelques résul-

tats préliminaires au §1.
. Le §2 est la partie centrale de l’article: nous y établissons la

formule de Clark intrinsèque, associée à un élément V de ~, dans le

théorème 1j dans le théorème 2 nous montrons que &#x26;iV) = est

une condition suffisante (malheureusement non nécessaire) pour que V

soit dans te,
. Dans le §3 nous construisons une classe d’éléments maximaux asso-

ciés à une résolution de l’identité de H. Nous donnons dans le théo-

rème 3 un critère pour que 6(V) = Ce résultat permet de don-

ner des applications au théorème 1.
. Dans le dernier paragraphe, nous montrons que notre formule de

Clark contient les formules mentionnées précédemment. Nous donnons en

particulier une démonstration simple et constructive de la représenta-
tion de Uong et Zakai.

1 - HOTATIOHS ET PRELIMINAIRES

1.1. Notations et rappels (Kuo [12], Meyer [14], [15]).

Soit un espace de Uiener abstrait. Autrement dit, X est

un Banach séparable, H est un espace de Hilbert tel que

x~ c H c X (immersion dense)

(sans perte de généralité on identifie désormais X* à un sous-espace

de H, et H à un sous-espace de X), et la transformée de Fourier de

la mesure ~ est donnée par

~i~~ _ ,x [ exp - t~.4)

On note D l’opérateur dérivée sur par &#x26; l’opérateur
divergence, qui est l’adjoint de D, et par L = ~D l’opérateur
d’Ornstein-Uhlenbeck. Etant donné où Y est un espace

de Hilbert, la dérivée de F dans la direction hEH est définie par

DhF = L2-lim F(.+~h) - F(.)  (si la limite existe). (1.2)

On note ~h l’adjoint de Dh, qui est une application de Dom(&#x26;h)
dans 

Rappelons que si (espace de Sobolev de fonc-

tionnelles à valeurs dans Y~, nous avons



169

= DhF (1.3)

et que si GEDom(&#x26;h), alors c et de plus

&#x26;(G&#x26;h) = &#x26;h(G). 
Rappelons aussi que toute fonctionnelle peut être dé-

composée en série, via les intégrales multiples de Ito-Uiener [5]:

F - EF + ~ 
a~ 

I (f ) (convergence dans L~) ) (1.5)
n=1 

~ ~

où fnEH0n (espace produit tensoriel symétrique). On note Gn le

nleme chaos de Uiener (i.e. f ) : 

Pour hEH, le vecteur exponentiel E(h) est

~(h) = exp(I(h) - 1 2 ~h~2H) = 1 + 

03A3~n+1 
1 n! I

n 
(h~n) (1.6)

où I(h) = ) est l’intégrale de Wiener. . Rappelons les formules
suivantes, où f,g,hEH:

1 = h,f> c(f ), (1.7)

Óhe(f) = (I(h) - (I(h) - (1.8)

[Dh,03B4g]~(f) = (Dh03B4g - 03B4gDh)~(f) = h,g> ~(f). (1.9)
Rappelons enfin que l’espace vectoriel engendré par les vecteurs

exponentiels est contenu dans l’espace de Sobolev Id~’~ - Dom(D), et

est dense dans (donc aussi dans U2J1).

1.2. Ensemble isométrique de la divergence b, ou in_tégrale de Skoro-
hod, d’après Gaveau et Trauber [b].

Commençons par la

Proposition 1 (Nualart et Zakai [17], Skorohod !:2d3). Soit f,g,heH,
F,G~Dom(D) et (c Alors:
a) ) F et G appartiennent à Dom(&#x26;.) ) et

h,h> EIF2) + EIIDhF)2) 
E(FG) + DgtGl), ’ 

b) Si de plus on a

+ t~.42)

où 03C3 est la permutation de i.e. g~f.
c) 1 On a

(i.13)
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et, plus généralement,
’ 

blFu) - Fbtul - (1.14)

au sens où Fu est Skorohod-intégrable (i.e. FU~Dom(03B4)) si et seule-

ment si le terme de droite de (1.14) est de carré intégrable.

Remarques. 1) La méthode de démonstration de toutes ces formules est

toujours la même: on les montre d’abord pour un ensemble suffisamment

riche de "bonnes" fonctions simples, puis on passe au cas général par
approximation, en utilisant le fait que les opérateurs D, &#x26;, Dh, 6h
sont fermés.

Par exemple, (a) peut être prouvé ainsi: les deux membres de (1.11)

sont des formes bilinéaires en tF,GI, et le coté droit est continu

pour la norme

~F~Dom(D) = (~F~2L2 + ~DF~2L2(X, |H) )1/2.

Pour F=e(h1) et où on fait le calcul:

E(F 

= E[F(&#x26;gDfG + (par t1.9))

= E(FG) + E(DgF 
Pour F~Dom(D) on choisit des Fn dans l’espace vectoriel engendré

par les vecteurs exponentiels, et tels que 0. Par sui-

te 1 converge dans ce qui entraine car 6h
est fermé. On obtient alors (1.10)J puis (1.11).

2) L’égalité (1.12) se montre de même, en utilisant (1.11). Dans un

cadre plus restrictif, cette formule a été montrée par Skorohod 

Hualart et Zakai ont donné une preuve de (1.11) en se basant sur

la décomposition chaotique, également dans un cadre plus restrictif.

3) Les résultats (a) et (b) sont "chaotiques", au sens où ils sont

vrais sur les espaces chaotiques introduits par P. Krée (4~]; voir

Dermoune, Krée et Uu [5] pour des résultats analogues sur l’espace de

Poisson. []

Introduisons maintenant l’ensemble isométrique de &#x26;:

IHib) - {u~Dom(03B4) c t4.s51

Evidemment, si on a cu~IM(03B4) pour toute constante c, mais

IM(03B4) n’est pas un espace vectoriel.

Pour étudier IMtbl, nous commençons par examiner le cas des fonc-

tions simples u - Fh.
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Proposition 2. Soit et hEH avec h*O. Les affirmations
suivantes sont équivalentes:

(a) 

(b) F~Dom(Dh) et DhF = Il;
(c) les variables aléatoires F et I(h) sont indépendantes.

Preuve. Il résulte de (1.10) qu’on a Dom(Dh) et qu’on a

l’équivalence (b).

L’équivalence ~b) ~ (c) se montre facilement par la représentation
chaotique. Mous nous contentons ci-dessous de prouver l’implication

(c), qui est la moins évidente.

Ecrivons d’abord ,

F = E(F) + 03A3~n=1 In(fn) , où fn~H~n,

DhF = L 
n=4 

(convergence dans L2),
où pour est défini par linéarité à partir de

= enJh>H el~,.~en-1, On déduit de (b) que = 0

pour tout .

Ensuite, on choisit une base orthonormale de H, telle

que e1 = On peut décomposer fn ainsi: 
-

n - ~ l~k~~.,_kn a

de sorte que

fn,h>H = 03A31 ~k1 ~.. kn 
1 n! ck

1 
..k

n 03A303C4 ek
03C4 ( 1) ~ ... ~ ek 03C4 (n),h>H

= 03A31~k1~..~kn 1 n! ck1.. kn ~h~ 03A3 ~i,k03C4(n) et03C4(1) ~..~ek03C4(n-1) ,

où ~,~ est la somme sur toutes les permutations de ~1,,.,n} et e,.est le symbole de Kronecker, Comme = OJ il vient 
. 

ia

k n 
- 4 pour tous et t,

donc ck1..kn = 0 si l’un des ki vaut 1, ce qui implique

f n E ([h3~)~". ’
où {ah: aER~, Cette dernière propriété nous dit que >
est mesurable par rapport à la tribu engendrée par les Iff) pour f
orthogonal à h, tribu qui est indépendante de ce qui achève
de prouver (c). Q



172

2 - FORMULE DE CLARK INTRINSEQUE

2.1. Les sous-espaces contenus dans l’ensemble isométrique et

la représentation des fonctionnelles de Uiener.

Nous commençons par introduire l’ensemble suivant:

. = ~V; V est un sous-espace vectoriel de (2.1)

contenu dans 

On munit 03A6 de l’ordre partiel associé à l’inclusion c. Notons que

si ~’ est un sous-ensemble totalement ordonné de ~, on a et.
Par conséquent le lemme de Zorn s’applique, et tout V~~ est contenu

dans un élément maximal V de ~..

On note te l’ensemble des éléments maximaux de ~; leur étude

sera entreprise dans la section 2.2 ci-dessous.

Notons L(X,jH) l’ensemble des d’espérance nulle,
et Py le projecteur orthogonal sur le sous-espace fermé U de

Voici alors l’un des résultats principaux de cet article:

Théorème ~:. Soit V un sous-espace fermé de contenu dans

Ilftbl, Alors l’image btVl est un sous-espace fermé de et

pour tout F~Dom(D) i on a

(2.2)

Preuve. La première affirmation est évidente. Pour montrer t2,~1 il

nous suffit d’établir que

E[&#x26;(u) (2.3

pour tout uEV. Mais, comme u et PV(DF) sont dans on a

E[&#x26;(u) 

= 

= F] (par dualité de &#x26; et 

Remarqu.es, 1~ Si V=H, &#x26;(V) est le premier chaos Ci et la formule

(2.2) devient

PG 1 F - &#x26;(E(DF),

qui est triviale.

2) L’opérateur composé PVD vérifie pour tout FEDamtH):

- ~ .

Par conséquent il s’étend en un opérateur linéaire borné de 
dans V. En ce sens, (2.2) est vraie pour tout 
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3) Quand &#x26;(V) = la formule (2.2) donne une représentation

complète, c’est-à-dire que pour tout on a:

F = + (2.4)

Par conséquent, le problème principal qu’il nous reste consiste à étu-

dier dans quels cas &#x26;(V) = Une condition nécessaire presque

évidente est que V soit un élément maximal de ~, mais ceci n’est

malheureusement pas suffisant, et le problème reste ouvert.

4) Pour où Y est un Hilbert, la formule (2.2) est

encore vraie si on interprète PVu pour de la façon
suivante:

PVu - 
ou de manière équivalente:

pour tout yeY. Cette remarque nous servira dans notre démonstration

de la représentation de Uong et Zakai.

5) Le théorème 1 est vrai sur l’espace de Fock, en identifiant D

avec a et b avec a (voir Meyer [14]). []

Terminons cette section avec le:

Corollaire. Soit V comme dans le théorème 1. Pour que F~03B4(V) il

faut et il suffit qu’on ait

E(F) = 0 et E(F2) = (2.5)

2.2. Les éléments maximaux de .

Commençons par la

Proposition 3. (a) Si sa fermeture V dans appar-

tient aussi à t. En particulier, tout est un sous-espace fermé

de 
e

(b) Si on identifie H avec le sous-espace des fonctionnelles

constantes de on a

V - H .

Preuve. la) est une conséquence directe du fait que l’opérateur à

est fermé. Quant à (b), nous allons ici montrer l’inclusion

H c VJ (2.6)

et l’inclusion inverse sera montrée au §4. Pour obtenir (2.6), on ob-

serve que pour tout hEH et tout v~Dom(03B4), on a
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Etbth) btvll - E[bthl ) b(E(v))]

(car si 
- &#x26;(g n suffit

alors d’utiliser la représentation chaotique de v). On a donc

~ 

Si V~03A6 et si V’ est l’espace vectoriel engendré par V et h, on

en déduit que pour tout de sorte que

V’E~, Si alors V est maximal dans ~, on a donc V’=V, donc hEV,

d’où t2.~1. ~

Nous donnons maintenant une condition suffisante pour que VEte:
Théorème 2. Soit Si btVl - alors V~03A6e, mais l’impli-
cation inverse est fausse.

Preuve. Soit ~03A6e avec VçV. Comme et comme b est

injectif sur V, on obtient V = V.

La seconde affirmation sera montrée au §3 par un contre-exemple. []

3 - UME CLASSE D’ELEMENTS MAXIMAUX DE ~

Pour que la formule de Clark intrinsèque donnée au théorème 1 soit

applicable dans des cas concrets, nous avons besoin d’une classe suf-

fisamment riche d’éléments maximaux suffisamment "bons". C’est une

telle classe que nous nous proposons d’exhiber dans ce paragraphe.

3.1. Eléments de ~ associés à une résolution de l’identité de H.

Soit une résolution de l’identité de H (voir [2b~1; au-

trement dit :

i) les E~ sont des projecteurs orthogonaux de Hj

ii) E E , - 
iii) 1 pour tous h~H, 03BB~R, on a

E~, h - EA, h - ~, E~, h - h .

On introduit les notations suivantes:

Hh = E}.(H) = l’image de H, qui est un sous-espace fermé;

H~- - iJ~’ ~~, 
.

T~ == 

F~- = ‘~~’ ~ ~ ’F~’ - ff 1 ; h ~H ~- l .
Mentionnons également les conséquences suivantes de la propriété (iii)

ci-dessusi
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Hh+ " ‘ ~?~’ ~~, Ha 3 - Ha’ H+~ ’ - H~ ‘ H’

H-~ := ~03BB~R H03BB = {0}.

Par suite on a (cf. [20]):

~ ~ _ ~’
F+~ ’~ F~ - complétée de la tribu

borélienne de Xj

~-a := la tribu triviale.

On désigne par S le sous-espace vectoriel de engendré

p ar {Fh: h~H03BB et F est F03BB-mesurable, de carré intégrable, 
S est donc l’ensemble des u de la forme

u = 03A3mk=1 Fkhk, (3.1)

ou hk E est F03BBK-mesurable, avec 03BBi...03BBm03BBm+1=+~
e t mEN.

Lemme d. On a S~Dom(03B4) et 03B4 est une isométrie de S dans L20(X, ).
Autrement dit, ~E~,

Preuve. Soit FhES, avec h~H03BB et F mesurable par rapport à F03BB =
F est donc indépendante de Ithi. Il résulte alors de

la proposition 2 que Fh~IM(03B4), et F~Dom(Dh) et DhF=O. Hais 
est valable dès que tandis que bth3 - Ith). Par suite:

F Ifh).

Si maintenant UES est de la forme (3.1), il s’ensuit que u~Dom(03B4)
et que

E[03B4(u)2] = E[(03A3mk=1 Fk I(hk))2]

= E(03A3mk=1 F2k I(hk)2) + 203A3klE(Fk Fl I(hk ) I(hl))

= 

où la dernière égalité provient de ce que est F03BBl -mesura-

bie, et donc indépendante de On a donc 

Il résulte de ce lemme et de la proposition 3 que V=S appartient
aussi à 03A6. Nous appelons V=S le sous-espace d’isométrie de h, as-

Voici un autre résultat important de cet article:

Théorème 3. Pour le sous-espace d’isométrie V=S de &#x26; associé à
les deux conditions ci-dessous sont équivalentes:
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(a) HV) = 

(b) est fortement continu, c’est-à-dire: .

E~,h - E~h
pour tous h~H, 03BB~IR, ou de manière équivalente: H03BB-=H03BB pour tout X.

Preuve. Avant de donner la démonstration proprement dite, rappelons
rapidement, selon Yoshida [~b~, qu’on peut définir l’intégrale

f 
R 

g(X) dE~h (3.3)

où g est une application de R dans un Hilbert Y, 3 et hEH. L’inté-

grale (3.3) a les propriétés suivantes:

(i) Si g = 03A3
k 

yk 1]03BBk ,03BBk+1 ] 
(somme finie), où yk~Y, alors

R 
g(03BB) dE03BBh = 03A3

k uk~(E03BB k+1h - E03BBkh). (3.4)

(ii) Si g~L2(R,dE03BBh,h>;Y), l’intégrale (3.3) existe, et on a

(3.5)

Rappelons aussi la formule d’intégration par parties suivante:

sE~ 
(3.6)

où est continuement dérivable, et où F: R -~ R est crois-

sante, càd, avec F+~ ; := ao et F-~ : :== -o~.

Nous pouvons maintenant passer à la preuve du théorème. Pour fEH

fixé, on note F(X) = = qui est une fonction po-
sitive croissante càd sur R, avec lim.. et

= ~, ~

D’après (1.3) et (1.7), on a d’abord

De(f) = .

Ensuite, nous allons montrer que

PVD~(f) = R~(E03BB-f) dE03BBf. (3.7) 

Pour cela, il suffit de montrer les deux propriétés

H dE~f E V, (3.8)

~S = 

j 
, (3.9)

pour tous F~L2(X,F03BB0 , ) et h~H03BB0, ou 03BB0~IR est arbitraire. 

,

Pour (3.8), on remarque d’abord que X ~ ~(E03BB-f) est une applica-
tion càg de R dans qui en outre appartient à

1 puisque si ~E~f,f> - on a
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IR~~(E03BB-f)~2L2(X, ) dE03BBf,f>H = R exp E03BB-f,f>H dE03BBf,f>

= ef,f> - 1 - 03A303BB~R [eF(03BB) - eF(03BB-) - eF(03BB-)(F(03BB)-F(03BB-))]

~ ef,f> - 1 (3.10)

(on a utilisé la formule d’intégration par parties (3.6)). Ceci montre

que l’intégrale dans (3.8) existe, et aussi qu’on peut choisir une
suite de subdivisions ~-a~Ca~~.. ,~a~ +ao~ telle que

03A3 kn-1k=1 
~(E03BB nkf) 1]03BB nk,03BB nk+1]

(03BB) ~ ~(E03BB- f)

dans L2(IR,dE03BBf,f>;L2(X, )). Par conséquent nous déduisons de (3.5):

u
n := 03A3kn-1k=1 ~(E03BB nkf)[E 03BBnk+1f - E03BB nkf] ~ R~(E03BB-f ) dE03BBf (3.11)

dans = On a évidemment u n E9, donc (3.8) est

établi. 

Pour obtenir (3.9), nous obtenons d’après (3.dd):

~ = R E[F d~E~f,h~

= ]03BB0,~[ E[F ~(f)] dE03BBf,h> (d’a près les hypothèses surF et h)
- E[F c(fl CJh>H) = (d’après (1.7).

(3.9) est ainsi établi, et on a donc prouvé (3.7).

Nous pouvons maintenant montrer aisément l’équivalence (b).

D’abord, si on a (al, le corollaire du théorème 1 montre que pour tout
f EF,

e~cf,f~ - 1 _ E[tetf l - 1)2]
= E(~PV D ~(f)~2H)

= 

R 
(par (3.7))

. 

= 

R E(EÀ_f)2 (par 

Hous en déduisons, d’après t 3 . ~0) , que X -+ est continu, et
donc E~f == EÀ_f pour tout On a donc (b).

Inversement, supposons (b). Pour obtenir (a), et comme est
un sous-espace fermé de il nous suffit de montrer que pour
tout fEH:

e(f) - 1 = 

D’après le théorème 1, on a donc il suf-
fit de montrer que et Etf)-’1 ont la même norme dans
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Pour ceci, on remarque que tbl implique que i3,~t5~ est une

égalité, et on peut donc remonter les calculs de la preuve de l’impli-
cation 

Proposition 4. Quand est fortement continu, la filtration

est continue; autrement dit, toute (F03BB)-martingale est p,s, à

trajectoires continues.

Preuve. D’après les résultats généraux.de la théorie des martingales,
il suffit de montrer que pour tout fEH, le processus est

à trajectoires continues. On a

= l = exp 

La continuité de la martingale est alors une conséquence
immédiate de la continuité forte de tE~)~~~, qui entraine en particu-
lier la continuité du processus gaussien à accroissements indépendants

3,2, Un élément maximal V de ~ tel que 

Mous donnons dans cette section le contre-exemple promis pour le

théorème 2.

Soit une base de H. On note En le projec-
teur de H sur le sous-espace engendré par et on associe

une résolution de l’identité (E03BB)03BB~IR Par

{ E03BB = 0 si 03BB1

E03BB = E[03BB] si 03BB~1.

Le sous-espace isométrique de b associé à est donné par

V = {03A3~n=1Fnen: 03A3nE(F2n)  ~, Fn est 03C3(I(e1),..,I(en-1))-
mesurable}. (3.12)

Le théorème 3 nous dit que Mous allons montrer ci-

dessous que 

Supposons en effet que , Il existe alors avec

u ~ 0, u J~ V, t3,131

Ecrivons la décomposition chaotique de u:

u = 

n=i 
t3.R41

où Comme ~~k,l~ , .. ~kn, k~’! ~ est une base

orthonormale de fn peut s’écrire

fn = 03A3k 03A3k1~..~kn cki,..,kn,k ek1o...oekn ~ek. (3.15)
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De i3,~31, nous déduisons que E(u) = 0 et que fn et sym(fn) sont

orthogonaux à pour tous entiers tels que

k > max(k1,..,kn ). Donc ck1,..., kn, k 
= 0, sauf si k=k1=...=kn. Autre-

ment dit, fn s’écrit 

fn = 03A3~k=1 ck e~(n+1)k = sym(fn). (3.16)

Finalement, la condition u~IM(03B4) entraine

E(u,u>H) = 03A3~n=1 ni fn,fn>H~(n+1)

= 

w

- ~ n=~ (n+1)! 

d’où l’on déduit grâce à (3.d6) que pour tout Il y a donc

une contradiction avec (3.13), d’où 

4 - APPLICATIONS

Nous présentons dans ce paragraphe des applications des théorèmes 1
et 3 à la représentation des fonctionnelles sur les différents espaces
de Uiener. Les idées principales sont toujours les mêmes: (1) choisir
une résolution de l’identité convenablej (2) montrer que sur l’espace
~ des fonctions simples correspondantes, b coïncide avec l’intégra-
le stochastique usuelle; (3) appliquer les théorèmes 1 et 3.

~.~, Formule de Clark classique.

Soit l’espace de Uiener classique. L’espace de Hil-
bert 1 est immergé dans par

Avec cette immersion, devient un espace de
Uiener abstrait, On note U = la famille des applica-
tions coordonnées, qui sous ~ est le mouvement brounien standard, et
soit Ft la tribu engendrée par les u(s), s~t.

On introduit maintenant la résolution de l’identité de L~t[0,~.)~;
f 4 s i X  0

E~h - ) 
h si 0 ~ ?~ ~R L~ s i ?~ ~ ~ ,

qui est fortement continue.

Théorème A. (a) Le sous-espace d’isométrie V de 6 associé à (E 1
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ci-dessus est l’espace des processus prévisibles tels

que t0E(v2s)ds  ~, et la restriction 03B4|V est l’intégrale d’Ito.

(b) (Théorèmes 1 et 3, et remarque (2) suivant le théorème 1) pour

tout F~L2(C0([0,1]), ), on a

F = E(F) + 03C3[(FVD)F] = E(F) + 10 v(t) du(t), (4.2)

où v - V et où la dernière intégrale est au sens d’Ito.

(c) Si de plus FEDom(D), on peut exprimer l’intégrand v de (4.2)

comme

vtt) = (4.3)

La partie (a) est bien connue. (4.3) est la formule de Clark clas-

sique, établie par Clark [4] pour F suffisamment Fréchet-dérivable.

La forme ci-dessus a été donnée par Malliavin [13] et Ocone [49].

Remarques. 1) Si, à la place de (4.1), on définit la résolution de

l’identité suivante:

on obtient comme ci-dessus, pour FEDamtD);

F - E(F) + ~ ü 4 dWt, (4.4)

où où et où le dernier terme de

(4.4) est une intégrale d’Ito par rapport au brownien 

2) Si on choisit la résolution de l’identité suivante:

0 si 03BB  0

E03BBh = { h 1[0,03BB]~[1-03BB,1] si 0~ 03BB ~ 1 2
h si 03BB > 1 2,

on obtiendra la formule suivante pour F~Dom(D):

F = E(F) + 1/20E[DF(t)|FtVFt] dw(t) + 1/20 E[DF(1-t)|FtVFt ] dwt,

(les intégrales sont toujours au sens d’Ito)J en remarquant que Wtt) )

et ~t sont deux brouniens relativement à la filtration sur

l’intervalle de temps Q

Nous pouvons maintenant compléter la preuve de la proposition 3. Il

nous faut montrer que sur 

c H.

Il nous suffit de l’établir sur parce que
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~e ne dépend de H qu’à un . isomorphisme près. Sur ce dernier espace

nous avons déjà construit deux éléments de ~e: le sous-espace d’iso-

métrie V de 03B4 associé à la résolution de (4.1)J et celui,

V, associe a la résolution de la remarque (d) ci-dessus. Or, il

est clair que 

4.2. Représentation des fonctionnelles d’un mouvement brownien de
dimension infinie. .

Soit un espace de Uiener abstrait où l’immersion de H

dans X est notée i. On peut construire un "gros" espace de Uiener

abstrait lX,H,p) de la façon suivante (voir Kuo [12]):

1) ~ = {f: [:0,d3 -~ X, où f est continue et 

muni de la norme ~f~ = sups~[0,1] ~f(s)~X.

2)  = L2([0,1],dt;H), et l’immersion  de dans  est

h -~ i(h(s)) ds. .

3) Comme î*: * ~ * = H est une immersion, on peut définir 
comme l’unique mesure gaussienne vérifiant

( exp (7~1 A(x)) l exp - ~ 
X H

Si on désigne par U = la famille des applications
coordonnées de X = dans X, la propriété (3) ci-dessus
revient à dire que W est un mouvement brounien standard à valeurs
dans (voir On note ;t la tribu engendrée par les

U(s) pour s_t. ,

On rappelle que l’espace des intégrands de l’intégrale stochastique
introduite dans cette situation par Kuo est

V - {u: x[0,1] ~ H tel que ut . , t ) soit Ft-mesurable pour
tout t, et Et j dt  (4.5)

Cet espace est la fermeture dans de

l’espace vectoriel ~C engendré par l’ensemble

tt’}.

Pour u = Fi*(l)1]t,t’] ~ , l’intégrale de Kuo est donnée par

10 u(t),dW(t)> = F l(W(t’)-W(t), (4.6)

qui est égale à d’après la proposition 2 et (1.13).

Introduisons maintenant une résolution de l’identité j de H: °
f 0 s i ~ ~ 0

h si t7 ~ X  1 (4.7)

t. h si 3~ ~ 1.
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En remarquant que ~), nous voyons clairement que le

sous-espace isométrique de Õ associé à ci-dessus est exacte-

ment l’espace des intégrands V, donné par (4.5). Par suite nous avons

d’après les théorèmes 1 et 3 et la remarque (2) suivant le théorème 1:

Théorème B. Sur nous avons:

(a) 6 est une extension de l’intégrale stochastique de Kuo.

(b) Pour tout 
S

F - E(F) + t 
où v - (PyD)F E V avec V espace défini par (4.5).

(c) Si de plus F~Dom(D), alors
1

F = E(F) + ~ 0 
Remarques. i) Quand dx),

le théorème B devient le théorème A.

2) Supposons que = où

.F 
~ 

l  c&#x26; et X(i) > 0 pour tout iE~;

. si x=(x(i): iEN) est la suite des coordonnées de 

alors ~ désigne l’unique probabilité sous laquelle les xtil

sont des variables aléatoires indépendantes de loi 

Dans cette situation, le théorème B donne la représentation des fonc-
tionnelles d’un nombre. infini de brouniens indépendants,
établie par Hitsuda et Uatanabe [8], ainsi que la formule de Clark as-

sociée donnée par Blum [2].

3) Quand la formule de Clark

(i.e. (c) du théorème B) a aussi été établie par Blum [2].

4) Bien que le théorème B n’apporte pas de résultats nouveaux dans

les cas 1J2,3 décrits ci-dessus, il est intéressant par sa généralité.

4.3. La représentation de Wong-Zakai des fonctionnelles d’un drap
brounien.

Nous commençons par introduire les notations nécessaires:

1) C0([0,1]2) est l’espace des fonctions f: [0,1]2 ~ R, continues,

nulles sur les axes, avec la norme sup 

2) L’application h ~ , où (s,t) = s0t0(s’,t’)ds’dt’ est une

immersion dense de L2([0,1]2,dz = ds~dt) dans C0([0,1]2).
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3) On note l’ensemble des applications coordonnées sur
~Qt[t3,~) ). On désigne par Fz la tribu engendrée par les Wz,
pour z’~z t ~ désigne l’ordre partiel naturel sur 

4) ~ est l’unique mesure gaussienne sur faisant de

un drap brounien canonique, i.e.

. U est un champ gaussien centré,

. où z=fs,t) et z’==(s’,t’).

Il est bien connu que constitue un

espace de Uiener abstrait, avec l’immersion h - h donnée ci-dessus.

Introduisons deux résolutions de l’identité de L2([0,1]2,dz):

{E103BBh = h 1(]-~,03BB]~[0,1]) x [0,1]

E203BBh = h 1[0,1]x(]-~,03BB]~[0,1])’ 

(4.8)

qui sont toutes deux fortement continues. Il est clair que le sous-

espace d’isométrie V1 de &#x26; associé à est

V~ - u(.,z) ) est T .-mesurable
pour dz-presque tout 

Z

où z~=ts,~) ) et ) lorsque z=(s,t).

On remarque que

V1~V2 = {u~L2(C0([0,1]2)x[0,1]2, ~dz): u(.,z) est Fz -mesurable

pour dz-presque tout z~[Q,1)~}.
Hotons aussi que V1, y2 et sont respectivement les espaces
d’intégrands de la 1-intégrale stochastique, de la 2-intégrale sto-
chastique, et de l’intégrale stochastique sur le plan, introduites par
Cairoli et Ualsh [3), De la même manière que dans les sections précé-
dentes, nous avons le:

Théorème ~.

(a) 

Les restrictions , 5 ~ i~ ~, 5I V 1 nV ~ sont respectivement les

1-intégrale, 2-intégrale, intégrale sur le plan, de Cairoli et Walsh.

(b) Pour tout on a

F = E(F) + 5(IP 

= 

v1(z) 
= 5t tP 
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= EtF) 

où vi - (P et S C0,2~ ~ désigne la i-intégrale.

(c) Si de plus alors dz-presque partout en z~[~,2~~;

pour i=2,2 izl a été défini plus haut).

L’originalité essentielle de la théorie de l’intégrale stochastique
sur le plan développée par Cairoli et Walsh C3) réside dans l’intro-

duction d’une intégrale stochastique double d’un type nouveau. Wong et

Zakai C~33 ont développé le calcul stochastique correspondant, et ils

ont notamment montré que tout s’écrit comme

F = E(F) dtJtzl

+ ) y ‘ C~l~) ~ 1{z~z?~ utz,z’l dU ( z) dW(z’1; ,; ( 4 . 9 )

dans cette expression, et la première intégrale ci-dessus

est l’intégrale sur le plan, qui coïncide avec d’après le théo-

rème C; ensuite {z~.z’} - avec z’=ts’,t’lj

puis u appartient à l’ensemble suivant

W - est

Fz~z,-mesurable pour presque tous 
finalement, le dernier terme de (4.9) est l’intégrale stochastique

double de Cairoli et Walsh.

La formule de Clark correspondant à cette représentation a été éta-

blie par Blum [Z~. En renvoyant le lecteur à Cairoli et Walsh C3~ pour

l’intégrale double, et suivant un résultat de Hualart C2b~, nous avons

pour tout uEG:

- ~ 2~ ( Z 
I

C~,~~ [0,27 ’ ~ ’

où b~ - b~b est l’adjoint de D~.

Donnons maintenant une preuve extrêmement simple de la représenta-

tion (4.9) de Uong et Zakai, et de la formule de Clark associée.

Corollaire du théorème C, Soit 

tai Si on a

F == E(F) + + ~tP 

= S [:.rJ2~ dU ( z )

+ [0,1]2 [0,1]2 E[D2F(z,z’)|Fz~z,] 1{z~z’} dU ( z) dWtz’l,
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(b) On a la représentation de Yong et Zakai*’(4.9).

Preuve. En appliquant le théorème t; à la fonctionnelle P 
V 
1DF - PVDF,

qui à valeurs hilbertienne (cf. remarque (4) suivant le théorème 1),

on obtient

PV1DF - PVDF = 03B4[PV2D(PV1DF - FVDF)],
puisque PyDF) = 0. Pour obtenir (a) il suffit donc de mon-

trer que si 

dzdz’-p.p.

Pour cela, on remarque que

DtPVIDF - 
= 

~Z’ ~Z ~ - 
Par suite

PV2DFV1-VDF(z,z’)

= E[E(D2F(z,z’)|Fz1) 

1{z’~z1}|Fz,2] - E[E(D2F(z,z’)|Fz) 1{z’~z}|Fz2]
= E(D2F(z,z’)|Fz1^z,2] 1{z’~z1} - E(D2F(z,z’)|Fz^z,2) 1{z’~z}
= E(D2F(z,z’)|FzVz,) 1{z~z’}’

où nous avons utilisé le fait suivant

= t~.~~)

On a ainsi (a), ce qui donne également (b) sous la condition que
Pour obtenir (b) dans le cas général, on approche F par

une suite de Fn appartenant à 

Remarques. 1) En regardant le drap brownien (W(s,t)) 
(s,t)~[0,1]

2

comme un brownien à valeurs dans soit s ~ Wts,.l, la 1-

intégrale de Cairoli et Walsh est exactement 1?intégrale de Kuo pré-
sentée au §4.2. Ainsi, le théorème c peut être considéré comme un cas
particulier du théorème Bj cette remarque a été faite par Blum [23.

2) Soit V1,V2~03A6e tels que 03B4(V1) = 03B4(V2) = L20(X, ). D’après le
théorème 1 on a, comme dans la preuve du corollaire ci-dessus:

F = E(F) + 03B4(P
V
1
~V

2DF) + 03B42[P

V2D(P V
1DF - P

V
1

~V2DF)]
(parce que E(PV1DF) = PHDF = E(PV1~V2DF), puisque H~Vi), qui peut
être considéré comme la version abstraite de la représentation de Uong
et Zakai.
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S’il y a n éléments maximaux de . tels que 

on peut procéder comme ci-dessus jusqu’à l’apparition de bn
(c’est une généralisation de l’intégrale stochastique multiple adaptée
de Mualart [16] et Nualart, Zakai [18)l. Par exemple si n=3,

F = E(F) + 03B4(PV1~V2~V 3DF) + 03B42[PV1~V2D(PV1 - PV1~V2~V3)DF]
+ 03B43[P V1 D PV1~V2 D (PV1 - PV1 ~V2~V3)DF].

Pour le processus de Wiener indexé par [0,1]3, cette formule peut
être calculée explicitement comme dans le cas du drap brownien.
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