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SUR UNE HORLOGE FLUCTUANTE POUR LES PROCESSUS DE BESSEL
DE PETITES DIMENSIONS

Jean BERTOIN

Laboratoire de Probabilités (L.A.224), Université P. et M. Curie
4 Place Jussieu - Tour 56 - 75252 PARIS CEDEX 05 .

L’origine de ce travail est la recherche d’une extension pour les
petites dimensions d’un résultat da a Biane et Yor [3] sur des changements de
temps pour un processus de Bessel (voir (0.3) ci-dessous). Considérons R , un
processus de Bessel de dimension d>0 , issu de O (en abrégé BESO(d) ), 0

étant une barriére instantanément réfléchissante lorsque d<2 .

Quand d>1 , R est une sous-martingale de décomposition canonique
(0.1): R =B+ (d-1)H, avec B brownien réel et H = % szs/Rs .
Pour tout t positif, notons
(0.2): T(t) = inf{ s : H>t } et R =2 ReT .
Biane et Yor ont alors montré que
(0.3): R est le carré d’un BESO(Zd-Z) (en abrégé BESQO(Zd—Z) ) .
Si 1'on prend maintenant d dans 1’intervalle ]0;1[ , R n’est plus

une semi-martingale, mais un processus de Dirichlet qui admet la décomposition

canonique de la forme (0.1) , cette fois avec

t
H =1 v.p. [ as/R =1 [ @ -2 a*? da,
t 2 s 2 t t
0 R+
ol nous avons noté ( L:(R) : a € R+ , t20 ) une version bicontinue des temps

locaux de R (voir [1], paragraphe V). L’horloge H est fluctuante, au sens
ot H est une fonctionnelle additive non monotone de R . L’étude du
processus de Markov fort R se présente comme cas particulier d’un probléme
trés général soulevé par Rogers et Williams [13] (voir également London et al.
[8], Rogers [11], Mc Gill (9] ...).

D’aprés sa définition, H est croissant sur tout intervalle dans lequel

R ne s’annulle pas, et il est aisé de voir que R évolue comme un BESQ(2d-2)
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tant qu’il reste dans ]0;+w{ . La difficulté consiste 3 savoir comment se
comporte R au voisinage d’un temps d’arrét en lequel il est nul (le point O
est-il une barriére instantanément réfléchissante, R peut-il sortir
continument de O ? ). Bien que ces questions soient trés proches de celles
abordées dans [8] et [13], notre approche sera différente, au moins en
apparence: nous allons A nous ramener a la situation classique du changement
de temps d’un processus de Markov par une fonctionnelle additive croissante

(voir Maisonneuve [10]). Plus précisément, si nous notons

S = sup{ H_ : sst Y,

nous avons T(t) = inf{ s : Ss>t } ; mais, bien sr, S n’est pas une
fonctionnelle additive de R . C’est, par contre, une fonctionnelle additive
du couple Markovien (R;H-S) . Nous étudierons donc, dans un premier temps, le
processus (R;H-S) en décomposant sa mesure d’excursion hors de (0;0) , nous
en déduirons une description de R , et nous Justifierons a posteriori
1’intérét de notre travail en montrant que R intervient dans des théorémes
limites pour des browniens changés de temps par certaines horloges
fluctuantes.

Dans un second temps, nous étudierons plus généralement les valeurs prises
par R en les lignes de niveaux de H : en notant T(-t) = inf{ s : H_<-t Y,
nous montrerons que le processus A valeurs dans 1’espace des mesures o-finies

sur ]0; e[

3 (aZ—l).

ar— p (a) = Z 1( tho . Ht=a } Rt

T t<T(-1)
est Markovien, continu et nous expliciterons son semi-groupe. Ce résultat peut
également étre interprété comme un théoréme du type de ceux de Ray et Knight

pour la mesure d’'occupation de (R;H) .

Tout au long de cet article, (9,9t.P) désignera un espace probabilisé
filtré. Méme lorsque nous travaillerons sous une mesure d’excursion (i.e.
seulement o-finie), nous emploierons le langage probabiliste (loi, variable
aléatoire ...) au lieu de celui de la théorie de la mesure (mesure image,
fonction mesurable ...). Enfin, si ¢ : R+ —> R+ est une fonction continue
croissante, nous noterons ¢'1 son inverse continue a droite ( w-l(t) =
inf{ s : e(s)>t } ).
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I ETUDE DE R .
1) Un lemme utile. Dans ce paragraphe, nous appliquerons a plusieurs reprises

le résultat élémentaire suivant sur les excursions d’un processus de
Markov changé de temps:

Soient E wun espace polonais, X, un point de E , et X un processus
de Markov fort pour lequel Xy est régulier. Désignons par ¢ un temps local
en Xx, pour X au sens de Blumenthal et Getoor [4] (c’est-a-dire que ¢ est
une fonctionnelle additive positive de X qui ne croit que quand Xt ou Xt_
est nul), et par n 1la mesure d’'Ité [7] des excursions de X hors de X,
associée & ¢ . Nous noterons x = ( x(t) : tsv ) 1’excursion générique, et v
sa durée de vie.

Considérons encore f : E — R, une fonction borélienne et posons
t. t
Ae) = [ £x) ds . att) = [ £x(s)) as .
o - ° 0

Nous supposerons de plus que

(1.1): P, p.s. pour tout t, A(t) <w; et nps., alv)>0.
0

Lemme I.1. Si &A™ est un temps local en X, bpour XoA™! (au sens de
Blumenthal et Getoor), alors la mesure d’It6 des excursions de XoA™' hors de
X, est 1’image de n par 1’application

X — xoa ' (avec la convention x(w) = X, ).

Preuve. Montrons tout d’abord que les intervalles d’excursions de XoA™!

-1

sont les images par A des intervalles d’excursions de X : LoA étant
continu, pour tout tz=0 ,nous avons
A (E) = AlM(t) et (LA)Nt-) = AeLM(t-)

Par conséquent, si £(t-)<€(t) , 1£(t-);£(t)[ est un intervalle
d’excursion pour X, et d'apres (I.1), Aol i (t-) < Aoli(t) . Ainsi,
108eA™) 7 (t-); (LA™) ' (£)[ est un intervalle d’excursion pour XeA™! .

Réciproquement, si  (LA™)7'(t-) < (LA™} (t) , c’est-a-dire si

AolM(t-) < Aoll(t) , alors EM(t-) < £(t) ; et 1ENt-); £M(E)[ est un
intervalle d’excursion de X .
Enfin, A étant une fonctionnelle additive, pour tout s20,
u
XA (LA™ (t-) + ) = X(£(t-) + inf{ u : jfox(z"(t-) +r)dr>s} ),
0

ce qui entraine le lemme (il suffit de raisonner sur les processus de
comptage).o
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2) Excursions de (R;H-S) . La décomposition des excursions de (R;H-S) que

nous allons donner découle des résultats obtenus dans [2] pour (R;H) et de
1’analogue suivant d’une identité en loi pour 1le mouvement brownien dQe a

P. Lévy: introduisons les changements de temps

S

al(t) = inf{ s : Iz I(Hu<su} du>t} , B(t) =inf{ s : Ig 1(Hu<0) du >t }

(on vérifie aisément que ces quantités sont finies p.s.). Nous avons le
Lemme I.2. Les processus (R;H-S)a( ) et (R;H)B( ) ont méme loi .

Preuve. Pour tout >0 , notons

S S
ale,t) = 1nf{s:I; Lh o5 <ep 49 t} , Ble,t) = inf{s: J; L ce) 90 }

quantités qui sont finies p.s. pour tout t . Comme JS 1(H -S <-¢} du
0 u u

s
converge en croissant quand € décroit vers 0 vers I 1(H <s} du ,
o] u u

alors p.s. pour tout t , 1lim a(e,t) = a(t) et de méme 1lim B(e,t) = B(t)

8*0 €¢0
Ainsi,
lim (R;H_S)a(c,t) = (R;H_S)a(t) et lim (R;H)B(e,t) = (R;H)B(t) ’
€0 €,0
et il nous suffit de vérifier que (R;H-S)a(e,.) et (R;H)B(e..) ont méme

loi. A cette fin, introduisons les suites de temps d’'arrét p.s. finis
U(e,0) = V(g,0) =0,
U(e,2n+1) = inf{ t>U(e,2n) : (H-S),<-e} ,

U(e,2n+2) = inf{ t>U(e,2n+1) : (H—S)t=0 }
V(e,2n+1) = inf{ t>V(e,2n) : Ht<—e } , et
V(e,2n+2) = inf{ t>V(e,2n+1) : H=0 }

( U(e,n+1) est le premier temps aprés U(e,n) en lequel H-S atteint O
quand n est impair et -e¢ quand n est pair; la construction est la méme
pour V(e,.) relativement a H ). H étant croissant sur tout intervalle sur
lequel R ne s’annulle pas, pour tout entier n, RU(:,2n+1) et RV(e,2n+1)
sont nuls. I1 découle alors de la propriété forte de Markov et de ce que H

est une fonctionnelle additive de R que

. «H- . Osts< - R N
(I.2): { ((R;H S)U(e,2n+1)+t : 0st=U(e,2n+2) U(e,2n+1)) nelN}
est une suite de processus indépendants, chacun ayant la méme loi que
((R;H—e)t : 0st=T(e)) (c.f. définition (0.2)) .
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I1 en est de méme pour

(1.2°): { ((R;H) : 0=ts=V(e,2n+2) - V(e,2n+1)) , ne N} .

V(e,2n+1)+t
Notons J (= J(e) ) le processus obtenu en "recollant bout-a-bout" 1la suite
(I.2) , et J' celui obtenu de méme & partir de (I1.2'). J et J’ ont méme
loi et sont construits a partir de (R;H-S) et de (R; H) en effagant des

intervalles de temps qui apportent une contribution nulle respectivement aux
intégrales Jz I(Hu_su<_e) du et Jz I(Hu<_€) du . Nous avons donc

(R;H_S)a(e,t) = Jw(e,t) ou (e, t) = inf{ s : Jz I(Ju<_e) du > t} ,
s

(R; H) o 7y'(g,t) = inf{ s : J; I(J,u<_e} du > t}

Ble,t) = J"y'(t:,t:)

Ainsi, (R;H—S)a et (R;H) ont méme loi, ce qui prouve le lemme.nO

(e,.) B(e,.)

Rappelons maintenant le principal résultat de [2]: soit dn(t) (neN,
t=0 ), le nombre de descentes de O a -2 que H accomplit sur
1’intervalle de temps [0;t] . 2™

quand n tend vers 1’infini vers &(t) , le temps local en (0;0) de (R;H).

dn(t) converge p.s. pour tout t

Le processus des excursions de (R;H) hors de (0;0) est un processus de

vines , l'espace des

Poisson ponctuel (en abrégé p.p.p.) a valeurs dans
trajectoires continues, issues de (0;0) , et absorbées aprés le premier
retour & 1’origine. Nous désignons par m la mesure caractéristique de ce

P-pP.p., et afin de la décrire, nous introduisons les

Notations. - Pour tout w = (w', 0% e Q*°°

i = inf{w3(r) : rz0} , u = inf{r>0 : w°(r)=0} , et v = inf{r>0 : w(r)=(0;0)} .

= Pour tout x>0 , nous désignons par R® un BESx(d) . R® est un

, nous posons

processus de Dirichlet de décomposition canonique R =x+B+ (d—l)Hx , avec

t ©
x _1 X _1 apXy _ 100X d-2
HY = 2 v.p.Io ds/RY = 3 J.O(Lt(R ) - LYR) 2% da .

Nous notons encore gx = inf{ t : R:=O } et TX(0) = inf{ t>0 : Hf=0 }
( H® étant strictement croissant sur ]0;€x[ , on a §x<Tx(0) ).

m se décompose alors de la fagon suivante (c.f. [2]):

(1.3) : i) La loi de w'(u) sous m est donnde par
m(w'(W)=0) = 0 et m(w'(u) € dx) = %%g) x*2dx (%0) .
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ii) Sous m , conditionnellement a wi(u) =x ( x0 ), les processus
(w(u+r) : Osrsv-u) et ((w'(u-r);-w?(u-r)) : Osr=u) sont indépendants et
ont méme loi que ((Rx;Hx)t : 0st=T*(0)) .

Cette description entraine que 1la condition (I.1) du lemme I.1 est

satisfaite pour X = (R;H) , f(r,h) = 1h<0 et Al = B . Montrons maintenant
(1.4): 308 est un temps local en (0;0) pour (R;H)B( ) -

Par construction, dn(B(t)) est le nombre de descentes de 0 a -2" que
HB a effectuées sur 1’intervalle de temps [O;t] . D’apreés (I.3), d&(B(t))

= lim 2"(¢d)dn(ﬁ(t)) est une fonctionnelle additive de (R;H)B(-) qui ne

croit que quand HB(-) est nul. Or, p.s. pour tout t , si HB(t) est nul,
RB(t) 1’est également (en effet, si RB(t) # 0, alors H est strictement
croissant au voisinage de B(t) , et H est strictement positif immédiatement
A droite de B(t) , ce qui contredit la définition de B ). Il nous reste a
voir que &¢8 est continu: comme & est continu, les sauts de doB ne
peuvent provenir que de ceux de B . Si B(t-)<B(t) , alors H =0 pour
presque tout r de [B(t-);B(t)]) , et d’aprés la description (I.3.ii), ceci
n’est possible que si H>0 sur 1B(t-);B(t)[ . Comme & ne croit que quand

H est nul, nous avons bien &(B(t-)) = 3(B(t)) , ce qui prouve notre
assertion.
Notons dn(s) le nombre de descentes de 0 a -2 que H-S a

accomplies sur [0;s] . Par construction,

dn(s) = dn(a(t)) pour t = Jz I{Hu<su) du ,

~

dn(a(t)) converge quand n

tend vers 1’infini vers goa(t) ,le temps local en (0;0) de (R;H-S)a(

n(&d)an(s) - S(S) def 3oa(t) . D’autre part, les

et comme, d’aprés le lemme 1.2 et (I.4) , 2™

p-s., pour tout s., lim2
applications

s — t = I: 1(H <} du et s > Soa(t)
u u

étant continues, 3 est une fonctionnelle additive continue de (R;H-S) qui
ne croit que quand R et H-S sont nuls (puisque H-S est croissant au sens
large sur tout intervalle sur lequel R ne s’annulle pas). Finalement, 3
est un temps local en (0;0) pour (R;H-S) .
- Le processus des excursions de (R;H-S) hors de (0;0) est un p.p.p. a
valeurs dans Qabs ; nous notons ; sa mesure caractéristique. Elle est

décrite par le théoréme suivant (voir figure 1):
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Théoréme I.3. i) La loi de w'(u) sous m est donnée par
- - 1-d d-2
n( '(W)=0)=0 et ml w'(u) e dx ) = @ ¥ dx ( x>0 ) .

ii) Sous ; , conditionnellement 2 w'(u) = x ( x>0 ) , les processus

(w(u+r) : Osrsv-u) et (w(u-r) : Osrsu) sont indépendants . Le premier
X X

est distribué comme ((Rx;O)r : 0sr=s£*) et le second comme ((R ;-H )r :

0=r=T*(0))

MMM

2
-
figure 1
Preuve. Commengons par montrer
(1.5): m p.s., w’ =0 sur [u,vl , w0, et w0 sur 10; ul

A cette fin, supposons qu’il existe r e lu,v[ tel que w?(r)<o . De la

définition méme de u , si g(r) = sup{ r'<r : wz(r')=0 } est le dernier

instant avant r en lequel W’ est nulle, alors g(r)>0 . D’autre part, W?

n’est croissante sur aucun voisinage de g(r) , et donc, m p-s., wl(g(r)) =
wz(g(r)) =0, c’est-a-dire g(r)=v , ce qul est contraire a notre hypotheése.
Ainsi, w’=0 sur [u,vl , et v = inf{ ru : w‘(r)=0 } . Si maintenant o

est une excursion telle que u=0 , alors v = inf{ r>0 :w'(r)=0 }
1

, et le
temps local en 0 de w est identiquement nul. Désignons par <t 1’ inverse

continu & droite de LO(R) - S1 m(u=0) # 0, il existe p.s. un instant t

tel que Hr(t)>Ht(t-) = sup{ Ht(s) s<t } , ce qui contredit le corollaire 1
de Rogers [12] (rappelons que HT est un processus stable d'exposant 2-d>1 ,
voir Biane et Yor [3] p. 24). Ainsi, m(u=0) = O , et la définition de u

entraine que W® est strictement négative sur ]0,ul.
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I1 découle de (I.5) et du lemme I.1 que la mesure d’'excursion de
(R;H—S)a(.) est 1’image de m par l’application ¢ : w — ¢(w) , ou
¢(w) : [0,u] — R xR, ¢(w)(r) = wlr) si r e [0,ul , ¢(w)(uw) = (0;0)

et de méme, (I.3), (I.4) et le lemme I.1 entrainent que la mesure d’excursion

de (R;H)B(-) est 1’image de m par 1l'application précédente. Nous déduisons
du lemme I.2 que le processus (w(u-r) : Osrsu) a méme loi sous m que
sous ; , ce qui établit i) et la derniére partie de ii) grace a (I.3). Enfin
la premiére partie de ii) découle de la propriété de Markov forte appliquée au
temps d’arrét u .o

Ouvrons ici une petite parenthése pour donner une application trés simple
de ce résultat: considérons ¢ un temps exponentiel indépendant de paramétre
6, et k un réel positif. D’aprés la théorie des excursions, on a

E[ 1((H_S)t<0} exp(k(H—S)t) ] =

© " . \'4 -0

El[ exp(-0 37(t) at ] [J.m(dw) [ 0e™ expiatr) 1, dr] ,
0 0 {w°(r)<0}

et de méme

E[ 1 exp(k Ht) ] =

{Ht<0)

00 \'A
E[I exp(-6 8 1(t)) dt ] [ I m(dw) I 0 e O exp(kw?(r)) 1 . dr ] .
0 0 {w”(r)<o0}
D’'une part, nous déduisons de la propriété de scaling et des définitions de o

et & que 3 et 5! sont deux subordinateurs stables d’exposant (1-d)/2
(voir [2) prop.I11.4); et d’autre part, d’aprés (I.3) et le théoréme 1I.3,

v -
I 2] e-er exp(sz(r)) 1 2 dr a méme intégrale sous m que sous m
0 {w"(r)<0}

Par conséquent, E[ exp(k(H-S),) | (H-S),<0 ] = E[ exp(k Hy) | H,<0 ] . Cette
relation étant satisfaite pour tout 6 , la loi de (H-S)1 conditionnellement
a (H—S)1<0 est la méme que celle de H1 conditionnellement 2 H1<0
D’aprés la proposition IV.3 de [2], nous avons donc pour tout x>0,

P((S-H), € dx | S,-H;>0 ) = 2(1-d) (207" exp{ -(1-d)%%/2 ) dx .
I1 serait bien sOr intéréssant de pouvoir calculer P( SI-H1=O ) , ce qui
permettrait de déterminer complétement la loi de Sl—H ; malheureusement les

1
calculs deviennent vite trés compliqués, et nous n’avons pu les mener a bout.

Enfin, comme nous 1l’'avons signalé en introduction, S est une

fonctionnelle additive de (R;H-S) . Plus précisément, nous avons le
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t
_1 du
Lemme I.4. P p.s., pour tout t=0 , St =3 Jg 1{Hu=su} Ru

Preuve. Si & 1'instant t , H et S sont égaux et R est non nul, alors H
est dérivable en t et sa dérivée vaut 1/(2Rt) ; S est donc dérivable a
droite en t , sa dérivée a droite valant également 1/(2Rt) . Comme S ne
croit que quand H =S , il suffit pour prouver le lemme, de montrer que la

mesure dS, ne charge pas 1l’ensemble des zéros de R . Or, nous verrons dans

t
la proposition I.6 (qui est établie indépendement de cette partie) que pour

tout t>0 , P( §t=0 ) = 0 (rappelons que R =2 Res™! ), et donc
E[ I 1,5 _ . dt ] = E[ f 1,. _ . dS ] =0 .o
R, (Rc_ 0} R, {Rt— 0} t

3) Une description de R . I1 ne nous reste plus qu’a appliquer le lemme I.1
a4 X=(RH-S), A=S et A =T . Grace a la décomposition des excursions
de (R;H-S) donnée par le théoréme 1.3, la condition (I.1) est satisfaite.

Pour montrer que 3 = 5087! est un temps local en (0;0) de (R;H—S)S-1(t) =
(% ﬁ;O)t , commengons par remarquer que si J(n;t) désigne le nombre
d’excursions de (R;H-S) effectuées avant t telles que (.)l(u)>2’n , alors
p.s. pour tout t ,

n(d-1)

lim 2 J(n;t) = 8(t)/T(d)

nTw
(ceci découle, grace au théoréme 1.3 i. des mémes arguments que ceux employés
par Williams [14] pour montrer le théoréme de Lévy sur le nombre de descentes
du brownien par la théorie des excursions). Or par construction, d’aprés (I.5)

et le lemme I.4, pour tout t=0 ,

J(n;St)) = # { s<t : SM(s-)<sM(s) et R.1, 52}

S “(s)
=#{s<t: R =0 et Ro>2
S- S
et donc
3(t) = 1im 2" 4 (st s R_=0 et R >2™" ) = ses7M (1)

nTeo
est une fonctionnelle additive de R qui ne croit que sur { §5_= 0} . Les

ost sNs-)esHs)

alors d’apreés le lemme 1.4, H<S pour presque tout r de [S '(s-) .S-I(s)];

sauts de 3 ne peuvent provenir que de ceux de S

et grace a (I.5), ceci n’est possible que si H<S pour tout r de ]S_l(s-),
s (s)[ . Comme & ne croit que quand H et S sont égaux, nous avons
-~ a“ ~ ~ ~
8eS7'(s-) = 8057} (s) . 8¢S est un temps local en O pour R . Notons m

la mesure caractéristique du p.p.p. des excursions de R  hors de 0 a
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-

valeurs dans Z ={ w : R+ —_— R+ , w continue et absorbée en O } ( w

n’est pas nécessairement issue de O ), et énongons le

Théoréme I.5. Sous m , le processus canonique a pour loi initiale
~ _ _ ~ _ ~1-d 1-d d-2
mw(0) =0) =0 et m( w(0) edx ) =2 Q) X dx ( x>0 ) ,

et est le carré d’un processus de Bessel de dimension 2d-2 tué en O .

Preuve. La loi initiale découle immédiatement du lemme I.1 et du théoréme 1.3
1) . Considérons x>0 et o(t) = inf{ s : H>t } ( t<H(§) ) . Une
extension immédiate du lemme I.3 de Biane et Yor [3] montre que
X, X
( 2R¢r(t) : 0=t sH () ) est un BESQZx(Zd—E) (tué¢ en 0 ) .
Le lemme I.1 et le théoréme 1.3 ii) entrainent que ( m | w(0) =2x ) est 1la
loi du BESQZX(Zd—Z) .0

Remarque. Nous avons vu dans la preuve du lemme I.4 que la mesure d’occupation
de R ne charge pas {0} . Le coefficient de retard de R en 0 est nul,
c’est-a-dire que O est une barriére instantanément réfléchissante pour R

R est donc complétement caractérisé par la donnée de sa mesure d’excursion
(Ité6 [7), théoréme 6.1 ). Enfin, pour répondre a une question posée dans

1’ Introduction, i) nous dit que R ne sort de 0 que par sauts.

Cette description nous permet par exemple de déterminer la 1loi de la
durée de vie et de la hauteur de 1’excursion: nous avons d’une part
~ _ ,1-d 1-d ® a-2
m(vedt ) =2 D Ox P( €(x,2d-2) e dt ) dx ,
od £(x,2d-2) désigne la durée de vie du carré de Bessel de dimension
2d-2 1issu de x .D’aprés Getoor [5] et Getoor et Sharpe [6], la loil de
€(x,2d-2) est donnée par

24 1-d/2 2
_ _ [ X exp(-x“/2y) -1+d/2
Pleza) eay) = (5] FHEAD v ay
et donc
~ -d 1-d ® 4.2 2-d 3-d,-1
m(vedt)=2"¢ Ix (x/2)%79 (r(2-d) t¥H 7! exp-(x/2t) dt
r(d) o v
= 5 dl';“. sy 4 dt = tT sin dn dt .

De méme, x +—> x> est une fonction d’échelle pour le BE‘SQX(Zd-Z), de

sorte que, si & désigne la hauteur de 1’excursion générique w ,

00
~ _ o1-d 1-d d-2 _2-d _d-2 d-2 _ o1-d 2-d _d-1
m( h)y ) = 2 F(a) [ JZX X N4 dx + Iyx dx ] =2 F(a') Yy
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Nous allons maintenant compléter 1’étude de R en explicitant, gréace au

calcul stochastique, son semi-groupe de transition :

Proposition I.6. Si k, x, et t sont trois réels positifs,
E [ exp -k R, 1 = exp(-x/2t) [(1+2kt)*™ exp(x/(2+4kt) - (2kt)'™ ]

En particulier,
e _ 1-d 1-d
PO( Rt € dy ) = F—a'] (2t) Yy

d-2 _ e—y/2t)

(1 dy ( y>0)

Preuve. Nous avons vu dans [1] que pour toute fonction f de classe C1 , si

F désigne la primitive de f nulleen 0 ,

exp{ R§ f(Hf) + (1—d)F(H:) -

NI

t 2 X
[+ e as
0 s
est une martingale locale. Pour a>0 , N € N, en prenant f(y) = 1/(y-a) , on
obtient par application du théoréme d’arrét
P ( T¥(a) > TX(-N) ) = exp(-%/a) [a/(a+N)]'™

( Tx(y) =inf{ t : Ht =y} ) . Dautre part, si 1’on prend b>a et f(y) =
1/(y-b) , on obtient de méme

El exp{ R /(a-b)} ((b-a)/a)'™

T (a) 1-d
+ exp(-x/a) [ 2+N '_E%ﬁ ]

d’ou, en faisant tendre N vers 1’infini et en posant k = 1/(b-a) ,

— _k~
E [ exp(-k RTx(a)) 1 = E, [ exp-5R ]

= exp(-x/t) [ (1+kt)¥™® exp(x/(1+kt)) - (kt)'™® )

1) < T-N) }

= exp(-x/b) ,

Nous avons donc la premiére partie de la proposition. La seconde, quant &
elle, découle de la premiére en prenant x = 0 et en inversant la transformée

de Laplace.no

4) Théorémes limites relatifs a certains problémes d’horloges fluctuantes :

Pour conclure ce paragraphe, nous allons montrer que R intervient de
fagon naturelle dans le probléme, dit de 1’'horloge fluctuante, posé par Rogers
et Williams [13] : considérons B un mouvement brownien réel, f une

fonction localement intégrable, et notons

t T(f,t)

(avec la convention B°° = o ). Au regard des travaux de Yamada [15] , nous

S
T(£,t) = inf{ s : f £(B)du>t}, B, = B(f,t) =B
0 u

nous intéréssons au comportement asymptotique de B sous 1’ hypothése



128

(H): Il existe m e 10;%[ , =w'>n et g fonction continue & support compact,
héldérienne d’ordre m’ , dont la dérivée fractionnaire d’ordre m soit f

’

c’est-a-dire que
=D - 1 l - —g) 1M
f=Dg: x — el (g(x) g(a))(x-a) da .

Nous avons le

Théoréme 1.7. Prenons d = (1-2n)/(1-n) . Alors

1/(n-1)y
(k Bk

i) Si I gla)da < 0 , la suite de processus £ :tz0) converge en
R

loi au sens des distributions finies dimensionnelles quand k%™ vers

1/(n-1)
4 = 1/(1-m) |
[[ = fm g(a) da ] R . t20 ] .

t
. . Ly 1/(n-1)g
ii) Si g(a)da > 0 , alors pour tout t positif, k Bkt converge
R
vers O en probabilité quand k tend vers 1’'infini.
Preuve. Posons fk(x) = (k%) . Yamada [15] a montré que sous

1’ hypotheése (H),

t
(1.8): k(1+n)/2 I fk(Bu) du converge p.s. uniformément sur tout compact
0

vers
1 . N P ™. a _,0 -(1+7)
Fr:ﬁ)[ I%g(a) da ] H(-1-m;t) , ou H(-1-n;t) = IO(Lt(B) Lt(B)) a da

(la constante TI'(-n) manque dans le théoréme II.2 de Yamada; elle doit en
effet étre rajoutée dans son égalité (2.11) afin d’étre en accord avec son

lemme I1.3). Supposons maintenant que Jé(a)da < 0 . Il découle de (I.6) que

(1+m)/2 £

lim 4, T(k t) = infls: [ IRg(a) da ] H(-1-n;s)/T(-n) > t }

pour tout temps t en lequel

t +— inf{ s : [ I g(a) da ] H(-1-n;s8)/T(-9) > t}
R

est continue, c’'est-a-dire pour tout t p.s., comme on le voit aisément a

1’aide de la proposition IV.5 de [1]. D’une part, d’aprés le paragraphe V de

t
, _ =27 - 1-2n . loi
{1], si 1'on pose A(t) = Iol(Bs>0) B,"  ds et d=q7-. (R;H) a méme lo

que (BeA™ (L )/(1-1) ; H(-1-1;A"1(.))/(2-2n)) ; et c'est donc aussi le cas pour
]1/(1-n)

1-n 3 _
[7 R(./(2-2m))

et B(inf{ s : [[ g(a) da]H(-l-n;s)/F(-n) > . ).
R
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Ainsi, (ﬁ(k(1+")/2fk,t) : t=0) converge au sens des distributions finies
dimensionnelles vers 1 R F(-m) t 1/(l_n): t=0 processus
2 (Jg(a)da)(2-27) ’

qui, par scaling, a méme loi que

1/(n-1) _ _
] & 1/(1-7)

t t=0 ]

[[ Fréﬂy J; gla) da

D’autre part, nous déduisons de 1’égalité en loi

((B,,; fktf(s ) du) : t20) =% (x3B,; k ‘e (B ) du) : t=0)
kt’ 0 ) qw o e = t’ J; k' "u )

que

DB k) o) £ BT 2 1) ¢ o)

ce qui prouve i).
Enfin, si Ié(a)da >0, alors

lim o T((1*M72
(-]

” fk,t) = inf{ s : [ ng(a) da ] H(-1-7m;s) < T(-m)t } ,

temps en lequel B est nul (puisque T(-n) < 0, voir lemme III.7 de [1]), et
ii) est démontré.no

II Un théoréme de Ray-Knight pour la mesure d’occupation de (R;H) .

Intéressons nous maintenant a la description des valeurs prises par R
sur 1’'ensemble des temps en lesquels 1’horloge H vaut h . Il découle de la
décomposition (I.3) des excursions de (R;H) que p.s., pour tout €>0 |,
{s: Hs=h et R o> } est discret. Ainsi,

B (h) = Zl{RatO;H:h)sR (t>0, heR)

s<t s s s

(ou Sx désigne la masse de Dirac au point X , & ne pas confondre avec

8(t) , le temps local & 1'instant t de (R;H) ) est une mesure o-finie sur
»*

R, . De plus (c.f. corollaire III.10 de [1]), p.s. pour tout h ,

+
n (def)

(I1.1): A} 2<u, (h); 1d> = 2 f x p (R)(dX) <@ ,

10; [
h
et ( At : heR, tz0 ) est une version mesurable des densités d’ occupation

de H, c’est-a-dire que pour toute fonction f borélienne bornée, on a

t h
fo f£(H) ds = I[R £(h) A7 dh .
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Nous en déduisons la désintégration suivante de la mesure d’occupation de

(R;H) : pour toute fonction ¢ : R+ x R — R borélienne bornée,

t
(11.2): I¢(RS;HS) ds = 2 J' th‘ $(x;h) x p (h)(dx) .
0 *

R IR+

*
Notons Mp 1’ensemble des mesures u sur R, & valeurs entiéres, dont

le support peut étre rangé en une suite décroissante éventuellement finie

P
muni de la topologie de 1la convergence vague, est un espace métrisable

*
(x ) de réels strictement positifs (i.e. u = Z a 8 , o € N ). M
n n Xn n

localement compact. Rappelons que T(-t) désigne le premier temps d’atteinte

de -t par H, et énongons le

Lemme IX.1. Le processus h +— uqu)(h) admet une version continue.

Preuve. Soit f wune fonction positive & support compact et de classe c®
sur ]0;+w[ . Pour toute fonction ¢ borélienne bornée, nous avons d’apres
(11.2)

T(-1) ©
(11.3): -[o p(H) f(R)/R ds = 2 I—1 dh p(h) < p_ (h);E > .

D’autre part, si nous définissons A:(f) ( heR ) par la formule de Tanaka

" l h
f (Rs) ds + At(f) ,

(1I1.4): f(Rt) 1 2

t Lt
(H>h = f g snyf (Rg) dRg + 5 I L4 >n)
t 0 s 0 s

la formule d’'It8, valable pour toute fonction g de classe C2

NI

t t 1 t ds
£(R )g(H,) = Iog(Hs)f (R)) dR_ + fog(us)f (R) ds + 1 jog (H (R ) R

entraine que

t ds h
[gmpe®) 2 = [ &t A%e) an,
s s’ R t
0 s R
et donc, d’apreés (II.3), A:(f) =2 < ut(h);f > pour presque tout h . On
montre alsément a 1’aide du critére de Kolmogorov, des 1inégalités de
Burkholder-Davis-Gundy et de 1la formule (II.4) qu'il existe une version

h
continue de (t;h) +— At(f) f(Rt) 1 Comme Ry _, est nul, il

{Ht>h)
-1 ,n
existe une version continue de h +r— < “qu)(h)’f > = 5 Ar(-x)(f)
Rappelons qu’il existe une suite (f‘n :nelN ) de fonctions positives a
support compact et de classe c” qui caractérise la convergence vague dans

Mp (i.e. h +— u(h) est continue si et seulement si pour tout n ,
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h +— < u(h) ; fn > est continue); ce qui prouve le lemme.o

Soit ¢ : 10,0l — [0,1] wune fonction continue. On note Mp 1le monome
13
- n
Mp i M — (0,11, Myl Ve axn) = Melx)
Rappelons que, d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, la tribu sur Mp
engendrée par les polynomes (c’est-a-dire les combinaisons linéaires de
monomes) est la tribu borélienne. Le principal résultat, de ce paragraphe, qui

peut étre interprété grace a (II.2) comme un théoréme du type de celui de
Ray-Knight pour la mesure d’'occupation de (R;H) sur [0;T(-1)] , est le

Théoréme II.2. Les processus (“de)(h-l) : Osh=1) et (prq)(h) :  Osh)
sont Markoviens. Plus précisément, pour toute ¢ : ]0,0[ — [0,1] continue,
i) Si -1shsksO ,
E( Mp(p,  (K)) | p  (h) ) = Clk-h,) Me  (u _  (h)),
ii) Si O=hsk ,
E( Mgo(u,l_(_”(k)) | “T(-l)(h) ) = Mgok_h(un_l)(h)) ,

- -d -
1/C(t,p) = 1+ t'™° _[R dy 11"13) yv° zbexp(—y/t) (1 - oly)) ,
+

00
0, (x) = exp(-x/t) + C(t,¢) Iw(y) p. (x,y) dy ,
t 0 t

(d-1)/2 2-d d-3
et pt(x,y) = 2; (y/x) exp—(K%X) [ VE“ Id_z[ztxy' - ?(d—l)[ztxyl ] .
t 2vxy

Preuve. i) Considérons -15h1<'..<hn<h<k50 , et wa e wn W, e, n+2
*
fonctions continues de R_ dans [0,1] . Notons
n
@=E [ M¢(”T(-1)(k)) x Mw(uT(_l)(h)) xjgl ij(“T(—l)(hj)) 1,
et introduisons encore le temps D(h) = sup{ t<T(-1) : Ht=h } (notons que

R est nul en T(-1) et D(h) ; voir figure 2). Il découle de la propriété
forte de Markov et de la théorie des excursions que les processus ((R;H)t

0st=T(h)) , ((R;H—h)t+T(h):OStSD(h)—T(h)) et ((R;H)t+D(h):05ts T(-1)-D(h))

sont indépendants; de plus le processus des excursions du deuxiéme est un

pP-pP.p. de mesure caractéristique m (c.f. notations du § I ) tué en

1
{i>-1-h}
un temps exponentiel indépendant de parameétre (1+0)*'  (car  &(T(-1+h))

suit une loi exponentielle de paramétre (1+h)®! , c.f. lemme II.2 de [2]).
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figure 2 (~ =R ,e =H)

Par conséquent, 06 = @1 X 92 X @3 , ou
01 = E(An ¢(Rs) ) Al = { s<T(h) : Hs=k , RS¢0 o,

1

n

8, =E( me(R) x MWR) xq T wJ(RS) ),
A A j=1 A

21 22 23)

avec A21 ={ s e [T(h),D(h)] : Hs=k R RS:O Y,
Ayy = { s € [T(h),D(h)] : H,=h , R_#0 Y,
) A23J = { s € [T(h),D(h)] : Hs=hJ » R0 } o,
et © = E(Jg1 An ¢,(Rs) ), Ayj = { s e [D(h),T(-1)] : H = hy, Ry #0 }
3)

La formule pour les fonctionnelles multiplicatives de la théorie des

excursions nous donne:
1/6, = 1 + (1+n)'™ J mdw) 1, 4, (1 - w(wi(u))kn w(wl(r))jgl AL NCRCN P

4 S)
ou
A, =4rsv: o®(r)=k-h i @'(r)#0 ) = {r e luvl: w2 (r)=k-h ; w'(r)=0 }
Agy = L rsv: wa(r)=hJ—h i w'(r)#0 } = { r e [O,u] : wz(r)=hj—h ;o' (r)=0 } .
Comme sous m(.|w1(u)=x) , (w(u+r) : Osrsv-u) et ((w'(u-r);-w’(u-r)) : O=r=u)

sont indépendants et ont méme loi que ((Rx;Hx)r . 0=r=T*(0)) (voir (I.3)),
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1-d » 1-d d-2
1/6, = 1+ (1+h) J'de g X7 x

n

X X X X
[ P(TT(0)<T (1+h)) - @(x) E( 1Tx(o)>_l_x“+h) ng an(Rs) ) x E(An go(Rs)) 1,

6} 7
ou
X

_ X . - 1o X
= { s<T"(0) : Hs k-h , RS$O } .

X _ h X
AGJ=(S<T(0):H:—th,RS¢O) et A,

Si nous notons

' _ X
P n(x) = E(An e(R)) ),

7
nous avons alors

1-d d-2

00
_ 1-d
1/6, = 1+ (1+h) Iodx gy X X

X X
[ P(TT(0)<T™(1+h)) - @ (x) @(x) EC 1ox oox . 0

° X
n an(Rs) )]
J=1 A

6J
n

=17EC e, (R) x muR) x| '/’)(Rs) ) .
A A J=1 A

22 22 23)
Finalement, . nous avons obtenu

&= 8, El Mq)k-h(“‘l'(-l)(h)) x Mw(“T(—‘l)

() x [ Mo Gu (h)) ]
1

T(-1)
j=

Par classe monotone, “de)(k) et ( “ch)(hj) :j=1 a n ) sont

indépendants conditionnellement a “704)(h) , et

(h) ) = 91 ka (u (h)) .

EC Mplp -h UT(-1)

-n ) |k

T(-1)
Il nous reste a expliciter le membre de droite de cette égalité. Grace
a la propriété forte de Markov,

8 = E(An ¢(Ry) ) ,ou Ay ={ s < T(hk) : H,=0 et R_#0}
8
Comme plus haut, le processus des excursions de (R; H) effectuées (en

totalité) avant T(h-k) est un p.p.p. de mesure caractéristique m

1i>hk
tué en un temps exponentiel indépendant de parameétre (x-n)*? . La formule
pour les fonctionnelles multiplicatives de 1la théorie des excursions nous

donne

et 1’on montre aisément a 1’aide du calcul stochastique que
P(TY(0) < TV(h-k) ) = exp{-y/(k-h)} .

Nous avons alors
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00
1/8, = 1/C(k-h,g) = 1 + (k-h)'™ I dy %%%) v4 2 (1-p(y)) exp{-y/(k-h)} dy .
0

Calculons maintenant wt(x) ( t=k-h )
D’une part,
P( A=0 ) = P( T(0)<T*(t) ) = exp -x/t .

D’autre part, sur T*(t) < T*(0) , introduisons

V(t) = inf{ r>T*(t) : H;=t } , D*(t) = sup{ r<T*(0) : H;=t }
( H® est strictement croissant sur un voisinage de T*(t) , V*(t) est le
deuxiéme temps de passage de H* en t , D*(t) le dernier temps de passage
en t avant T(0) , et bien sdr, R est nul en V*(t) et en D (t) ).
Conditionnellement & T*(t)<T*(0) , les processus ((RX;HX)P : 0=r=V*(t))
CRUH-t) | yx(py ¢+ 0=e=D*()-VI(£)) et ((RGH) (i) 0=r=T*(0)-D*(t))

sont indépendants, et le processus des excursions du deuxiéme est un p.p.p. de

’

mesure caractéristique 1(i>—t) m tué en un temps exponentiel indépendant de

d-1

paramétre t . En découpant la trajectoire en  V*(t) et D*(t) , nous

obtenons

@, (x)
=te-x/t + me(y) p, (x dy)[ 1+ tl—dfm gs -4 o2 (1-¢(s)) exp(-s/t) ds ]—1
0 t 0 r(d)

ou pt(X.dy) = Px( RYT(t)) e dy ; T*(t)<T*(0) ) . De méme que dans la
proposition I.6, le calcul stochastique donne pour tout % positif,

(I1.5): E[l exp{-aR*(T*(t))} 1 ]

{T*(£)<T*(0)}
= (1+7t)"7 [exp(-7x/(1+3t)) - exp(-x/t)] ,

d’ol 1’on déduit, par inversion de la transformée de Laplace, 1’'expression de
pt(x.dy) = pt(x.y)dy donnée dans 1’énoncé du théoreéme.

ii) se démontre par des arguments analogues & ceux employés pour i) .o

On obtient de méme un second théoréme du type précédent en remplagant
T(-1) par 57'(1) (c’est-a-dire par le premier instant ou le temps local de
(R;H) vaut 1 ):

Théoréme II.3. Les processus (u " (h) : h=0) et (pn 4 (-h) : h=z0)
8 (1) s (1)
sont Markoviens et continus. Ils ont méme loi et sont indépendants
conditionnellement a N (0) . Pour toute fonction continue ¢ &
8 (1)
valeurs dans [0;1] et pour tout O=shsk , on a
E( Mp(p (x)) | p (h) y = Mp (p __  fh))
E3ReY) st kh s
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Pour conclure, notons que ces deux résultats permettent de retrouver treés
rapidement les théorémes de Ray-Knight pour les densités d’occupation de H
(théorémes IV.1 de [1] et IV.2 de [2]) que nous rappelons ci-dessous:

Corollaire II.4. 1) (A)) ~: 0shsl) est un BESQ (2-2d)
ii) Conditionnellement a A° =x, (A : hz0) est un BESQ (0)
T(-1) T(-1) X
iii) Conditionnellement & A° ~ =x, (A" : hz0) est un BESQ(0)
) IS *
-0x , 6 .h
Preuve. Soit 6>0 et ¢(x) = e D'aprés (I1.1), M¢(ut(h)) =exp - 3 At,

et 1’on trouve C(t,p) = (1+6t)% ' . Enfin, grace a (II.5),
wt(x) = exp(-x/t) + (1+et)* 1 (1+0t) 179 exp(-x0/(1+6t) ) - exp (-x/t) ]
= exp(-x8/(1+6t))

Les théorémes II.2.i , ii et II.3 entrainent respectivement i, ii et iii.o
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