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SUR UNE HORLOGE FLUCTUANTE POUR LES PROCESSUS DE BESSEL

DE PETITES DIMENSIONS

Jean BERTOIN

Laboratoire de Probabilités (L.A.224), Université P. et if. Curie

4 Place Jussieu - Tour 56 - 75252 PARIS CEDEX 05 .

L’origine de ce travail est la recherche d’une extension pour les

petites dimensions d’un résultat dû à Biane et Yor [3] sur des changements de

temps pour un processus de Bessel (voir (0.3) ci-dessous). Considérons R, , un

processus de Bessel de dimension d>0 , , issu de 0 (en abrégé ), 0

étant une barrière instantanément réfléchissante lorsque d2. .

Quand d>l, , R est une sous-martingale de décomposition canonique

(0.1): R = B + (d-1)H , avec B brownien réel et Ht = 2 
Pour tout t positif, notons

(0.2): T(t) - inf{ s : : H >t} et R = 2 RoT . .
Biane et Yor ont alors montré que

(0.3): R est le carré d’un BES0(2d-2) (en abrégé .

Si l’on prend maintenant d dans l’intervalle ]0;1[ , , R n’est plus
une semi-martingale, mais un processus de Dirichlet qui admet la décomposition
canonique de la forme (0.1) , , cette fois avec

Ht = ~ v.p. f ds/R 2 ~ 1 f (La(R) - t L~(R)) da , ,
"0 + 

~ "

où nous avons noté ( Ll(R) : a E ~+ , , ) une version bicontinue des temps
locaux de R (voir [1], paragraphe V). L’horloge H est fluctuante, au sens

où H est une fonctionnelle additive non monotone de R . . L’étude du

processus de Markov fort R se présente comme cas particulier d’un problème
très général soulevé par Rogers et Williams [13] (voir également London et al.
[8], Rogers [11], Mc Gill [9] ...).

D’après sa définition, H est croissant sur tout intervalle dans lequel
R ne s’annulle pas, et il est aisé de voir que R évolue comme un BESQ(2d-2)
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tant qu’il reste dans 10;+ao( . . La difficulté consiste à savoir comment se

comporte R au voisinage d’un temps d’arrêt en lequel il est nul (le point 0

est-il une barrière instantanément réfléchissante, R peut-il sortir

continûment de 0 ? ). Bien que ces questions soient très proches de celles

abordées dans [8] et [13], notre approche sera différente, au moins en

apparence: nous allons à nous ramener à la situation classique du changement

de temps d’un processus de Markov par une fonctionnelle additive croissante

(voir Maisonneuve [10]). Plus précisément, si nous notons

St = sup{ Hs : ~ s~t } , ’

nous avons T(t) = inf{ s : : Ss>t} ; ; mais, bien sûr, S n’est pas une

fonctionnelle additive de R. . C’est, par contre, une fonctionnelle additive

du couple Markovien (R ;H-S). . Nous étudierons donc, dans un premier temps, le

processus (R;H-S) en décomposant sa mesure d’excursion hors de (0 ;0), , nous

en déduirons une description de R , , et nous justifierons a posteriori

l’intérêt de notre travail en montrant que R intervient dans des théorèmes

limites pour des browniens changés de temps par certaines horloges

fluctuantes.

Dans un second temps, nous étudierons plus généralement les valeurs prises

par R en les lignes de niveaux de H : : en notant T(-t) - inf{ s : : } , ,

nous montrerons que le processus à valeurs dans l’espace des mesures 03C3-finies

sur ]0;oo[

a ~ T(-1)(a) = L 1{ R *0 ; Ht =a ) 03B4Rt ( a~-1 ) ,

est Markovien, continu et nous expliciterons son semi-groupe. Ce résultat peut

également être interprété comme un théorème du type de ceux de Ray et Knight

pour la mesure d’occupation de (R;H) . .

Tout au long de cet article, (n,y.,!P) désignera un espace probabilisé

filtré. Même lorsque nous travaillerons sous une mesure d’excursion (i.e.

seulement nous emploierons le langage probabiliste (loi, variable

aléatoire ...) au lieu de celui de la théorie de la mesure (mesure image,

fonction mesurable ...). Enfin, --~ ~+ est une fonction continue

croissante, nous noterons son inverse continue à droite ( ~p 1(t) -
inf{ s : : ~(s)>t } ).
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1 ETUDE DE R. .

1) Un lemme utile. Dans ce paragraphe, nous appliquerons à plusieurs reprises
le résultat élémentaire suivant sur les excursions d’un processus de

Markov changé de temps:
Soient E un espace polonais, xo un point de E , , et X un processus

de Markov fort pour lequel xo est régulier. Désignons par l un temps local

en xo pour X au sens de Blumenthal et Getoor [4] (c’est-à-dire que e est

une fonctionnelle additive positive de X qui ne croit que quand Xt ou Xt-
est nul), et par n la mesure d’Itô [7] des excursions de X hors de x
associée à l. . Nous noterons x = ( x(t) : : ) l’excursion générique, et v

sa durée de vie.

Considérons 
encore 

f : : E ~ R+ une fonction borélienne et posons

A(t) = 
t0 

f(Xs) ds , a(t) = 
t0 

f(x(s)) ds .

Nous supposerons de plus que

(1.1): Px p. s. pour tout t , , A(t)  oo ; et n p. s. , , a(v) > 0 . .
0

Lemme 1.1. Si lA-1 est un temps local en xo pour XA-1 (au sens de

Blumenthal et Getoor), alors la mesure d’Itô des excursions de XoA-1 hors de

xo est l’image de n par l’application
x ~ Xa-1 (avec la convention x(oo) - x ).

Preuve. Montrons tout d’abord que les intervalles d’excursions de XA-1
sont les images par A des intervalles d’excursions de X : : lA-1 étant

continu, pour tout t~0 ,nous avons

et .

Par conséquent, si è 1(t-)~ 1(t) , j~ 1(t-);~ 1(t)[ [ est un intervalle

d’excursion pour X, , et d’après (1.1),  
. Ainsi,

1(~~À i)-1(t-)~ (toA-1)-1(t)[ est un intervalle d’excursion pour .

Réciproquement, si  
, c’est-à-dire si

 
, alors l 1(t-)  ; et )~ 1(t-); l 1(t)[ est un

intervalle d’excursion de X. .

Enfin, A étant une fonctionnelle additive, pour tout s~O,

XA-1((lA-1)-1(t-) + s) - X(l-1(t-) + inf{ u : u0fX(l-1(t-) + r) dr > s } ),

ce qui entraine le lemme (il suffit de raisonner sur les processus de

comptage).a
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2) Excursions de (R;H-S) La décomposition des excursions de (R;H-S) que

nous allons donner découle des résultats obtenus dans [2] pour (R;H) et de

l’analogue suivant d’une identité en loi pour le mouvement brownien due à

P. Lévy: introduisons les changements de temps

a(t) - inf{ s : ~ 1~H u ~S u } du > t } , ~(t) =inf{ s : ~ 0 du > t }

(on vérifie aisément que ces quantités sont finies p.s.). Nous avons le

Lemme 1.2. Les processus (R;H-S)«(,) > et (R;H)~(,) > ont mme loi. .

Preuve. Pour tout C>O, , notons

a(e,t) - 
-S u -e} 

du > t} , ~ ~(e,t) - du > t }

quantités qui sont finies p.s. pour tout t . Comme 0 
converge en croissant quand c décroît vers 0 vers £ 1{H S } du ,

0 u u

alors p.s. pour tout t, , lim a(c,t) - a(t) et de même lim ~(e,t) - ~(t) . .
e ~0

Ainsi,

lim 
et lim (R;H)03B2(~,t) = (R;H)03B2(t) ,

et il nous suffit de vérifier que (R;H-S)03B1(~,.) > et (R;H)03B2(~,.) > ont même

loi. A cette fin, introduisons les suites de temps d’arrêt p.s. finis

U(c,0) - V(c,0) = 0 , ,

U(c,2n+1) = inf{ t>U(c,2n) : : } , ,

U(c,2n+2) = inf{ t>U(c,2n+1) : : (H-S)t=O } , ,
V(c,2n+1) = inf{ t>V(e,2n) . 1 } , , et

V(c,2n+2) - inf{ t>V(~c,2n+1) : : Ht=0 }

( U(e,n+1) est le premier temps après U(c,n) en lequel H-S atteint 0

quand n est impair et -c quand n est pair; la construction est la même

pour V(c,.) relativement à H ). H étant croissant sur tout intervalle sur

lequel R ne s’annulle pas, pour tout entier n, > RU(c,2n+1) et 
sont nuls. Il découle alors de la propriété forte de Markov et de ce que H

est une fonctionnelle additive de R que ,

(1.2): ~ ((R~H-S)U(c,2n+1)+t ’ : 0-‘t‘-U(E,2n+2) - U(c,2n+1)) , , n E N }

est une suite de processus indépendants, chacun ayant la même loi que

((R;H-e)t : i (c.f. définition (0.2)) . .



121

Il en est de même pour

(1.2’): ~ ((R;H)y(E,2n+1)+t ’ : 0‘-t‘-V(E,2n+2) - V(E,2n+1)) , , n E 9V } . °

Notons J (= J(e) ) ) le processus obtenu en "recollant bout-à-bout" la suite

(1.2) , , et J’ celui obtenu de même à partir de (1.2*). J et J’ ont même

loi et sont construits à partir de (R;H-S) et de (R;H) en effaçant des

intervalles de temps qui apportent une contribution nulle respectivement aux

intégrales s0 l{H u -S u -~} du et 0 1{H u -~} du . Nous avons donc

(R;H-S)03B1(~-t) = J03B3(~,t) où 03B3(~,t) = inf{ s : s0 1{Ju-~} du > t} ,

(R;H)03B2(~,t) = J’03B3’(~,t) où 03B3’(~,t) = inf{ s : s0 1{J’u-~} du > t} .

Ainsi, (R;H-S) .. ) et 
) 

ont même ce qui prouve le 

Rappelons maintenant le principal résultat de [2]: soit d (t) ( n E M , ,

), le nombre de descentes de 0 à -2"~ que H accomplit sur

l’intervalle de temps [0;t] . . ( t ) converge p.s. pour tout t

quand n tend.vers l’infini vers 8(t) , , le temps local en (0;0) de (R;H).
Le processus des excursions de (R;H) hors de (0 ;0) est un processus de

Poisson ponctuel (en abrégé p. p. p. ) ) à valeurs dans , l’espace des

trajectoires continues, issues de (0 ;0), , et absorbées après le premier
retour à l’origine. Nous désignons par m la mesure caractéristique de ce

p. p. p. , et af in de la décrire, nous introduisons les

Notations. - Pour t out u = ( wi , w2 ~ E , nous posons

i = : r~O} , , u = inf~r>0 : : w2(r)=0} , , et v = inf{r>0 : : w(r)=(0;0)} . .
- Pour tout , nous désignons par Rx un BES (d). . RX est un

processus de Dirichlet de décomposition canonique x + B + , avec

Hxt = 2 1 
0 

= 2 1 a d-2 da .

Nous notons encore 03BEx = inf{ t : : et inf{ t>0 : : Hxt=0 }
( Hx étant strictement croissant sur ]O;~X[ , , on ). 

t

m se décompose alors de la façon suivante (c.f. [2]):

(1.3) : : 1) La 101 de sous m est donnée par

0 et E dx) = ~ xd-2 dx ( x>0 ) . .
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il) Sous m, , conditionner bernent à M (u) = x (~ x>0 ~ les processus

(w(u+r) : : et ((M (u-r);-j (u-r)) : : sont indépendants et

ont même ici que : .

Cette description entraine que la condition (1.1) du lemme 1.1 est

satisfaite pour X = (R;H) , , f(r,h) = 1h~0 et À 1 - ~ . . Montrons maintenant

(1.4): ° 8~~ est un temps local en (0;0) pour (R;H)~(,) . .
Par construction, d est le nombre de descentes de 0 à -2 n que

H03B2(.) a effectuées sur l’intervalle de temps [O;t] . . D’après (1.3), 

= lim n (~(t)) est une fonctionnelle additive de (R;H)~(. ) ~ qui ne

croit que quand HS(,) ~ est nul. Or, p.s. pour tout t, , si H~(t) est nul,

l’est également (en effet, ’ si R~(t) * 0 alors H est strictement

croissant au voisinage de ~(t) , , et H est strictement positif immédiatement

à droite de , ce qui contredit la définition de ~ ). Il nous reste à

voir que ôop est continu: comme 8 est continu, les sauts de ôop ne

peuvent provenir que de ceux de 03B2 . Si 03B2(t-)03B2(t) , alors pour

presque tout r de [~(t-);~(t)] , , et d’après la description (1.3.ii), ceci

n’est possible que si H>0 sur 1(3(t-);~(t)[ . . Comme 3 ne croît que quand

H est nul, nous avons bien 8(~(t-)) - 8(~(t)) , , ce qui prouve notre

assertion.

Notons d (s) le nombre de descentes de 0 à -2 _ n que H-S a
n

accomplies sur [O;s] . . Par construction,

dn(s) = pour t = 

et comme, d’après le lemme 1.2 et (1.4) , 2n~d-1)d n (a(t)) converge quand n

tend vers l’infini vers 6ox(t) ,le temps local en (0;0) de (R;H-S)a(.) , ,
p.s., pour tout s., lim 2n~d-1)d n (s) - â(s) d~f . D’autre part, les

applications 
~ 

s i--~ t = 0 1{H u ~S u } du et s t2014~ 8oa(t)

étant continues, 3 est une fonctionnelle additive continue de (R;H-S) qui

ne croit que quand R et H-S sont nuls (puisque H-S est croissant au sens

large sur tout intervalle sur lequel R ne s’annulle pas). Finalement, ô

est un temps local en (0;0) pour (R;H-S) . .

~r Le processus des excursions de (R ;H-S) hors de (0 ;0) est un p.p.p. à

valeurs dans ; nous notons m sa mesure caractéristique. Elle est

décrite par le théorème suivant (voir figure 1):
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Théorème I.3. i) La loi de wi(u) sous  est donnée par

m( wl(u)=0 ) = 0 et m( wl(u) E dx ) - 1-d ) xa-2 dx ( x>0 ) .

ii) Sous  , conditionnellement à wl(u) - x ( x>0 ) , les processus

(w(u+r) : et (w(u-r) : sont indépendants. Le premier
est distribué comme ((Rx;O)r : et le second comme ((Rx;-Hx) :r r

Preuve. Commençons par montrer

(1.5): m p. s. , w2 - 0 sur [ u, v] , u>0 , , et (j~0 sur ]0; u[ . .
A cette fin, supposons qu’il existe r E ]u,v[ tel que (j~(r)0 . . De la

définition même de u , , si g(r) = sup~ r’r : : w2(r’)=0 ~ est le dernier

instant avant r en lequel w2 est nulle, alors g(r)>0 . . D’autre part, j~
n’est croissante sur aucun voisinage de g(r) , , et donc, m p.s., wl(g(r)) -
w2(g(r)) = 0 , , c’est-à-dire g(r)=v , , ce qui est contraire à notre hypothèse.
Ainsi, 03C92 ~ 0 sur (u,v] , , et v = inf{ r>u : : } . . Si maintenant w

est une excursion telle que u=0 , , alors v = inf{ r>0 :wi(r)=0 } , et le

temps local en 0 de 03C91 est identiquement nul. Désignons par r l’inverse
continu à droite de L°(R) . . Si m(u=0) * 0 , , il existe p.s. un instant t
tel que H03C4(t)>H03C4(t-) = sup{ H03C4(s) : st } , > ce qui contredit le corollaire 1
de Rogers (12] (rappelons que H~ est un processus stable d’exposant 2-d>1 , ,
voir Biane et Yor (3] p. 24). Ainsi, m(u=0) = 0 , , et la définition de u

entraine que (j~ est strictement négative sur ]O,u[.
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Il découle de (1.5) et du lemme 1.1 que la mesure d’excursion de

(R;H-S)a(,) est l’image de m par l’application ~ : J !2014> , où

: [O,uJ --~ R+xR , , si r E [O,u( , , t0;0) ; ;

et de même, (1.3), (1.4) et le lemme 1.1 entraînent que la mesure d’excursion

de (R;H)~(,) ~ est l’image de m par l’application précédente. Nous déduisons

du lemme 1.2 que le processus (w(u-r) : : a même loi sous m que

sous m, , ce qui établit i) et la dernière partie de ii) grâce à (1.3). Enfin

la première partie de ii) découle de la propriété de Markov forte appliquée au

temps d’arrêt u.o

Ouvrons ici une petite parenthèse pour donner une application très simple
de ce résultat: considérons t un temps exponentiel indépendant de paramètre

9 , et k un réel positif. D’après la théorie des excursions, on a

E[ 1~(H-S) 0} ] - 

E[~0 exp(-03B8 -1(t)) dt ] [(d03C9) v0 03B8 e
-03B8r exp(k03C92(r)) 1{03C92(r)0} dr ] ,

et de même

E[ Ht) J -

E[~0 exp(-03B8 03B4-1(t)) dt ] [ m(d03C9) v0 03B8 e-03B8r exp(k03C92(r)) 1{03C92(r)0} dr .

D’une part, nous déduisons de la propriété de scaling et des définitions de 3

et 3 que 03B4-1 et 8 1 sont deux subordinateurs stables d’exposant (1-d)/2

(voir [2] prop.II.4); et d’autre part, d’après (1.3) et le théorème 1.3,

e exp(kw2(r)) 1 dr a même intégrale sous m que sous m . A .

Par conséquent, E[ I ] = E[ exp(k Ht) I . Cette

relation étant satisfaite pour tout 9 , , la loi de conditionnellement

à (H-S)10 est la même que celle de H1 conditionnellement à .

D’après la proposition IV.3 de [2], nous avons donc pour tout x>0 , ,

P«S-H)1 E dx i > = 2(1-d)(203C0)-1/2 exp{ -(1-d)Zx2/2 } dx . .

Il serait bien sûr intéressant de pouvoir calculer P( , ce qui

permettrait de déterminer complètement la loi de ; malheureusement les

calculs deviennent vite très compliqués, et nous n’avons pu les mener à bout.

Enfin, comme nous l’avons signalé en introduction, S est une

fonctionnelle additive de (R ;H-S). . Plus précisément, nous avons le
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Lemme 1.4. P p. s. , pour tout t-0 , ’ St - - 2 1 0 t 
t 

1 { H u =S u } ’

Preuve. Si à l’instant t, , H et S sont égaux et R est non nul, alors H

est dérivable en t et sa dérivée vaut 1/(2Rt) ; ; S est donc dérivable à

droite en t , , sa dérivée à droite valant également 1/(2Rt) . . Comme S ne

croit que quand H = S , , il suffit pour prouver le lemme, de montrer que la

mesure dSt ne charge pas l’ensemble des zéros de R. . Or, nous verrons dans

la proposition 1.6 (qui est établie indépendement de cette partie) que pour

tout t>0 , , P( Rt=0 ) - 0 (rappelons que R = 2 RS-1 ), et donc

E[R+1{t = 0} dt ] = E[R+1{Rt = 0} dSt ] = 0 .0

3) Une description de R . Il ne nous reste plus qu’à appliquer le lemme I.1

à X = (R ;H-S), , A = S et A 1 - T . . Grâce à la décomposition des excursions

de (R;H-S) donnée par le théorème 1.3, la condition (1.1) est satisfaite.

Pour montrer que 3 = 8aS 1 est un temps local en (0;0) de (R;H-S)S-1(t) -
(~ ~:0). , ’ commençons par remarquer que si J(n;t) désigne le nombre

d’excursions de (R;H-S) effectuées avant t telles que wl(u)>2 n , , alors

p.s. pour tout t, ,

lim 2n~d-1) J(n;t) = 
nToo

(ceci découle, grâce au théorème 1.3 i. des mêmes arguments que ceux employés

par Williams [14] pour montrer le théorème de Lévy sur le nombre de descentes

du brownien par la théorie des excursions). Or par construction, d’après (1.5)
et le lemme 1.4, pour tout tO, ,

J(n;S 1(t)) - # { st . S _ 1(s-)S _ 1(s) et RS-i s >2 _ " )
- # { st : : Rs-= 0 et RS>2-n+1 ) ~ ,

et donc

= lim 2"~d _ i~ # { st : : Rs-= 0 et R s >2-n+1 } = 
~ s

est une fonctionnelle additive de R qui ne croît que sur {R = 0 ~ . . Les

sauts de 3 ne peuvent provenir que de ceux de . Si 
,

alors d’après le lemme 1.4, HS pour presque tout r de [S 1(s-) ,S 1(s)];
et grâce à (1.5), ceci n’est possible que si HS pour tout r de ]S 1(s-),
S _ 1(s)[ . . Comme 3 ne croît que quand H et S sont égaux, nous avons

8oS 1(s-) - . 8aS 1 est un temps local en 0 pour R. -- Notons m
la mesure caractéristique du p.p.p. des excursions de R hors de 0 à
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valeurs dans S = ~ w : R+ --~ R+ , w continue et absorbée en 0 } ( w

n’est pas nécessairement issue de 0 ), et énonçons le

Théorème I.S. Sous m , le processus canonique a pour loi initiale

m(w(0) - 0) = 0 et m( ( w(0) E dx ) = 21-d r 1-d d) xd-2 dx ( x>0 ) ,

et est le carré d’un processus de Bessel de dimension 2d-2 tué en 0 .

Preuve. La loi initiale découle immédiatement du lemme I.1 et du théorème I.3

i) . Considérons x>0 et 03C3(t) = inf{ s . HS>t } ( tHx(03BEx) ) . Une

extension immédiate du lemme I.3 de Biane et Yor [3] montre que

( 2R03C3(t) : 0 ~ t s Hx(03BEx) ) est un BESQ2x(2d-2) (tué en 0 ) .

Le lemme I.1 et le théorème I.3 ii) entraînent que. ( m I w(0) = 2x ) est la

loi du .o

Remarque. Nous avons vu dans la preuve du lemme I.4 que la mesure d’occupation

de R ne charge pas {Oi . Le coefficient de retard de R en 0 est nul,

c’est-à-dire que 0 est une barrière instantanément réfléchissante pour R .

R est donc complètement caractérisé par la donnée de sa mesure d’excursion

(Itô [?], théorème 6.1 ). Enfin, pour répondre à une question posée dans

l’Introduction, i) nous dit que R ne sort de 0 que par sauts.

Cette description nous permet par exemple de déterminer la loi de la

durée de vie et de la hauteur de l’excursion: nous avons d’une part

m ( v E dt ) _ 21-d 1-d ) 0 xd-2 P ( 03BE(x, 2d-2 ) E dt ) dx ,

où ~(x,2d-2) désigne la durée de vie du carré de Bessel de dimension

2d-2 issu de x .D’après Getoor [5] et Getoor et Sharpe (6], la loi de

03BE(x,2d-2) est donnée par

P( 03BE(x, 2d-2) ~ dy ) = (x2 2)
1-d/2 

exp ( -x2/2y) 0393(1-d/2) y-1+d/2 
dy ,

et donc

( v ~ dt ) = 21-d 1-d 0393(d) ~0xd-2 (x/2 )
2-d 

(0393(2-d) t 3-d)-1 exp-(x/2t) dt

= 

1-d 0393(d) 0393(2-d) td-2 dt = td-2 03C0 sin d03C0 dt .

De même, x H x2-d est une fonction d’échelle pour le BESQX(2d-2), de

sorte que, si h désigne la hauteur de l’excursion générique w ,

m( ( h~y ) - 2 1-d r 1-d d) [ J 
d-2 

x 
2-d 

y 
d-2 

dx + ~ x d-2 dx - 21-d y 
d-l 

.

0 y
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Nous allons maintenant compléter l’étude de R en explicitant, grâce au

calcul stochastique, son semi-groupe de transition : :

Proposition 1.6. Si k , x , , et t sont trois réels positifs,

(x[ exp -k Rt ] = exp(-x/2t) [(1+2kt)1 a exp(x/(2+4kt) - (2kt)l’a ) . .
En particulier, .

P0( t ~ dy ) = 
1-d 0393(d) (2t)1-d yd-2 (1 - e-y/2t ) dy ( y>0 ) .

Preuve. Nous avons vu dans [1] que pour toute fonction f de classe C , , si

F désigne la primitive de f nulle en 0 , ,

exp{ Rxt F(Hxt) + (1-d)F(Hxt) - 1 2 t0(f’ + f2)(Hxs) ds }

est une martingale locale. Pour a>0 , , N eN, , en prenant f(y) - l/(y-a) , , on

obtient par application du théorème d’arrêt

P x ( T (a) > Tx(-N) ) - exp(-x/a) [a/(a+N)11 a
( TX(y) = inf{ t : : = y } ) . D’autre part, si l’on prend b>a et f(y) =

1/(y-b) , , on obtient de même

R T x (a) /(a-b)} ((b-a)/a)1 1-a a 1{ T"(-N) } ~ )

+ exp(-x/a) (b+N b . a a+N)
1-d 

= exp(-x/b) , ’

d’où, en faisant tendre N vers l’infini et en posant k = 1/(b-a) , ,

~ x [ exp(-k ) ] 
~ - ~ 2x [ exp -k 2 R t 1

= exp(-x/t) [ (1+kt)1 a exp(x/(1+kt)) - .

Nous avons donc la première partie de la proposition. La seconde, quant à

elle, découle de la première en prenant x = 0 et en inversant la transformée

de Laplace.o

4) Théorèmes limites relatifs à certains problèmes d’horloges fluctuantes : : 
’

Pour conclure ce paragraphe, nous allons montrer que R intervient de

façon naturelle dans le problème, dit de l’horloge fluctuante, posé par Rogers
et Williams [13] : : considérons B un mouvement brownien réel, f une

fonction localement intégrable, et notons

T(f,t) = inf{ s : s0f(Bu) du > t } , t = (f,t) = BT(f,t)

(avec la convention B~ = ce ). Au regard des travaux de Yamada [15] , nous

nous intéressons au comportement asymptotique de B sous l’hypothèse
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(H): Il existe ~ e ]0;~[ , , et g fonction continue à support compact,

höldérienne d’ordre ~’ , dont la dérivée fractionnaire d’ordre ~ soit f ,

c’est-à-dire que

f = D~g : : x ~~~ ) J (g(x) - g ( a) ) ( x-a) -1- da .

Nous avons le

Théorème 1.7. Prenons d = (1-2~)/(1-~) . Alors

i) Si f R g(a)da  0 , la suite de processus (k ~" B :t~0) converge en

loi au sens des distributions finies dimensionnelles quand k~~ vers

[[ ~ ~ gCa) da 1/(~1-1 ) Rt N 1/( 1-~?) . : t-0 > ] . .
ii) Si f g(a)da > 0 , alors pour tout t positif, converge

vers 0 en probabilité quand k tend vers l’infini.

Preuve. Posons fk(x) - . Yamada [15] a montré que sous

l’hypothèse (H),

(I.6): k(1+~)/2 t0fk(Bu) du converge p.s. uniformément sur tout compact

vers

1 0393(-~)(Rg(a) da ] H(-1-~;t) , où H(-l-7);t) = L°(B)) 
(la constante 0393(-~) manque dans le théorème II.2 de Yamada ; elle doit en

effet être rajoutée dans son égalité (2.11) afin d’être en accord avec son

lemme 1.3). Supposons maintenant que fgCa)da  0 . . Il découle de CI.6) que

limk~~ T(k(1+~)/2 fk,t) = inf{ s : 1 da 1 H(-l-7?;s)/r(-n) > t }

pour tout temps t en lequel

t ~--~ inf~ s : : f f g(a) da 1 > t }

est continue, c’est-à-dire pour tout t p.s., comme on le voit aisément à

l’aide de la proposition IV.5 de [1]. D’une part, d’après le paragraphe V de

[1], si l’on pose A(t) = Bs 11 ds et d = , (R;H) a même loi

que (BoA"~(. )/(!-?)) ; ; H(-1-~;A 1(.))/(2-2~)) ; ; et c’est donc aussi le cas pour

[ 1-~ 2 (./(2-2~))]1/(1-~) et B(inf{ s : [Rg(a) da]H(-1-~;s)/0393(-~) > . }).
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Ainsi, (B(k(1+~)/2f k ,t) : : t>-0) converge au sens des distributions finies

dimensionnelles vers ([ 11-~ 2 [0393(-~) t (g(a)da)(2-2~) ))1/(1-~) : t>-0 ) , 

qui, par scaling, a même loi que

4 J~ g(a) da 1 ( -1) : 1 .

D’autre part, nous déduisons de l’égalité en loi

((Bkt; kt0f( Bu) du} : t ~0)  (k1/2St; k 
t0fk(Bu) du) : t~0)

((B
kt; kt0f

(B u) du ) : t~0 )  (k1/2 Bt; t0fk(Bu) 
du) : t~0)

que

~ (B(k(1+~)/2f k ~t) : : ,

ce qui prouve i).

Enfin, si fgCa)da > 0 , , alors

T(k(1+~)/2 f 
k ,t) - inf{ s : : Î j g(a) da H(-1-~;s)  } , ,

temps en lequel B est nul (puisque T’(-r~)  0 , , voir lemme III.7 de [1]), et

ii) est démontré.D

II Un théorème de Ray-Knight pour la mesure d’occupation de (R;H) . .

Intéressons nous maintenant à la description des valeurs prises par R

sur l’ensemble des temps en lesquels l’horloge H vaut h. . Il découle de la

décomposition (1.3) des excursions de (R;H) que p.s., pour tout E>0 , ,

{ s : : H s =h et Rs>E } est discret. Ainsi,

~ 1~ R *0 ~ ; H =h } 8R ( t>0 , ’ 
st s s s

(où 8x désigne la masse de Dirac au point x , , à ne pas confondre avec

8(t) , , le temps local à l’instant t de (R;H) ) ) est une mesure 03C3-finie sur

R*+ . De plus (c.f. corollaire III.10 de [1]), p.s. pour tout h, ,

( II.1 ) : 03BBht (déf) 
2p t (h); Id> = 2 j x (h) (dx)  oo ,

h 
et ( a~ : : h , tO) ) est une version mesurable des densités d’occupation
de H , , c’est-à-dire que pour toute fonction f borélienne bornée, on a

t0 f(Hs
) ds = R f(h) 03BBht dh .
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Nous en déduisons la désintégration suivante de la mesure d’occupation de

(R;H) : : pour toute fonction 03C6 : R+  R ~ R borélienne bornée,

(II.2): t003C6(Rs;Hs) ds = 2 R dh R*+ 03C6(x;h) x t(h)(dx) .

Notons Mp l’ensemble des mesures p sur R + à valeurs entières, dont

le support peut être rangé en une suite décroissante éventuellement finie

(x n ) de réels strictement positifs ( i. e. ’ u = ~ a n , a n ). M p ,
muni de la topologie de la convergence vague, est un espace métrisable

localement compact. Rappelons que T(-t) désigne le premier temps d’atteinte

de -t par H , , et énonçons le

Lemme II.1. Le processus h H p 
T(-1) 

(h) admet une version continue.

Preuve. Soit f une fonction positive à support compact et de classe C°°
sur ]0;+ao[ . . Pour toute fonction borélienne bornée, nous avons d’après

(II.2)

(II.3): T(-1)0 03C6(Hs) f(Rs)/Rs ds = 2 ~-1 dh 03C6(h)  T(-1)(h);f > .

D’autre part, si nous définissons ( h ) par la formule de Tanaka

( II.4 : ) - dRs + 2 1 ds + 2 1 ~h t( ) ’ f 

la formule d’ltô, valable pour toute fonction g de classe C2 : :

= dRs +  ds + 2 ~ - 1 ~ , ,
entraine que

t0g’(Hs )f(Rs) ds Rs = g’(h) 03BBht(f) dh , 

et donc, d’après (II.3), 03BBht(f) = 2 > pour presque tout h . . On

montre aisément à l’aide du critère de Kolmogorov, des inégalités de

Burkholder-Davis-Gundy et de la formule (II.4) qu’il existe une version

continue de (t;h) 1{Ht>h} . Comme Rr(-l) est nul, il

existe une version continue de h )2014>  (h);f > = 2 03BBhT(-1)(f) .
Rappelons qu’il existe une suite (fn: : n ) de fonctions positives à

support compact et de classe C°° qui caractérise la convergence vague dans

~ 
P 

(i.e. h f--~ p(h) est continue si et seulement si pour tout n , ,
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h f--~  ; fn > est continue); ce qui prouve le lemme.o

Soit ~ : : l0,00[ --~ [0,1] une fonction continue. On note M~p le monôme

M03C6 : 
p 
~ [0, 1] , M03C6( 03A3 03B1 n 03B4xn ) = 

03A0 03C6(x n

)03B1n 
.

Rappelons que, d’après le théorème de Stone-Weierstrass, la tribu sur At p
engendrée par les polynômes (c’est-à-dire les combinaisons linéaires de

monômes) est la tribu borélienne. Le principal résultat,de ce paragraphe, qui

peut être interprété grâce à (11.2) comme un théorème du type de celui de

Ray-Knight pour la mesure d’occupation de (R;H) sur [O;T(-1)1 , , est le

Théorème II.2. Les processus (pT(-1) (h-1 ) : : et (pT(-1) (h) : O~h)

sont ifarkoviens. Plus précisément, pour toute : 10, oo[ -~ [0,1 ) continue,

i) Si ,

E( ~ M~(p’T(-1) (k) ) ~ ~ pT~_1) (h) ) ~ ) M~k-h(I~T(-1) (h) ) , ,
ii) Si ,

~( ~ M~~(k)) ! ( ~T(_1) (h) ) ~ = M~k-h(~T(-1) (h) ) ’
où

1/C(t, 03C6) = 1 + t1-d 

R+ 
dy 1-d 0393(d) yd-2 exp(-y/t) (1 - 03C6(y)) ,

03C6t(x) = exp(-x/t) + C(t,03C6) ~003C6(y) pt(x,y) dy ,

et pt (x,y) = 2x t2 (y/x)
(d-1)/2 

exp-(x+y t) 
[

t 2xy 
I d-2(2xy t) - 

22-d 0393(d-1) (2xy t) d-3 ] 
.

Preuve. i) Considérons -1~h1 ...hn hk~0 , et 03C81 ,..., 03C8n ,03C8 , 03C8 , n+2

fonctions continues de R+ dans [0,1] . . Notons

8 = E [ M03C6( T(-1)(k))  M03C8( T(-1)(h))   M03C8j( T(-1)(hj)) ] ,

et introduisons encore le temps D(h) - sup{ tT(-1) : : } (notons que

R est nul en T(-1) et D(h) ; ; voir figure 2). Il découle de la propriété
forte de Markov et de la théorie des excursions que les processus ((R;H)t : :
OstsT(h)) , ’ et 

sont indépendants; de plus le processus des excursions du deuxième est un

p.p.p. de mesure caractéristique (c.f. notations du § 1 ) ~ tué en

un temps exponentiel indépendant de paramètre 
1 

(car 8(T(-1+h))

suit une loi exponentielle de paramètre (1+h)d 1 , , c.f. lemme II.2 de [21).
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Par conséquent, 0398 = 03981  03982  03983 , où

01 = ~p(Rs) ) , A1 = { sT(h) : Hs=k , } ,

A

j[ ~j(Rs) ) ,
A21 A22 j 1 A23j

avec A21 = { s E (T(h),D(h)) : Hs=k , } , ,

A22 = { s E [T(h),D(h)J : Hs=h , } ,

A23~ _ { s E (T(h),D(h)J : Hs=hj , i ,

et ©3 = ~( n ~( ~rj(Rs) ) , A3~ _ ~ s E [D(h),T(-D] : : Hg = hj , D ~ . .
j=1 A3j

La formule pour les fonctionnelles multiplicatives de la théorie des

excursions nous donne:

1/8 - 1 + (1+h)1 d ( 1 - ~(wl(u) ) j~ 

où

A - { j~(r)=k-h ; } - { r E fu,vJ : w2(r)=k-h ; }

A 5j 4 - { j -h ; wl (r)*0 } - { r E f 0, uJ . J .-h ; wl (r)*0 } .

Comme sous m(.Iwi(u)=x) , (w(u+r) : et ((wl(u-r);-w2(u-r)) : 
sont indépendants et ont même loi que (voir (I.3)),
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1/03982 = 1 + (1+h)1-d ~0dx 1-d 0393(d) xd-2 x

I P(TX(0)Tx(1+h) ) - ~p(x) ~( ) x ~( ~p(Rs) ) 1 ,

j=1 Asj A?
où

A6j = { sTx(0) : Hxs = h-hj , Rxs~0 } et A7 = { sTx(0) 
: Hxs = k-h , Rxs~0 } .

Si nous notons

~( ~p(RS) ) , ,
nous avons alors

1/03982 = 1 + (1+h)1 -d ~0 dx 1-d 0393(d) xd-2 x

[ P(Tx(O)Tx(1+h)) - 03C6k-h(x) 03C6(x) E( 1Tx(0)>Tx(1+h) 03A0 03C8j(Rxs) ) ]
j=1 ~ Agj

n

- 1 /~ ( j~ ( RS ) x ) x Ï~ ( RS ) ) . .

Finalement,.nous avons obtenu

n

~ ~l ~ x M~(~T(-1) (h) ) x ~ M~j(~T(-1) (hj) ) 1 .

j=i

Par classe monotone, ~T~-1~(k) et ( ~T~-1~(hj) : j = 1 à n ) ~ sont

indépendants conditionnellement à ~T~-i~(h) , , et

~( ( ~Tc-1) (h) ) - ~l (h) ) . °

I1 nous reste à expliciter le membre de droite de cette égalité. Grâce

à la propriété forte de Markov,

81 = E ( A ~ ~p( RS ) ) , où A8 = { s  T ( h-k ) . ~ et Rs*0 ? . °

Comme plus haut, le processus des excursions de (R;H) effectuées (en

totalité) avant T(h-k) est un p. p. p. de mesure caractérist ique 1i>h-k m

tué en un temps exponentiel indépendant de paramètre (k-h)d 1 . La formule

pour les fonctionnelles multiplicatives de la théorie des excursions nous

donne

1/®1 = i + oo dy ~ _ dd ya 2(1-~(y))  Ty(h-k) ) , >
0 ()

et l’on montre aisément à l’aide du calcul stochastique que
 Ty(h-k) ) - exp(-y/(k-h)f . .

Nous avons alors
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1/03981 = 1/C(k-h,03C6 ) = 1 + (k-h)1-d ~0 dy 1-d 0393(d) yd-2 (1-03C6(y) ) exp{-y/(k-h)} dy .

Calculons maintenant 03C6t(x) ( t=k-h ) . .

D’une part,

P( A7=~ ) - P( exp -x/t . .

D’autre part, sur T"(t)  
, introduisons

Vx(t) = inf{ r>Tx(t) : Hxr=t } , Dx(t) = sup{ rTx(0) : Hxr=t }

( Hx est strictement croissant sur un voisinage de Tx(t) , Vx(t) est le

deuxième temps de passage de H" en t, , DX(t) le dernier temps de passage

en t avant T"(0) , , et bien sûr, Rx est nul en V"(t) et en D"(t) ).

Conditionnellement à , les processus ((Rx;Hx)r : 0~r~Vx(t)) ,
((Rx;Hx-t)r+Vx(t) : 0~r~Dx(t)-Vx(t)) et ((Rx;Hx)r+Dx(t) : 

0~0393~Tx(0)-Dx(t))

sont indépendants, et le processus des excursions du deuxième est un p.p.p. de

mesure caractéristique tué en un temps exponentiel indépendant de

paramètre . En découpant la trajectoire en Vx(t) et D"(t) , , nous

obtenons

00 00 -1
= e-x/t + 003C6(y) pt(x,dy) [ 1 + t1-d~0 ds 1-d 0393(d) sd-2 (1-03C6p(s)) exp(-s/t) ds ] ,

où pt(x,dy) = Px( Rx(Tx(t)) ~ dy ; Tx(t)Tx(0) ) . De même que dans la

proposition 1.6, le calcul stochastique donne pour tout y positif,

(II.5): lE [ 1{Tx(t)T"(0)} ) ]
= exp(-x/t)] , ,

d’où l’on déduit, par inversion de la transformée de Laplace, l’expression de

pt(x,dy) = p.(x,y)dy donnée dans l’énoncé du théorème.

ii) se démontre par des arguments analogues à ceux employés pour i) .a

On obtient de même un second théorème du type précédent en remplaçant

T(-l) par 8 1(1) (c’est-à-dire par le premier instant où le temps local de

(R;H) vaut 1 ): .

Théorème II.3. Les processus (~ 
_~ (1) 

(h) . : et (p 
8 -1 (1) 

(-h) : : h~0)

sont Harkovlens et continus. Ils ont même loi et sont indépendants

condltionnellement à p 
8 _1 (1) 

(0) . Pour toute fonction continue ~p à

valeurs dans [0;1] et pour tout , on a

E( ( (k)) u a -1 m (h) ) - (~ 
ô ~i> 

~h)) . .
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Pour conclure, notons que ces deux résultats permettent de retrouver très

rapidement les théorèmes de Ray-Knight pour les densités d’occupation de H

(théorèmes IV.1 de [1~ et IV.2 de [2]) que nous rappelons ci-dessous:

Corollaire I I . 4. i ) (À~ : . est un BESQ (2-2d) .

ii) Conditionnellement à a°~-1) - x , , (1T~-1) . : est un BESQx(0) .
iii) Conditionnellement à a°-1 (x) = x , , (~h-1 8 ix) : est un .

Preuve. Soit e>0 et ~(x) - D’après ( I I.1 ), ,

et l’on trouve C(t,~) - (1+et)~’~ . . Enfin, grâce à (II. 5), 
2 t

= exp(-x/t) > + exp(-x9/(1+Ot) ) - exp (-x/t) ]
= exp(-x9/(1+9t)) .

Les théorèmes II.2.i , ii et II.3 entraînent respectivement i, ii et iii.a
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