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UNE REPRESENTATION GAUSSIENNE DE
L'INDICE D'UN OPERATEUR

Rémi LEANDRE et Michel WEBER

Soit M une variété compacte de dimension n, S+ et S_ deux fibrés
complexes hermitiens sur M., On désignera par m+ (resp. qr), une section de S+
( resp. 87). Soit D+ un opérateur pseudo-différentiel ( [G], chap. 1.3 ) ellip-
tique d'ordre d de S+ sur S_, et SOiZ D_ son adjoint. Puisque M est compacte,
il poss&de un indice fini. On note D° 1l'opérateur sur SJBS_ égal & D_D+ sur
S, et D+D_ sur S_, préservant la décomposition de S;BS_. Alors D_D+ et D+D_

+

poss&dent un spectre discret { A, } et { A, }. 8i A, . est une valeur
i,+ 1,= 1.+
propre non nulle d'ordre r pour D_D+ ’ xi + est encore une valeur propre de

D+D_ et de méme ordre. De plus, on a classiquement,( [G], chap. 1.7 )

(1) ¢(s) = (h )%= =2 t5Y(4r exp[-tD D.] - dimKerD D ) dt
A r(s) ‘o -t -t
i,+#0

Lorsque t tend vers zéro, on a ( [G], chap. 1.7, lemme 1.7.4 ),
(2) tr exp[-tD D ] = 5,7 I at(x) /2 4y o(e);

la série dans (1) converge donc pour tout s>s°=n/2d. Il en est de méme pour la

série T 4 l/lis_. Soit m un réel positif, On conclut que
Ai,— #0 ’

(3) 1nd( D, ) = nf = 1/[xi +m] - % 1/[xf,_ +m] }.

g+

Soit P s le champ gaussien sur l'ensemble des sections P, de S s de covariance
-1
(m+ (DD )) » et P_ _ le champ "symetrlque" sur 1l'ensemble des sections ¢_

de S_ de covariance (m + (D D )) . Soit { ¢ } un systéme orthonormé de vec—

s

teurs propres associé & { l }; et soit { ﬂi } une suite de variables aléatoi-

res réelles indépendantes gaussiennes centrées réduites. Le champ gaussien P
- . 2 ’
peut—-8tre représenté suivant le développement convergent dans L2

s -1/2 + 4+
[Xi’+ + m] ni ¢i
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On a une représentation analogue pour le champ P s *
nt)

(4) 1ma(n) =mlE, [le1°1-5 [1s71%]]).

Preuve: Il suffit d'observer que

() E, [ 1171

s =1/2 8 =1/2 o+t _ + +
Bl & (xi,+ + m) / (xj,+ +m) / MMy <o;5005> 1,
1,J

+ m)-l ’

S
; (ki,+

i
puisque la suite { n: } est gaussienne indépendante centrée réduite.

On a de la méme fagon

(s7) E_’s[ |¢_|2 ]

g +m)t
A

i

On conclut en appliquant (5) et (5') & (3).

tions.
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