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UNE APPLICATION DE LA TOPOLOGIE D’EMERY: LE PROCESSUS

INFORMATION D’UN MODELE STATISTIQUE FILTRE

Jean JACOD

Laboratoire de Probabilités

Université Pierre et Marie Curie

Tour 56 t3e étage), 4 Place Jussieu
75~5~ PARIS Cedex 05

1 - INTRODUCTION

Soit un modèle statistique, avec 0 ouvert de Rd
contenant 0. Rappelons, d’après LeCam [~~ (voir aussi Strasser [~~

ou Dacunha-Castelle et Duflo [~~ pour une situation plus classique~,

comment on définit l’information de Fisher, sous des conditions "mi-

nimales" de régularité.

Supposons d’abord le modèle dominé par une probabilité Q (i.e.

P03B8«Q pour tout et posons z03B8 = dP !dQ, Si 03B8 ~ Jz" est dif-

férentiable dans au point avec pour variable

variable dériv~e, alors 4I se met sous la forme 4~=t Jz",%~~V, chaque

composante V1 de V étant centrée et de carré intégrable. La ma-

trice d’information de Fisher en e==0 est alors définie par

1.1 I1I - 

EP0(ViVj), 1 ~ i,j ~d.

De plus, soit Z~ - it3,’4=0, a,%’~=oo si a~0~ la dérivée (géné-

ralisée) dP03B8/dP0; alors 03B8 ~ Z03B8 est différentiable dans I

en s=4, avec ~/~ peur dérivée. Enfin si

1.2 H~~ - 

désigne l’intégrale de Hellinger ("affinité") de P~ et P~ (cette

expression ne dépend pas de la mesure Q dominant P~ et la

différentiabilité de Jz" en e=0 dans équivaut à

1.3 9 + H~~ - H~e - H~~’ = quand e,~ i 0,
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où J est une certaine matrice, et dans ce cas J=I/4 (la notation

désigne ~, i,j~d ~IJ1~~~, , et de même ~.~ désignera le produit

scalaire usuel de 03B8 et 03BE dans IR).

Lorsque le modèle n’est pas daminé, on peut toujours définir les

intégrales de Hellinger H~~, et si ~,3 est satisfaite on appelle

information de Fisher la matrice I=4J.

On va étudier ce qui se passe quand le modèle est muni d’une fil-

tration Sous des hypothèses convenables, on peut définir la

matrice d’information It en e=0 pour chaque modèle 

Il semble plus judicieux de définir un processus information, déjà
connu dans des cas particuliers, notamment lorsque la filtration est

à temps discret: cf. Basaua et Prakasa Rao [Z~. Ce processus A =

valeurs matricielles vérifie It = dès que

It existe, et dans de nombreux cas il est aisément calculable en

fonction des caractéristiques du "processus de base" du modèle.

De même les intégrales de Hellinger sont remplacées par les pro-

cessus de Hellinger, et le résultat principal de cet article est que

le processus information est la "dérivée seconde" du processus de

Hellinger, au sens où on a une relation analogue à 4,3. Il s’agit
même d’une condition nécessaire et suffisante, dans le sens où la dé-

rivabilité du processus de Hellinger entraine l’existence du proces-
sus information (voir les énoncés précis au ~SI,

Après des compléments sur la topologie d’Emery (§2), on introduit

la dérivabilité des modèles filtrés (§3), puis la dérivabilité "loca-

le" (§4). On rappelle quelques notions sur les processus de Hellinger
au §5. Les résultats principaux sont énoncés et démontrés au ~6, et

le ~7 est consacré à quelques exemples simples: en utilisant la forme

"explicite" des processus de Hellinger donnée au §IV-3 de le

lecteur pourra écrire lui-même des exemples plus élaborés.

Nous utilisons les notations usuelles de la théorie générale, En

particulier H.X désigne le processus intégrale stochastique du pro-
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cessus prévisible H par rapport à la semimartingale X, dont la

partie martingale continue est notée xc, On note aussi X le pro-

cessus X arrêté en T: xt - 

2 - LA TOPOLOGIE D’EhERY; QUELQUES COMPLEMENTS

On va étendre légèrement certains résultats de Mémin [83 sur la

topologie des semimartingales qui a été introduite par Emery (et pour

laquelle nous référons à [3~~’

Soit xn, X des processus définis sur une base stochastique

On utilise les notations et

~ x° ~ x s i -~ ~ 

. Xn ~~~ ) X si xn converge vers X pour la topologie d’Emery

(quand Xn, X sont des semimartingales);

. Xn x si -~ 0 (quand xn, x sont à va-

riation finie; Var(Y) désigne le processus variation de Y).

Si X est une semimartingale spéciale, on appelle compensateur de

X l’unique processus prévisible à variation finie A nul en 0, tel

que soit une martingale locale.

Lorsque les Xn ont des sauts uniformément barnés, le résultat

suivant est dû à Mémin.

2.d THEOREME. , On suppose que les semimartingales Xn vérifient

2.2 la suite est uniformément intégrable,

et Rn ~~) X. Alors Xn, X sont spéciales, et leurs compensateurs

A° et A vérifient An A.

Preuve. La première assertion découle de ce que toute semimartingale

X vérifiant pour tout t est spéciale. Il reste à mon-

trer que Var(An-A)t P 0 pour tout t. On fixe donc t3 et on peut
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clairement se limiter à des sous-suites.

a) On va d’abord montrer qu’on peut trouver une suite croissante

IRpI ) de temps d’arrêt avec 
, 

0, et une sous-suite

notée encore Xn, telles que -~ ~ dans L1 lorsque
~ 

"P 
pour chaque entier p. Pour cela, on reprend essentiellement

la fin de la preuve du lemme II.4 de Mémin [8]. D’après ce lemme, on

sait d’ailleurs déjà que, quitte à prendre une sous-suite,

~.3 -~ o, quand 

Posons D’après ~.~, pour tout entier H il existe

tel que

2.4 etHl =~ EtVn 4 H ~n.

D’après 2.3, il existe une sous-suite notée encore Xn telle que si

an ait

~.5 4 n~ ~ 

Soit Y - ~ Comme  a~, le lemme de Borel-Cantelli et

2.5 impliquent p,s., donc les R - vérifient

P(R t) l ~ 0. On a aussi

E(YRP) ~ p + E(0394YRp) 1 ~ p + 03A3 2n E(0394ZnRp)

 p + ~ F Zn + 

Or ~~~n - ~Xn+4~ ~ yn + yn+~~ donc 2.4 et 2.5 entrainent

p + ~ ~ n + ~ 2" n -n 
]p L L t t 

 p + ~ ~ n + ~ ~n,~.4 n ~ p+~.

Comme ZR +...+Zn+m-1R ~ Y.. (2n+...+2n+m-1), on en

déduit le résultat annoncé. P P P

bl Soit Xl + A" et X = X~+ A les décompositions

canoniques. D’après Lépingle C7] il existe une constante universelle

c telle que pour tout

temps d’arrêt S. Vu ial, la suite de martingales (ar-
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rêtées en R ) ) est de Cauchy dans l’espace K (F) de martingales. Elle

converge donc vers une limite H(p) dans et a-fortiori dans

Donc (A~) ~ converge dans vers une limite A(p)j quitte
n

à prendre encore une sous-suite on peut supposer que (A ) ’ -~ A(p)

uniformément sur pour presque tout j. Donc A(p) est prévi-

siblej comme limite dans ~(0) de processus prévisibles à variation

finie, A(p) est aussi à variation finie. Donc (An)Rp 20142014> A(p),

Comme XRp = X0 + H(p) + A(p), on en déduit aussi donc

(A~) P ~’~) Comme lim -~ 0~ il vient 

2.6 THEOREME. Soit Xn une suite de semi-martingales d-dimens tonnel-

les convergeant dans vers une limite X~, Soit f" une suite

de fonctions sur R~ de classe C~j convergeant localement uniformé-

ment 3 ainsi que leurs dérivées partielles d’ordre 1 e~_ 2 vers une

fonction f" et ses dérivées. Alors ~~) f~(X~).

Preuve. D’après la formule d’Ito~ f~(X~) = où

03B1n = 03A3i~d Difn(Xn_).Xn,i, 03B2n = 1 2 03A3i,j~dDijfn(Xn-).Cn,ij, n = 03A3s~. 03B4ns,
avec

x~’~X~~>.

= ~~~) - f"(X~_) - ~ 

Si g" converge localement uniformément vers une fonction continue

g~ comme X" -L~ X~ il est clair que -L~ On dé-

duit alors de Mémin C8, III.13] que g"(X°).X"’’ A(P) g~(X~-).X~,i.
Par suite, a" A(P) 03B1~. Comme l’hypothèse entraine aussi que

~(P~ c~~ on a ~ ~~~ ~.

Toujours parce que X~ ) on voit comme ci-dessus que

~ ~~. par ailleurs il existe des constantes K~ (dépendant des

f~, mais pas de n) telles que j&#x26;~  si On sait

aussi que 03A3s~.|0394Xns|2 P-V 03A3s~ |0394X~s|2. Par suite n P-V ~, et

a-fortiori n (P) ~. Finalement fn(Xn0) P f~(X~0). D
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3 - DERIVABILITE DES MODELES STATISTIQUES FILTRES

On considère un modèle filtré est

un ouvert de ~d contenant 0. On s’intéresse ici à la dérivabilité

en ~==0j et pour simplifier on écrit P=P~. Sauf mention explicite du

contraire, toutes les notions usuelles (martingales, semimartingales,

etc..,) sont relatives à P. Pour simplifier on suppose aussi que

toutes les mesures P~ coïncident sur F~.

On note Z~ le processus densité de P~ par rapport à 

C’est une surraartingale positive, avec Z~=~L. C’est une martingale si

et seulement si P~ P. On a Z~=~. Enfin si Q est une probabi-

lité dominant P~ et P~ et si z~ et z~ désignent les processus

densité de P~ et Po par rapport à Qj on a z$;’z~ P-p.s.

Pour tout temps d’arrêt T on définit l’intégrale de Hellinger

Pé et P.- ~ à l’instant T par

3.~ H~~ - 
où Q est une probabilité dominant P~ et P., et z~, z~ sont les

processus densité correspondant. HT~ ne dépend pas du choix de Q.

Mous ne supposons pas le modèle dominé par une probabilité Q, si

bien que la notion de différentiabilité est "du type 

3.2 DEFIHITIOH. Soit T un temps d’arrêt. On dit que le modèle est

dérivable à l’instant T (en e=0) s’il existe une matrice dxd Iné-

cessairement symétrique non-négative) JT telle que

~.3 1 + H~~ - H~~ - H~~ - quand $,~ ~ 4. Q

3.4. THEOREME. Soit T un temps d’arrêt. Pour que le modèle soit dé-

rivable à l’instant T en il faut et il suffit que

3.5 quand e-~0,

3.6 E[(Z03B8T - 1 - 1 2 03B8.VT)2] = 0(|03B8|2) quand 03B8 ~ 0,
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ou ~T=~~’~d est une variable aléatoire à valeurs dans R . Dans

ce cas, VT est FT-mesurable, centrée, de carré intégrable, et la

matrice J~ apparaissant dans 3.3 vaut J~ =E(V~V~)/4.

Comme pour tout e~ 3.6 signifie que e -~ 7z~ est

différentiable dans au point e=0 de dérivée V/2. Lorsque

les F sont toutes équivalentes (sur 7~)3 3.5 est automatique et

ce résultat est classique.

Il y a une autre manière, souvent plus commode, d’exprimer 3.5 et

3.6. Posons d’abord:

3.7 ~ = ensemble des termes ~n ~~ "~ suite d’élé-

ments de 0 tendant vers 0~ avec ~n~~n~ ~~ telle que ~j~~
converge vers une limite e dans !R .

Alors, 3.5 et 3.6 sont respectivement équivalents à:

3.8 E(d-Z~")/u~ 2014> Oj V(e~.u~~)~~3

3.9 !:(Z~~)~~~ - ~3/u~ ~ ~~ ~ e.V~3 V(~.u~.e)~~.

Preuve. a) Supposons d’abord la dérivabilité, et montrons 3.8 (=3.5).

Soit (e jU et Q une probabilité dominant les Py pour tout

~ dans 1 = {0~9 j-e : n>~}j z~ le processus densité de P~ par

rapport à Q~ et Y~ = (~ - ~)/~{ pour 3.d implique que

pour 

EQ(Y03C1Y03B6) = 1 |03C1||03B6|(1 + H03C103B6T - HO03C1T - HO03B6T)
3.3 entraine EQ(Y03B8nY03B8m) ~ a:= 03B8.JT.03B8 si donc Y03B8n L2(Q)W’
pour une variable U vérifiant De même Y-03B8n L2(Q) M’

avec EQ(W’2)=a. Enfin 03B8n) ~ a. donc EQ(UU’) = -aj par sui-

te U+U’=0 Q-p,s. Comme Y ~>0 et Y °>0 sur l’ensemble 

on a M>0 et U’>03 d’où U=U’=0 sur {z~=0}. En particulier,

z.i° ~ ’~’ - 
’’
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Mais pour tout ~eï on a

3.11 EQ(z03B6T

1{zOT=0} 
) = 1 -EQ(z03B6T {z0T>0} 

) = E(1-Z03B6T),

donc 3.10 entraine 3.8.

b) Pour obtenir la condition nécessaire et suffisante, il suffit

alors de montrer que, sous 3.5j la dérivabilité du modèle équivaut à

la dérivabilité de e ~ Z03B8T dans en e=0. Si C(03B8,03B6) =

cette dernière propriété équivaut classiquement à

3.12 C(0,0) + C(e~) - C(o~) - C(o~) = e.J’.% + 

pour une certaine matrice J’j lorsque 03B8,03B6 -* 0. Dans ce cas, J’ij =

E(V~V~.)/4, où V~/2 est la dérivée de t -* ~~j donc si J’=J~. on

aura aussi la dernière assertion de l’énoncé.

Si Q est une probabilité dominant Pj P03B6, on a avec les no-

tations usuelles z j z03B8, z’:

c..,, ....~4’~~. - H~-..~~,.
Donc, par l’inégalité de Schwarz, puis 3.11j puis 3.5:

|C(03B8,03B6) - H03B803B6T| ~ {EQ(z03B8T 

1{z0T=0}) EQ(z03B6T 1{z0T=0})}1/2
= [E(1-Z03B8T) E(1-Z03B6T)]1/2 = 0(|03B8||03B6|).

Il est alors évident que la différence entre les premiers membres de

3.12 et 3.3 est o(~H~). On en déduit l’équivalence de 3.12 et 3.3~

avec J’=J~.

c) II reste à montrer que VT est centrée. où e.
est le vecteur de base de IRd. 3.9 implique ~

V~/2 dans donc a-fortiori 1 -~ V~. dans et

E(V~)=0 découle alors de 3.5. []

Lorsqu’un modèle non filtré est dérivable il est

bien connu (au moins lorsque les P03B8 sont toutes équivalentes: cf.

Ibragimov et Khashminski !:4]j 1-7-2) que le modèle restreint à une
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sous-tribu de F est aussi dérivable, Le théorème suivant étend ce

résultat, avec en plus une évaluation "unifarme",

3.13 PROPOSITION. Supposons le modèle dérivable â l’instant T g,our

un certain temps d’arrêt T. Pour tout temps d’arrêt S~T on pase

VS = E(VT|FS) faû VT vérifie 3.b?. an a alors pour

3.14 
temps d’arrêt, S~T E(1-Z03B8nS)/u2n ~ 4,

3,’15 supS temps d’arrêt, S~T E[|((Z03B8nS)1/ 2-1)/nn- 1 2 03B8.VS|2] ~ 0.

Le modèle est donc dérivable en 5 pour tout temps d’arrêt S~T.

Par "recallement", an obtient le

3.1â COROLLAIRE. Suppnsons qu’il existe une suite (Tp) de tem s

d’arrêt croissant vers +~, et que le modèle soit dérivable en chaque

instant Tp. , II existe alors une martingale locale, localement de

carré intégrable V â valeurs dans Rd, avec Va=4, telle qu’an ait

3.6 pour tout temps d’arrêt T inférieur au égal â l’un des Tp. .

Avant de démantrer 3.13, énançans un lemme dans lequel Xn, Y

sont des variables sur tiI,F,PI avec Xn~0 et un des réels pasi-

tifs tendant vers t7,

3 .’17 LEMME, Si t Xn - 1)/un ~ Y dans L2(P), an a

supÇ sous-tribu de ’P ~(E(Xn|G) - 1)/un - E(Y|g)~2 ~ 0 ,

preuve, Posons Un =  Xn-1)/un, vn = (Xn-1)/un 
- 2Y. Par hypothèse,

an;= E[(Un-Y)2] ~ 0, ce qui implique a-fortiori bn;= Ef |Vn|] ~ 4.

Fixons Ia sous-tribu g de F, Soit Xn = Y’ - E(Y|g),

Un = 1l!un, , Vn = 2Y’ et Wn = |U’n-Y’|. an a

bn, donc 1 ~ bn/~.

gi k~’1, e~’1, Et o~U~~!’y~, il est Facile de vair que
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!(JTF -d) u- y~ > G implique -2y~ > s. Donc si cl

on obtient  + P(JY’f>k) dès que Comme

E(Y’~)  E(Y~). il vient alors

3.18 u~  ~ > e)  + 

Par ailleurs Y’~  E(Y~?) et U~  E(U~J9). donc

E(~)  ~.E(~l~~~)  

 ~ . 2E(Y~ i~~) . 
 ~ . 2E(Y~ ~~>e}~ ~ ~~ ~ ~n-~~~{U~}~
 ~ . 6E(Y~ ~~~) . 4a,
 s~ + 6H~P(M~>e) ~ 6E(Y~,y~,) ~ 4a~.

Si alors on déduit de 3.i8 que

E(U~)  e~ + 6M~(b~/c + E(Y~)/k~) + 6E(Y~ ~~y>M~ ~ ~~n’
Le membre de droite ci-dessus, qui ne dépend pas de §j peut être

rendu inférieur à 2e pour tout n assez grand (choisir d’abord H

puis k~ puis utiliser le fait que u -~ et b -~0). []

Preuve de Pour tout temps d’arrêt ST on a 0  

E(d-2’)j donc 3.i4 découle de 3.8. Par ailleurs, posons Z’03BES =

E(Z~~g). Comme (7x- 7y)~  {x-yh il vient

E[(Z’03B6S - Z03B6S)2] ~ E[|Z’03B6S - Z03B6S|] ~ E(1-Z’03B6S) +E(1-Z03B6S)

= E(1-Z03B6T) + E(1-Z03B6S) ~ 2 E(1-Z03B6T)

Donc si on déduit de 3.8 que

’’~ 
temps d’arrêt.ST Et!((Zg~)~~ - (Z~)’~)/u~~ -~ 0.

, eEnfin 3.9 et le lemme 3.d7 appliqué à X~ = Z" et Y - O.V~/2 en-

traînent que

3.20 
temps d’arrêt,S~T E[|((Z’S03B8n)1/2 - 1)/un - 1 2 03B8.VS|2] ~ 0.

Comme 3.~9 et 3.20 entrainent 3.i5, on a le résultat. []
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~ - DERIVABILITE LOCALE

I1 peut sembler naturel d’appeler dérivabilité locale la propriété

du corollaire ~.lb. Toutefois cette définition ne permettrait pas

d’obtenir un critère en termes de processus de Hellinger. Mous allons

donc donner une définition un peu moins restrictive. Commençons par

un point de terminologie.

On appellera suite localisante toute suite (Tp) de temps d’arrêt

croissant P-p.s. vers +c&#x26;. Une famille localisante est constituée

d’une suite localisante (Tp), et pour chaque pEIN d’une suite

de temps d’arrêt tels que et

4 .4 P(T(n3p)T ) 1 --~ 0 quand 

4,2 DEFIHITIOH. Le modèle est dit localement dérivable en ~_~ s’il

existe un processus càdlàg V à valeurs dans Rd tel que pour toute

suite icf. ~.71 il existe une famille localisante

tTp,Ttn,pll avec

4 . 3 E(1 - Z03B8nT(n,p))/u2n ~ 0, ~p~N,

4.4 ((Z03B8nt~T(n,P))1/2 - 1)/un L2(p) 1 2 03B8.vt~Tp, ~p~IN, ~t~0. []

Si le modèle est dérivable en chaque instant Tp pour une suite

localisante tTpl, il est clairement localement dérivable (prendre

Ttn,pl=Tp et utiliser 3.15, et 3.~â pour l’existence du processus V).

4.5 REMARQUE. On verra plus loin que la suite (Tp) peut être choi-

sie indépendamment de et qu’on peut associer à chaque a des

temps d’arrêt  Tp, 3 tels que dans 4.2 on puisse choisir

Ttn,pl - St6n,pl pour tout Ceci s’applique aussi aux

familles localisantes construites dans le théorème ci-dessous. []

4.6 THEOREME. Supposons le modèle localement dérivable.
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a) Le processus V est une martingale locale, localement de carré

intégrable, avec p.s. (Comparer â 3.16).

bl Pour toute suite il existe une famille lacalisante

telle qu’an ait 4.3 et les deux propriétés suivantes;

4.7 E[supt| ((Z03B8nt~T(n,p) )1/2 - 1)/un - 1 2 
03B8.Vt~Tp| 2] ~ tj, b EIN.

4.8 ~ 0, ’

Preuve, tiy Soit (03B8n,un,03B8)~, â laquelle an associe une famille la-

calisante tTp,Stn,p)1 vérifiant 4.3 et 4.4. D’après ces propriétés,

an a 3.8 et 3.9, â condition de rem lacer Z$n ar Z03B8nS(n,p) eton a 3.8 et Z.9, à condition de remplacer Z03B8nT p j 
et

par . Qn peut alors repraduire la preuve de 3.13: si
P

V’S = E(03B8.VT
p|Fs) 

pour tout temps d’arrêt S~Tp , an obtient:

4,9 sup temps , ssn,p> ~ 4,

4.10 sups 
temps E[|((Z03B8nS)1/2-1)/un - 1 2 V’S|2] ~ 0.

(ii) Comparons 4.4 et 4.10 pour S = tnStn,p): comme 

~ 0, an en déduit que V’t~Tn p,s, Comme V est càdlàg et
, , ,

comme an peut évidemment choisir une version de V’ càdlàg sur

[0,Tp], on peut donc remplacer V’S par dans 4.10.

de carré intégrable par 4.4, Comme (Tp) est une suite lacalisante,

8,V est donc une martingale locale, localement de carré intégrable.

Enfin e est arbitraire sur Ia sphère unité de IRd, et est

trivialement vérifié, donc an a tal.

Unt = ((Z03B8nt~S(n,p))1/2 - 1)/un - 1 2 03B8,Vt~Tp , et 

- inf(t: t~S(n,p) au au pn est une suite de nombres pa-
sitifs tendant vers 0, suffisamment lentement pour que si vn dési-

gne le premier membre de 4.10, an ait ~ 4. Nous allans montrer

que (Tp,T(n,p)) est une famille localisante vérifiant 4.3, 4.7 et

4.8. Comme T(n,p)~S(n,p), 4.3 est d’ailleurs évident.
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Comme 4.10 entraine n,p))2] ~ vn, Mais si

T(njpXS(njp) on a ~U~ > p j , d’où

)  P(S(njpXT ) ) + v 

qui tend vers 0 quand n~~ d’après l’hypothèse faite sur p . , Donc

est une famille localisante. 

Par ailleurs ~~ ~?(n.p)~ ~ construction de
T(njp)j si bien que vn, qui tend vers 0 par

4.10. ’ Enfin si Wn = ((Z03B8nt~T(n,p))1/2 - 1)/un - 1 2 03B8.Vt~TP ’ on a

!~!  ’~ATn.p~ ~ ~t/BT~’ ~~ 

EE!~!~3  

Comme ~ -~ 0. et E(~.V~)  )~3  ~ (inéga-

lité de Doob), et P(T(n,p)Tp ) - 0, on en déduit P E[|Wn|*2~] ~ 0,

ce qui n’est autre que 4.7. 

Enfin

= ~«~T(n.p~~-"/"n - ~ ~-~AT~ ~ ~~Kn.p~~-~~n’
ce qui permet de déduire facilement 4.8 de 4.7. Q

REMARQUE. Même si on peut prendre dans 4.2 (par exem-

ple sous les hypothèses de 3.16). il n’en est pas de même dans 4.6. []

Le lemme suivant joue un rôle clé:

4.12 LEMME. Supposons le modèle localement dérivable, et soit

et_ U~ = (Z~ - 1)/!~. Alors U " -i~ e.V.

preuve. Soit (T jT(njp)) la famille localisante associée à 

e) par 4.63 pour laquelle on peut toujours supposer que Soit

Z~ = 1+M~-A~ la décomposition canonique de la surmartingale Z~: A~
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est croissant et pour tout temps d’arrêt borné T.

La décomposition canonique de est Hn+Bn, avec Bn = A "/u
e n

et H" = lI D’après 4.3 et 4.8 il vient alors

"

ce qui implique classiquement ~â- IP1~ 0.

Par ailleurs, = p our tout t. , sur l’ensemble

{Tin,pl=Tp{, dont la probabilité tend vers ’I par ~.4; un autre ré-

sultat classique sur la topologie d’Emery permet alors de déduire que

’~~ Ceci étant vrai pour tout p, -~--~ ~é~Pl 

5 - LES PROCESSUS DE HELLIHGER

D’abord, comme dans la preuve de ~.1Z, on considère la décomposi-
tion de Doob-Meyer de la P-surmartingale Z03B8:

5.1 Z$ - 1 + li~ - Aa, M$ martingale, A~ croissant prévisible.

Rappelons ensuite, d’après [5], la notion de processus de Hellin-

ger d’ordre entre P03B8 et P03B6, On appelle ainsi tout pro-

cessus croissant prévisible hi~?~~ nul en 0, ayant la propriété

suivante: pour toute probabilité Q dominant P$ et P~, si z~ et

z~ ~ désignent les processus densité, alors 

e 

5.2 tz~)~tz~~1 ~ + E(z~~(z~~’~.h(p)~ est une Q-martingale.

Alors, h~~l~~’ est déterminé de manière Q-p.s. unique sur l’inter-

valle stochastique ~z~~~, z~3~~. Dans la suite ht~)~~ désigne une

version quelconque de ce processus, et pour simplifier h~~’ = 
Hoter que est une version de donc on peut suppo-

ser (et on supposera) que h$~ = h~~.

Pour des raisons techniques, on va introduire une série d’autres

processus, et étudier certaines relations entre ceux-ci. D’abord, le

processus est clairement une P-surmartingale positive,
donc il existe un processus croissant prévible h(03B2)03B803B6 nul en 0, avec
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5.3 tZ~)~tZ~~~ ~ + est une P-martingale.

Là encore est P-p.s. unique sur fZ~>4~ Z~~O~, et sur cet

ensemble on a ht~l~~ - hts-~)~~, On écrit h~~ = ht~)~~.
Ensuitej on pose:

5.4 k(03B2)03B803B6 = [(Z03B8-)03B2(Z03B6-)1-03B2].h(03B2)03B803B6 - 03B2A03B8 - (1 - 03B2)A03B6)

et k03B803B6 = " (ces processus sont P-p.s. définis de manière uni-

que). Puis, soit

r Ht~?$~ - + ht~)0~ - 
5,5 t Kt~)~~ - kt~~~~ - 

Y(03B2)03B8 = 03B2Z03B8 + 1 - 03B2 -
5.6 

W(03B2)03B203B6 = [1-(Z03B8)03B2][1-(Z03B6)1 -03B2].

D’après 5,1 et 5.3, on a

5,7 Yt~~$ - et Wt~y$~ - sont des P-martingales.

5.8 LEMME. al On a ht~l~~ - P- .s, sur ~Z$>0~,
bl Le processus C(Z~(Z~)~3.[;F(p)~ - est P- ,s,

croissant et majoré au sens fort par le processus dès que

5.5 ~~ ~’~ ~ ~ ~ (1-p)~’~.

Preuve. Soit $ une probabilité dominant P=P0, P~ et P~, et soit

z=z0, z~, z~ les processus densité respectifs par rapport à $. On

écrit X~Y si x-Y est une $-martingale locale. Soit 

Comme Z~+A~ est une P-martingale, on a 0. On a aussi

z_.A~ et zZ~ - z~~ z~0 . Donc -z~l~z~0~ ~ z~l~z=4~ _
B~ := et par suite

5,10 z ~A~ est le Q-compensateur de B$.

Pour simplifier, posons h - h - ht~)~~, Y - 
et ~ - D’après 5.3, on a zt~ + 7 *F) ~ 0, et donc

- z_Y_.h ~ zY - Yl~~~ = Mais Y ~ -Y_.h par 5,~, de
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sorte que si 
, 

C = et si 
, C est son Q-compensateur, on a

zY’F = + C Q-p.s.

Si ~,=0 on a Y = donc zY=Y et YR=C, d’où 

et entraîne Y *h Q-p.s. Comme P-p.s., on en dé-

duit que h=h P-p.s. sur ~Y->~~, d’où (a).

Passons au cas général. Un calcul simple montre que 

Wx + ~’y pour tous si et seulement si on a 5.9. Donc sous ,

5.9 on a wz03B8R + W’zR, donc le processus croissant C est for-

tement dominé par et le processus croissant C est forte-

ment dominé par par 5.10. Par ailleurs R=co et Y=zY

P-p.s., donc 5.11 entraine que P-p.s. Y_*(h-h) = )*cfj et on en

déduit (b). Q

6 - PROCESSUS INFORMATION ET PROCESSUS DE HELLIHGER

Commençons par définir le processus information:

b.4 DEFIHITIOH. Si le modèle est localement dérivable en ~=0, on

appelle processus information (de Fisher, en ~=41, le processus A =

défini Par (covariation quadratique prévi-
sible de la martingale localement de carré intégrable V, cf. 4.6). []

Si le modèle vérifie les conditions de ~.15, pour tout temps d’

arrêt T inférieur ou égal à l’un des Tp le modèle non-filtré res-

treint à la tribu FT est dérivable en ~=0, et IT) - en

est la matrice d’information de Fisher (cf. 3.4).

Voici alors le résultat essentiel de cet article:

6.2 THEOREME, a) Pour que le modèle soit localement dérivable en 8=4

il faut et il suffit qu’on ait [A] et [B] ci-dessous:

[A3 II existe un processus nul en 0, croissant dans
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l’espace des matrices symétriques non-négatives, tel que pour tous

et_ (~ ~v j~) dans ~ on ait

6.3 +h 0.%~ -h C~.~ ~~n~n 4~’~’~ ’ ~ o.A. .

EB3 Pour tout (03B8n,un,03B8)E03B6 on a

6.4 A03B8nt/u2n P O, Vt>0.

(Noter que si P03B8 F pour tout 03B8, [B] est automatique).

b) Dans ce cas, A est le processus information, et pour tous

03B2~]0,1[, (03B8n,un,03B8)Ez, (03B6n,vn,03B6)Ez, avec un/vn ~ a~]0, ~[ lorsque

p~~/2~ on a:

6.5 h(03B2)03B8n,0 P-V 03B2(1-03B2) 2 03B8.~.S.

6.6 [h(03B2)03B8n,0 + h(03B2)0,03B6n - h(03B2)03B8n,03B6n]/unvn P-V 03B2(1-03B2)03B8,0394,03B6

6.7 REMARQUES. 1) II est imMédiat que [A3 équivaut à la condition

apparemment plus forte suivante: il existe un processus A comme

dans CA3 tel que

1 |03B8| |03B6| Var(hO03B8 + hO03B6 - h03B803B6 - 1 4 03B8.~.03B6,)t P 0 si 03B8,03B6~0, Vt>0.

On pourrait écrire 6.4, 6.5 et 6.6 de manière analogue.

2) Sous CA3 on a 0 si e~ -~ Oj donc par !;53 V.4.3~3 il

y a convergence en variation des restrictions des P~ à 7~ vers

n

la restriction de F à 7.. Donc les convergences 6.3j 6.4j 6.5j 6.6

sont vraies non seulement en P-probabilité, mais aussi en F -proba-
bilité lorsque ~n ~ 0: cela signifie, pour 6.3 par exemple, que pour

tous e>0j t>0:

P~ [Var((h~~° ~ h~’~ - h~~/u~ - ~ e.A.~)~ > e3 20142014~ 0. Q

Mous commençons par plusieurs lemmes.

6.8 LEMME. Supposons le modèle localement dérivable, et soit

t~~v~~)~~ et supposons de plus que ~/v~ -~ 
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si 03B2~1/2. Alors, si A est le processus information an a:

b.9 P-V ~ t~) ~ ~,A.B tcf. ~.~),

6.’10 P-V is- )a.A. (cf. 5.51 .

Preuve, a) D’après 4.b an peut trouver une famille lacalisante

tTp,Ttn,p)i telle qu’on ait 4,7 pour (03B8n,un,03B8) et pour (03B6n,vn,03B6),
et aussi E( 4n a alors supt|(Z03B8nt~T(n,p) )1/2 - 1|/un ~

p 
t ’ 

n

[ dans L2, et de même pour (03B6n). Danc

Ies suites {supt[(Z03B8nt~T(n,p))1/2-1]2/u2n}n~1 et

{supt[(Z03B6nt~T(n,p))1/2-1]2/v2n}n ~1 
sont uniformément intégrables.

b) Les fonctions fn(x) = [03B2(i+un)+1-03B2-(1-unx)03B2]/u2n convergent

localement uniformément ainsi que leurs dérivées d’ardre 1 et 2 vers

Ia fonction f(x) = 03B2(1-03B2) 2 x2 et ses dérivées, quand Donc par

~,12 et 2.b on a ’~~ fts.V), d’aû a-fartiari tcf 4.1):

b,~2 

Par ailleurs pour une certaine

constante K, donc K[(Z03B8n)1/2-1]2/u2n. Par suite 6.11,

b.12 et 2.1 entrainent que les compensateurs du premier membre de

6.12 convergent en Variation, en P-probabilité, vers celui du second

membre. Comme fn(U03B8n) = Y(03B2)03B8n/u2n tcf. 5.b1 et ftB.V) -

03B2(1-03B2) 2(03B8.V)2 iI vient d’après 5.7 et la définition de A:

[k(03B2)03B8n,O]T(n,p)/u2n P-V 03B2(1-03B2) 2 (03B8.A.03B8)Tp.

Comme est une famille localisante, an en déduit b.9.

cl Passons maintenant â b.10. Les fonctions

[1 - v ,

canvergent localement uniformément ainsi que leurs dérivées partiel-
les d’ordre § et 2 vers la fonction f(x’,x"> = pjj-#>x’x°’ et ses

dérivées. Donc fn(U n,U nl (P) f (03B8 .V,03B6.V). On a f 
n 
tU 

an 
,U 

03B6n 
) -
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e " 03B6n 
et 03B2(1-03B2)(03B8.V)(03B6,V), dont les compensateurs

sont respectivement 
n 

Icf, S.7) et 03B2(1-03B2)03B8.~,03B6, Exactement

comme en pour obtenir â.10 il suffit alors de montrer que chaque

suite e ",U est uniformément intégrable.

Pour celaj on remarque qu’il existe une constante C~ telle que

l_  C ~-~!~~. ! de sorte q ue I- 

comme a si ~~Z/2, on voit que

 _ C 

~ C[03B2|((Z03B8n)1/2-1)/nn|
2 

+ (1-03B2)|((Z03B6n,1/2-1)/vn|2]
pour une certaine constante C (car x03B2y1-03B2 ~ 03B2x + On

déduit alors de l’uniforme intégrabilité cherchée. []

b.~3 LEMME. Soit t’~n,vn,~)~’~, 
a) Sous â.~ et

6.14 Z03B8n P-U 1,

il y a équivalence entre b.5 et b,9.

b) Soit St~,q) - inf(t: ~IIZ~I~~~ - ql. Si on a 6.4 pour

I en, un, 9 l et ~n~n’~~ ~ -~ lorsque ~~~.~2, et si

~.15 lim _ tl - 4, 

b,5 et è,b sont équivalents à 6.9 et b.10,

preuve, al D’après 5,4 et 5,8ta1 on a ~p~’

P-p.s. L’équivalence cherchée est donc immédiate.

bl D’après S,Btal, un calcul simple montre que P-p.s. tcf. 5.51:

Rt~l~~ - Bt’1~~~ + Bt2l~~ + 
ou

BI2~~’~ _ (Z~11 ~I1-IZ~)~).hl~lC~,
Bt3~p~ _ - 
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Comme 6.45 implique b,14 pour (03B8n) et pour (03BEn), le résultat

décaulera de ce que, sous les conditions équivalentes 6.5 au b.9, an

a pour i=1,2,3:

-~ 0.

Commençans par i=1,2. I1 existe une constante cq telle que si

j x - 1 [ ~ qu et Ou~1, alors | x1-03B2 - 1|  c u et x03B2  c . On ajJF - ij  qu et ou§, alors |x1-03B2 - 

9 ,4 
c 
q 
u et xfi ~ c 

q 
. on a

n,q ) ~ c2q vn h(03B2)03B8n,0, donc sous b.5 et b.15
an a b,lb pour i=1, et de même pour i=2.

I1 reste â examiner le cas de ui d’après 5.8 est ma-q p
joré en variation par W 

n 
A$n + W’A n 

n dés que w
n,w’n vérifient 5.9. °

Lorsque 03B2=1/2 on prend et Wn=un/vn; ; lorsque 03B2~1/2, on

prend dans les deux cas on a 5,9, Etant donné b,4, il est

alors clair que 6.16 est satisfait pour i=3 (rappelons que nn!vn
i aE]a,oo[ si 03B2~1/2), et la démanstration est achevée. []

Condition nécessaire et partie tbl de b,2, Dn suppose le modèle loca-

lement dérivable. D’abord, b.4 découle immédiatement de 4.4 et 4.3

(car E(ATy - pour tout temps d’arrêt borné T1.

Ensuite si A est le processus information, d’après le lemme b.B

an a b.9 et b,40. On a aussi b.ZS, qui découle aisément de 4.7, danc

le lemme implique b,5 et b.b, donc a-fortiari 6.3. []

Condition suffisante de b.2. On suppose [A] et [B], I,a preuve va cam-

porter plusieurs étapes,

2) Dn fixe Qn a b.4 et b.5, et aussi (par b.bj:

6.17 H(1 2)03B8n,03B8m/unum P-V 1 4 03B8.~.03B8 si n,w~

Montrons d’abord 6.14. D’après b.5, -P-3 ü, donc [5,V,4.31]

implique que la distance en variation de P à P03B8
n 

sur (03A9,Ft) > tend

vers t3, Soit Qn=(P+P03B8 1,12, et zn, z’n les processus densité de
n

P et P03B8 par rapport â Q. On a donc E$ ~ Q, et comme
n n
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le processus est une martingale bornée par 2 on a aussi

E,, -~ 0. Comme zn+z’n=2 et il en découle

que " Q (JZ ~ -1!~ . > 0 pour tout Enfin d’où 6.14.

2) Posons I~n - et D’après ~.4 et

5.5 on a kt~)~~=4, d’où Par 5,7 il existe des martingales

~in et Mnm telles que, si U~ - on ait

5 . ~ 8 unKn - A n;~’2un , ~n~m - 

Comme on a 6,4, 6.5 et 6.14, on déduit du lemme que

6.19 xn R~$~

où K = e,A.a, Posons 

R p - ’ H t ~p), ~ ou 

IRp) est une suite localisante, et ~ O quand n~~

par b,’19 et b,4, De plus ces temps d’arrêt sont prévisibles, stricte-

ment positifs. Il existe donc des temps d’arrêt et Ttn,pl

avec  Tpa -

Donc tTp,Ttn,p)I est une famille localisante, et

6.20 Var(Kn)T(n,p) ~ p, KTp ~ p, A03B8nT(n,p) ~ u2n

3) Pour tout temps d’arrêt borné S on a E[(WnS)2] = 2E(KnS) par

6.18 et K°n - En appliquant ceci à S = où

comme en , on déduit de 6.20 que

P(S(n,q)   2p;q~,

Comme est une famille localisante, il découle qu’on a

b.s5. On peut alors appliquer b,’I3tb1 (avec une suite indicée par le

couple n,m au lieu de n, mais la preuve est la même): comme on a

b,4, b,5 et 6.17, il vient

6.21 Knm K./4 si 

Soit alors inf(t: ~ qui d’après b.~1 et la dé-

finition de Rp vérif ie quand Exactement
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comme ci-dessusj est prévisible strictement pasitif, tandis

que donc il existe des temps d’arrêt RnmpR’nmp vérifiant

b , 22 l --~ ~ 4 si 

Comme de plus Var(Knm)Rnmp ~ p on déduit de b.24 que pour tout t:

6.23 Knmt~Rnmp L1(P) 1 4Kt~Tp si n,m~.

4! Fixons Posons Y~ - et 

Y?Y"’ - Yt R Y*... . On a
’ ’ 

b.24 

6.18, b.24 et Knn=2Kn entraînent que pour tout temps d’arrêt 5

b,25 ~ 2p’

Par ailleurs si T est un autre temps d’arrêt tel que il vient

(YnT-YnS)2 = (YnT)2 - (YnS)2 - 2Yns(YnT-Yns), donc 6.20 et entraînent:

~ " 

~ 3pE[(1 + unYnS) 1{S~T(n,p)T~T(n,p)}]

 3p {5p 

dès que (utiliser b.25 et l’inégalité de En appli-

quant ceci à et (donc et b,25 à Ym,
on voit que le premier terme de droite de b.24 est majoré par

{E[ 1 Yt I ~~ ( 2~ ~~’.2 ~ ~ P t R nmp T P 1 ~~~f 2~~-’2
(car {S~T~ c une majoration analogue pour le se-

cond terme de droite de b.24, de sorte que b.22 implique

b . 26 l --~ 4 quand 

Par ailleurs 6.18 entraine que Yt R l - j,

donc 6.23 et 6.26 impliquent:

5.27 -~ quand 
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5) 6.27 entraine la convergence dans L~ des variables Y" vers

une limite Y(p).. D’après b.48, puis 6.4 et 6.20 on a donc

Mnt~T(n,p) L2 Y(p)t.

On en déduit d’abord que Y(p) est une martingale, puis, par l’iné-

galité de Doob (avec t=oo) et de nouveau 6.18 et 6.20, que

--~ t7,

Etant donné 4,1, il est clair que , Y(p) , , = 
p 

où Y est une 
’

martingale locale, localement de carré intégrable. On a aussi . 
’

b.~8 20142014’°-

6) Remarquons que 4.3 découle immédiatement de 6.4 et b.20, et

aussi que les ne dépendent pas de la suite mais

seulement de en (cf. remarque 4.5). Il reste donc à montrer qu’on a

un processus càdlàg V vérifiant 4,4, et étant donné 6.28 cela se

ramène à montrer que Y ci-dessus se met sous la forme 

Le processus V est construit ainsi: la composante V1 est

le processus Y obtenu comme ci-dessus, avec la suite 

Soit t~,n,vn,~,)E~, avec les processus associés Y et

Y’ ci-dessus. En utilisant 6.28, on montre comme en 4.~2 que

’~--t~ Y et ~~~ ) Y’. On peut alors reprendre la preuve de

6.8 (pour 03B2=1 2), en remplaçant e.V et par Y et Y’. Dans

6.9 et 6.10 il convient alors de remplacer et ~.A.~ par

~Y,Y~ et ~Y,Y’~. En particulier, ~ ,~-~ ~Y,Y’~.
Par ailleurs, exactement comme pour b.21, on montre que

~’~) ~ ~.~.~, donc ~Y,Y’~ - ~.A,~, En particulier

si e=e. 
Z 

et 
) 

on obtient = et pour e quelconque

on calcule aisément que = 0. Donc 

7 - EXEMPLES

Dans ce paragraphe on suppose que le modèle statistique est engen-
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dré par un processus de base X. Cela signifie qu’on a un processus

X défini sur 0 et qui engendre la filtration 

a) Chaînes de Markov. On considère ici un processus à temps discret

donc si On va bien-sur retrou-

ver les notions introduites en [1] ou [2~.

Mous allons nous restreindre en fait au cas aû, sous chaque mesure

P$, le processus X est une chaîne de Markov hamagène, dont on note

la probabilité de transition, et où X4=x~ est indépendant

de 03B8 et déterministe. L’espace d’état de X est quelconque.

Hypothèse [H]. Pour chaque xeE le modèle statistique (non filtré)

~x - (E,~,t$$tx,.)l~~C) admet une information de Fisher Iix) ~ en

9=4, au sens de 

7.~ THEOREME. Sous l’hypothèse le modèle statistique filtré est

localement fortement dérivable en 9=C, et son processus information

est donné par

7.2 At = 03A30~i~n-1 I(Xi) si n ~ t  n+1.

Preuve. Notons la famille des intégrales de Hellinger du mo-

dèle flx de [H]: si et si 

et on a d’après i.2:

7.3 

L’hypothèse [H] entraine (cf. 1.3) que, lorsque 03B8,03B6 i 0;

7.4 ~ + H$~tx) - H4$tx) - H~(x) = ~ ~.Itx).~ + 
Par ailleurs si ~=Q, soit et 

(on a a~~0, et a(x)=0 si et seulement si

« On peut considérer le modèle ~x comme filtré par

si Ft - ~ si t~~. D’après 7.4, le modèle est

alors dérivable à l’instant 1 en 9=ü (cf. , 3.~1, et 3.4 entraine:

7.5 a(x ) = quand ~ ~ ü.
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Passons maintenant au modèle (n~(T~)j(P~)). En appliquant
IV.~.63 de [5] avec P=P.j et pour Q la probabilité faisant

de X une chaîne de Markov de transition Q, et comme 2. =

03A01~i~[t] y03B8(Xi-1,Xi) et de même pour z’, on voit que

h03B803B6t = 03A31~i~[t] y03B8(Xi-1,Xi) y03B6(Xi-1,Xi)|Fti-1)
= 03A3

1i[t] 
[1 - H03B803B6(Xi-1)].

Donc 7.4 entraine que la condition EA3 est satisfaite avec A défini

par 7.2. Par ailleurs, on a Z03B8t = D 1~i~[t]Y03B8(Xi-1,Xi), donc le pro-

cessus A03B8 de 5.1 est

A03B8t = 03A31~i~[t] Z03B8i-1 a03B8(Xi-1).
Comme déduit alors [B] de 7.5, et le résultat

découle du théorème 6.2. [j

b - Diffusions. On suppose maintenant que, sous P03B8, X est une dif-

fusion uni-dimensionnelle s’écrivant

Xt ’= ’0 ~ ~~ ~ ~’
où U~ est un brounien standard et b~ est un processus prévisible

tel  o pour tout tc&#x26;. On sait qu’alors

pour tout ej%j et d’après [5j IV3.4.23] on a

h03B803B6t = 1 8 t0 (b03B8s - b03B6s)2 ds.

Donc

~~ = ~ ~~ - ~~ ~-

D’après le théorème 6.2 on sait qu’alors le modèle est localement

dérivable, dès qu’il existe un processus 03BB=(03BBs)s~0 à valeurs matri

cielles symétriques, tel que si ej% ~ 0:

7 .6 ° 

et dans ce cas, le processus information est

7.7 A~ - ~ 
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Remarquons d’ailleurs qu’on a 7.6 dès que pour tout j et tout t

l’application e ~ b03B8(03C9) est différentiable dans en

6=0j si la dérivée est u (j) = (ui(03C9))i~d, on a alors 03BBijs = 

c - Processus ponctuels. On suppose enfin que, sous P.j X est un

processus ponctuel de compensateur et pour simplifier on

suppose que a03B8s > 0 identiquement. D’après E5 IV.4.23 on a alors

h03B8zt = 1 2 t0 (a03B8s - a03B6s)2 ds.
On a donc exactement les mêmes résultats qu’au §b, à condition de po-

ser b~ = 2 ~.
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