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UNE APPLICATION DE LA TOPOLOGIE D'EMERY: LE PROCESSUS

INFORMATION D'UN MODELE STATISTIQUE FILTRE

Jean JACOD

Laboratoire de Probabilités
Université Pierre et Marie Curie
Tour 56 (3¢ étage), 4 Place Jussieu
75252 PARIS Cedex 05

1 - INTRODUCTION

Soit (ﬂ,?,(Pe)GEo) un modéle statistique, avec © ouvert de rY

contenant O. Rappelons,; d'aprés LeCam [46] (voir aussi Strasser [9]
ou Dacunha-Castelle et Duflo [2] pour une situation plus classique),
comment on définit 1'information de Fisher, sous des conditions "mi-
nimales" de régularité.

Supposons d’'abord le modéle deminé par une probabilité Q@ (i.e.
P, «Q@ pour tout ¢€0), et posons z? = ar,/da. Si o -~ J;? est dif-

férentiable dans LZ(Q) au point ¢=0, avec U=(U1)i<d pour variable

variable dérivée, alors W se met sous la forme u=(Jz°f2)V, chaque

i

composante V de V étant centrée et de carré intégrable. La ma-

trice d'information de Fisher en 8=0 est alors définie par

1.1 o=, iV, 1<) <.
0

8,29 (0/0-0, a/0=w si a>0) la dérivée (géné-

De plus, soit 2% = 2%z
. . . J‘E cans . 2
ralisee) dPe/dPO’ alors 6 = Z est difféerentiable dans L (Po)

en 6=0, avec V/2 peur dérivée. Enfin si
1.2 m*S = Eg 2%2%)
désigne 1'intégrale de Hellinger ("affinité") de P, et PK (cette

expression ne dépend pas de la mesure Q@ dominant Pe et PZ)’ la

différentiabilité de Jze en &=0 dans LZ(Q) équivaut a

1.3 1 + B°® - g% - §0% - ..y + o(jell3]) quand 6,5 - O,
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oi J est une certaine matrice, et dans ce cas J=I/4 (la notation
9.J.% deésigne Z elJljzj, et de méme 0.7 désignera le produit

1,)€d d
scalaire usuel de & et ¢ dans RY).

Lorsque le modéle n'est pas dominé, on peut toujours définir les
intégrales de Hellinger Hez, et si 1.3 est satisfaite on appelle

information de Fisher la matrice 1I=4J.

On va étudier ce qui se passe quand le modéle est muni d'une fil-
tration (?t)t>0' Sous des hypothéses convenables, on peut définir la
matrice d'information I, en 0=0 pour chaque modéle (Q,F ,(F)).

I1 semble plus judicieux de définir un processus information, déji

connu dans des cas particuliers, notamment lorsque la filtration est
a temps discret: cf. Basawa et Prakasa Rao [1]). Ce processus A =
= E

(At)tZO’ a valeurs matricielles dxd, vérifie I p (A dés que

t
0
It existe, et dans de nombreux cas il est aisément calculable en

fonction des caractéristiques du "processus de base" du modéle.

De méme les intégrales de Hellinger sont remplacées par les pro-

cessus de Hellinger, et le résultat principal de cet article est que

le processus information est la "dérivée seconde” du processus de
Hellinger, au sens ol on a une relation analogue 3 1.3. 11 s'agit
m€me d'une condition nécessaire et suffisante, dans le sens ol la dé-
rivabilité du processus de Hellinger entraine 1'existence du proces-—

sus information (voir les énoncés précis au §6).

Aprés des compléments sur la topologie d'Emery (§2), on introduit
la dérivabilité des modéles filtrés (§3), puis la dérivabilité "loca-

le” (§4). On rappelle quelques notions sur les processus de Hellinger

au 5. Les résultats principaux sont énoncés et démontrés au §6, et
le §7 est consacré a quelques exemples simples: en utilisant la forme
"explicite" des processus de Hellinger donnée au §IV-3 de [5], le

lecteur pourra écrire lui-m8me des exemples plus élaborés.

Nous utilisons les notations usuelles de la théorie générale. En

particulier He+X désigne le processus intégrale stochastique du pro-
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cessus prévisible H par rapport 3 la semimartingale X, dont la

partie martingale continue est notée Xx®. On note aussi XT le pro-

cessus X arrété en T: XT =

t = Xraee

2 - LA TOPOLOGIE D'EMERY: QUELQUES COMPLEMENTS

On va étendre légérement certains résultats de Mémin [8] sur la
topologie des semimartingales qui a été introduite par Emery (et pour

laquelle nous référons a [3]).

Soit X", X des processus définis sur une base stochastique
(Q,T,(?t)tzo,P). On utilise les notations Xt = supsstixsl, et

xt By osixnd P50 wi>o;

. X" —éiglé X si x" converge vers X pour la topologie d'Emery
{quand X", X sont des semimartingales);

o x0 PV v osi Var(xn—){)t P, 0 w¥t>0 (quand X", X sont & va-

riation finie; Var(Y) désigne le processus variation de Y).

8i X est une semimartingale spéciale, on appelle compensateur de
X 1'unique processus prévisible & variation finie A nul en O, tel

que X—A-Xo soit une martingale locale.

Lorsque les X ont des sauts uniformément bornés, le résultat

suivant est di & Mémin.

.4 THEOREME. On suppose que les semimartingales x® vérifient

.2 ¥t>0, la suite {(AX"):}n>1 est uniformément intégrable,

n _J4(P) n P
et X —=—— X. Alors X, X sont spéciales, et leurs compensateurs
A" et A vérifient AP EV5 4,

Preuve. La premiére assertion découle de ce que toute semimartingale
X vérifiant szeLi(P) pour tout t est spéciale. Il reste & mon-

trer que Var(An—A)t —2+ O pour tout t. On fixe donc t, et on peut
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clairement se limiter 3 des sous-suites.

a) On va d'abord montrer qu’on peut trouver une suite croissante

(Rp) de temps d’arrét avec limpTeo P(Rp<t) = 0, et une sous-suite
notée encore Xn, telles que [1("—)(’",}l(n—)(m]gt‘/2 —3 0 dans LI1 lorsque
n;mtew, pour chaque entier p. Pour cela, on geprend essentiellement

la fin de 1a preuve du lemme II.4 de Mémin [8]). D’aprés ce lemme, on

sait d’ailleurs déji que, quitte & prendre une sous-suite,

2.3 CxP-x", x"-x"3, £, o, quand n,mtew.

Posons V9 = (Ax"):. D'aprés 2.2, pour tout entier N il existe
e(N)€10,47 M7 tel que

-N vn.

2.4 P(A) < ¢€(N) 3 E(V? 1A) < 4

D'aprés 2.3, il existe une sous-suite notée encore X" telle que si
2% = x"x™* xR oxm 120 0n it

2.5 P(Z? > 4™ < ewn).

Spoit Y = z 272", Comme Zs(n) < w, le lemme de Borel-Cantelli et
n>1
2.5 impliquent Y,<o p.s., donc les Rp = tAinf(s: Ys>p) vérifient

P(Rp(t) -+ 0. On a aussi
n n
E(YRP) < p+ E(AYRp) < p o+ X 2 E(Asz)

n -n n
< p+ ) 2% E[4a™® 4 az2" 1 ]
L Ry {z]>47"}
or Az < (aX® - ax™*1) < v® 4 V™1 donc 2.4 et 2.5 entrainent
- 1
E(Y, } € p+ X 270 . F 2" groviteytl) g 3
R -
< p o+ Z 27, X 2%.2.470 ¢ pa3.
1/2
Rp
déduit le résultat annoncé.

PSP L
R R
P P P

Comme [X%-x",x"-x™y (2n+...+2n+m_1), on en

I~
-

b) Seit Xx® = xg + H® + AT et X = Xot M + A les décompositions

canoniques. D'aprés Lépingle [7] il existe une constante universelle

¢ telle que E([H"-"4"-y™1/2) ¢ cECX™-x",x"-x"11/%)  pour tout

R
temps d'arrét S. Vu (a), la suite {(¥™) p}n>1 de martingales (ar-
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rétées en Rp) est de Cauchy dans 1’espace Ki(P) de martingales. Elle
converge donc vers une limite N(p) dans Mi(P), et a-fortiori dans
4(P), Donc (A™) P converge dans J4(P) vers une limite A(p); quitte
a prendre encore une sous-suite on peut supposer que (A% P Alp)
uniformément sur [O,t], pour presque tout . Donc A(p) est prévi-
sible; comme limite dans 4(0) de processus prévisibles 3 variation

R
finie, A(p) est aussi & variation finie. Donc (a™) P i e N A(p).

R R
Comme X P = Xy + H(p) + A(p), on en déduit aussi A(p)=A P, donc

R R
(A% P EVs 4P comme lim, P(R <t) - 0, il vient var (A"-a) -Fs0.00

2.6 THEOREME. Soit X" une suite de semi-martingales d-dimensionnel-

les convergeant dans J4(P) vers une limite X®. Soit " une suite

de fonctions sur Rd de classe 02J convergeant localement uniformé-

ment, ainsi que leurs dérivées partielles d'ordre 1 et 2 vers une

fonction f® et ses dérivées. Alors f£o(x™) 4(B), poy®y

Preuve. D'aprés la formule d'Ito, f£7(x™) = fn(xg)+q“+p“+s“, ot
n n,,n n,i n 1 n,yn n,ij n n
o = D.f (X)X g =5 D..£f(X7)C ¥ = 8
Ziﬁd i - ! 2 ZiJde ij - ! Xsi. s’
avedc
Cn,ij - (xn,c,i’xn,c,j>’
n n,.n n, .n n,n n,i
5o £hxD - Mg - zi(dnif (Xg_)AXD'h.

3i g" converge localement uniformément vers une fonction continue

g%, comme ) & —z:ge X® i1 est clair que g“(X?) _E:Qé g”(xf). On dé-
A(P)

duit alors de Mémin [8, II11.13] que g(xMy.x™:1 2100, o®(x®)x®t,

Par éuite, o AP o ® Comme 1'hypothése entraine aussi que

ghiil A(P) ) cwsij 4(P)
3

¢ on a gt 222 p”.
Toujours parce que x" _£:2+ X®, on voit comme ci-dessus que
" F-U, §®. Par ailleurs il existe des constantes K“ (dépendant des
t", mais pas de n) telles que [8"] ¢ KK|AXn]2 si  |AX"|<N. On sait
aussi que ZS< jax? 2 BV, XS< 1aX®(2. Par suite " PV, 4@, et

a—fortiori ¥® —2E)5 ¥®. Finalement f“(Xg) N £20xg) . 0
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3 - DERIVABILITE DES MODELES STATISTIQUES FILTRES

On considére un modéle filtré (9,F,(F,) ot O est

d

tlez0r (Folyeo?s

un ouvert de R contenant O. On s'intéresse ici & la dérivabilité
en 6=0, et pour simplifier on écrit P=Po. Sauf mention explicite du
contraire, toutes les notions usuelles (martingales, semimartingales,
etc...) sont relatives & P. Pour simplifier on suppose aussi que

toutes les mesures P coincident sur T

@ 0’

On note 2! 1e processus densitée de P6 par rapport a P=P0.
C’'est une surmartingale positive, avec Zg=1. C’est une martingale si

et seulement si P9 lac P. On a 20=1. Enfin si @ est une probabi-

l1ité dominant Py et F et si 2% et 2° désignent les processus

[:}
densité de P6 et PO par rapport 3 @, on a 2% = zo,f'zo P-p.s.

Pour tout temps d'arrét T on définit 1'intégrale de Hellinger

Pe et PZ a 1l'instant T par

8 _ ’ 8.6
3.1 HT = EQ{ ZTZT)’

ol Q est une probabilité dominant P, et PZ et z°%, z% sont les

processus densité correspondant. H;z ne dépend pas du choix de Q.

Nous ne supposons pas le modéle dominé par une probabilité @, si

bien que la notion de différentiabilité est "du type 1.3":

3.2 DEFINITION. Soit T wun temps d’arr€t. On dit que le modéle est

dérivable & 1'instant T (en ¢=0) s'il existe une matrice dxd (né-

cessairement symétrique non-négative) Jr telle que

o 08 .0 o
3.3 1+ HIS - Hy - HD® = 8.J7.% + 0(]a||3]) quand 6,5 + 0. []

3.4. THEOREME. Sgit T un temps d'arr&t. Pour que le modéle soit dé-

rivable & 1'instant T en 6=0, il faut et il suffit que

1.5 E(1-23) = o({8(%) quand s - O,
2.6 E[(ng -1 -2evp? - o012 quand & - O,



454

. i
ou  Vp=(Vp

Ce Ccas, v

={V )i<d est une variable aléatoire 3 valeurs dans Rd. Dans

T est TT-mesurable, centrée, de carré intégrable, et la

matrice JT apparaissant dans 3.3 vaut J%J = E(V;V%)j4.

Comme JEgeLZ(P) pour tout o, 3.6 signifie que 4 - j;g est

différentiable dans LZ(P) au point 8=0, de dérivéee V/2. Lorsque

les P9 sont toutes équivalentes (sur TT), 3.5 est autowmatique et

ce résultat est classique.

I1 vy a une autre maniére, souvent plus commode, d’exprimer 3.5 et

3.6. Posons d'abord:

3.7 7 = ensemble des termes (& ,u ,8), ou 9, est une suite d'élée-
ments de © tendant vers O, avec un=l9n| et telle que en/un
converge vers une limite @& dans Rd

Alors, 3.5 et 3.5 sont respectivement &quivalents a:

8
3.8 Eu—zT"),/uﬁ — 0, Ve ,u,0)€T,
3.9 [(ze“)“2 - 13/u A, 1,y V(6 ,u_,8)€ET
‘ T ““n 2 T n'"n’ :

Preuve. a) Supposons d’abord la dérivabilité, et montrons 3.8 (=3.5).
Soit (en,un,e)et, et @ wune probabilité dominant les PZ pour tout
¢, dans I = {O,en,—en: n2i}, zz le processus densité de PZ par
rapport 3 @, et Yo - (J;¥ - j;?)/iZi pour GeI\{0}. 3.4 implique que
pour p,geEIN{O}:

Pyd 1 aP% _ go _ 49,
EQ(Y Y*) TIREA 1 + T T T

n, m s ®n LZ(Q)

3.3 entraine EQ(Y Y ") =2 a:= e.JT.e si n,mfw, donc Y —_ U
-9 2
pour une variable W vérifiant EQ(H2)=3. De méme Y ° L),y
[} -9

avec EQ(U'2)=a. Enfin EQ(Y By ™) 5 a, donc EQ(UU‘) = -a; par sui-

] -8
te W+lW'=0 Q-p.s. Comme Y "20 et Y "0 sur 1’ensemble (z?:O},

ona WX0 et W20, d'ou W=WU'=0 sur {z$=0}. En particulier,

-] ]
3.10 -—%EQ(ZTD 1 ) = EQL(Y 0,2 4 3] — 0.

upy {2¥=0} {z¥=0}
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Mais pour tout ©%€EI on a

4 - 5 = _75
T 1 - Eglz2 1 ) = E(1-Z7),

.11 E 1 ) =
{z$=o} T {z$>o}

Q(z
donc 3.10 entraine 3.8.

b) Pour obtenir la condition nécessaire et suffisante, il suffit
alors de montrer que, sous 3.5, la dérivabilité du modéle équivaut 2
la dérivabilité de o - JZ% dans LZ(P), en 6=0, Si Cle,q) =

E( Z%Z%), cette derniére propriété équivaut classiquement a

12 €(0,0) + Cle,q) - C(0,8) - C(O,g) = 0.J'.% + o(]a]|g])

pour une certaine matrice J', lorsque 6,7 —» O. Dans ce cas, J'1J

E(V;V%)/é, ou VT/2 est 1a dérivée de t -~ J;g, donc si J'=JT on

aura aussi la derniére assertion de 1’énoncé.

Si Q@ est une probabilité dominant P, PB’ Pl’ on a avec les no-

tations usuelles zo, ze, 21:

= }0'4 _ 8% _ e %
Cle,q) = EQ( zr27 1 ) = HT EQ( ZrZy 1{ ).

0 0_
{zp>0} 27=0}
Donc, par 1'inégalité de Schuarz, puis 3.441, puis 3.5:
ICle,3) - HI®| < {Egzg 1 o ) Egzla  }1/2
{zT=0} i {zT=0}
= [EU-z) E1-z201172 < ojeyigp.

Il est alors évident que la différence entre les premiers membres de
3.142 et 3.3 est o(|8]||%|). On en déduit 1'équivalence de 3.12 et 3.3,

avec J'=JT.

c) Il reste 2 montrer que VT est centrée. Soit Zn=ei/n, ou e;

1EME vecteur de base de Rd.

. [4
est le i 3.9 implique n[(ZTn)i/z—iJ -

. 4 .
v;/z dans L2(P), donc a-fortiori n(ZT“—i) - v; dans Li(p), et
E(V1)=0 découle alors de 3.5. []

Lorsqu’un modéle non filtreé (Q,T,(Pe)eee

bien connu (au moins lorsque les FP. sont toutes équivalentes: cf.

Ibragimov et Khashminski [4], I-7-2) que le modéle restreint i une

} est dérivable il est
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sous-tribu de TF est aussi dérivable. Le théoréme suivant étend ce

résultat, avec en plus une évaluation "uniforme”.

3.143 PROPOSITION. Supposons le modéle dérivable & 1'instant T pour

un certain temps d'arrét T. Pour tout temps d’arrét S<T on pose

VS = E(VT|?S) (ou VT vérifie 3.6). On a alors pour (en,un,e)et:

(]
n, , 2 R
3.14 Supg temps d’arrét, ST E(‘I—ZS )f“n —> 0,
(]
n,1/2 . 1 2
3.45 sups temps d’arr@t, S<T E[]((ZS ) - 1)/un— 7 e.Vsl ] — 0.

Le modéle est donc dérivable en S pour tout temps d’arr&t S<T.

Par "recollement”, on obtient le

3.16 COROLLAIRE. Supposons qu’'il existe une suite (Tp) de temps

d’arrét croissant vers +w, et que le modéle soit dérivable en chaque

instant Tp. I1 existe alors une martingale locale, localement de

carré intégrable V 3 valeurs dans Rd, avec VO=O, telle qu’'on ait

3.6 pour tout temps d'arr€t T inférieur ou égal & 1'un des T

P

Avant de démontrer 3.13, énongons un lemme dans lequel xn, Y
sont des variables sur (Q,F,P) avec ano et u, des réels posi-

tifs tendant vers O.

3.7 LEMME. Si (/K - 1)/u -+ Y dans 1%(P), on a

SUP¢ sgus-tribu de F IVETX TS - 1) /u, - E(Y[G, 0.

Preuve. Posons Un = (Jin—i)/un, Vn = (Xn—i)/un - 2Y. Par hypothese,

ai= E[(Un—Y)ZJ + 0, ce qui implique a-fortiori b := E(|V_ |1+ 0.

Fixons la sous-tribu § de F. Soit X, = E(Xn}g), Y' = E(Y|§),
Uﬁ = (Ji: - 1)/un, V; = (Xa—i)/un - 2Y et Un = iUn—Y |. On a
E[|V;1] £ b, donc PU|V]|>e) < b /e,

Si k21, €£1, |yl€k et Oguse/yz, il est facile de voir que
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[(JX - 1)/u - y| > &€ implique |(x-1)/u - 2y| > €. Donc si k21, 1

on obtient P(Hé)c) < P(lVﬁI)e) + P(|Y"|>k) dés que unﬁesz. Comme
2 2

E(Y'®) £ E(Y®), il vient alors
2 , 2. .2
3.18 u < e/k® 3 PMW >e) € b./e + E(Y2) k2.
n n n
Par ailleurs Y'2 < E(Y2|g) et u? < E(Uﬁ]g), donc
,2 2 .2 2 ,2...2
EMY) < €%+ Eu 1(“6)5}) < &%« 2EL(Y 20 )1{"6’€}]'
2 2 2
< €2 4+ 2E(Y 1{u5>e}’ + 2E[02 Twrsep)
2 2 2 2
< €2 4 2E(Y 1{“6>8}) + 4E00Y2 + 0 -Y) )1{Uﬁ>e}]
2 2
£ €% + SE(Y 1{Ha>e}) + ian

2 ' 2
£ &7 + 6N P(un>e) + SE(Y 1{Y>R}) + 4an.

Si alors unge/kz, on déduit de 3.18 que

2 2 2 2 2 2
E(Hn )} £ &% + 6N (bn/e + E(Y®)/K®) + SE(Y 1{Y)N}) + 4an.

Le membre de droite ci-dessus, qui ne dépend pas de G, peut &tre
rendu inférieur a 232 pour tout n assez grand (choisir d’abord N

puis k, puis utiliser le fait que unao, a 20 et b =0}, 0

Preuve de 3.13. Pour tout temps d'arrét S£T ona O < E(i—Zg) £
E(l—Z%), donc 3.14 découle de 3.8. Par ailleurs, posons Zéz =
E(Z2[Fg). Comme (/X - /502 < |x-y|, il vient

EL(yzg% - 29?1 < EC123% - 2811 < E(1-23%) « E(i—Zg)

]

-z5% 76 _75
E(1-Zp) + E(1-23) < 2 E(1-27),

Donc si (8,:u,,9)EY, on déduit de 3.8 que

[} ] ,
/
3.13  supg temps d'arrét,s<T ELIC(Z§ n,1/2 _ (zsn)i/Z)/unlz] — 0.
[}

Enfin 3.9 et le lemme 3.17 appliqué & Xn = ZTn et Y = e.VT/2 en-—
trainent que

[}
$.20 SUPS temps d'arr€t,S<T EL]U(Zg Mz /uy, - % S'VSIZJ — 0.

Comme 3.13 et 3.20 entrainent 3.15, on a le résultat. []
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4 - DERIVABILITE LOCALE

I1 peut sembler naturel d’appeler dérivabilité locale la proprieéeté
du corollaire 3.16. Toutefois cette définition ne permettrait pas
d'obtenir un critére en termes de processus de Hellinger. Nous allons
donc donner une définition un peu moins restrictive. Commengons par

un point de terminologie.

On appellera suite localisante toute suite (Tp) de temps d’arrét

croissant P-p.s. vers +w. Une famille localisante est constituée

d'une suite localisante (Tp), et pour chaque peN d’'une suite

(T(n,p))n21 de temps d'arrét tels que T(n,p)sTp et

4.1 P(T(n,p)(Tp) — 0 quand nte.

4.2 DEFINITION. Le modéle est dit localement dérivable en 6=0 s'il

existe un processus cadlig V & valeurs dans Rd tel que pour toute
suite (Bn,un,e)et (cf. 3.7) il existe une famille localisante

(Tp,T(n,p)) avec

]
n 2
4.3 E(1 - Zy{, oy)/uy —> O,  VpeW,
4.4 ((z.8 NV YRS 11 J T R VpeEN,¥t20. []
: tAT(n,p) n z P TAT pER VR

Si le modéle est dérivable en chaque instant Tp pour une suite
localisante (Tp), il est clairement localement dérivable (prendre

T(n,p)=Tp et utiliser 3.15, et 3.16 pour l'existence du processus V).

4.5 REMARQUE. On verra plus loin que la suite (Tp) peut &tre choi-
sie indépendamment de (en), et qu’'on peut associer 3 chaque ¢ des
temps d'arrét Sle,p) £ Tp, tels que dans 4.2 on puisse choisir
T(n,p) = Sle, ,p) pour tout (en,un,e)et. Ceci s'applique aussi aux

familles localisantes construites dans le théoréme ci-dessous. []

4.6 THEOREME. Supposons le modéle localement dérivable.
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a) Le processus V est une martingale locale, localement de carré

intégrable, avec Vo=0 p.s. (Comparer a 3.16).

b) Pour toute suite (en,un,e)ez il existe une famille localisante

(Tp,T(n,p)) telle qu'on ait 4.3 et les deux propriétés suivantes:

]
n 1/2 1 2
4.7 E[Suptl((ZtAT(n,p)) - 1)/un -3 O.VtATp[ ] — 0, VpEN,
(]
n
4.8 E[supt'(ztAT(n,p) - 1)/un - O.VtATplj —> 0, VpeN.

Preuve. (i) Soit (en,un,e)EZ, 4 laquelle on associe une famille lo-

calisante (Tp,S(n,p)) verifiant 4.3 et 4.4. D'aprés ces propriéteés,
[}
on a 3.8 et 3.9, a condition de remplacer ZTn par ZS?n,p)

e.VT par G.VT . On peut alors reproduire la preuve de 3.413: si

et

P
Vé = E(e.VT ITS) pour tout temps d'arrét SsTp, on obtient:
p
on 2
ik SUPS temps d'arrét, S<S(n,p) E(1-Zg")/uy — 0,
(] ,
n,1/2 4y, 2
4.10 supPg temps d'arrdt,S<S(n,p) ELI(Zg )7/ -1 /uy - 5 V51%) — 0

(ii) Comparons 4.4 et 4.10 pour S = tAS(n,p): comme P(S(n,p)(Tp)
-+ 0, on en déduit que e'vtAT = ViAT p.s. Comme V est cadlag et
P
comme on peut évidemment choisir une version de V' ciddlag sur

[O,Tp], on peut donc remplacer Vé par G.VS dans 4.10.

T
de carré intégrable par 4.4. Comme (Tp) est une suite localisante,

En particulier, 9.V est une martingale sur [O,Tp], avec 6.V

8.V est donc une martingale locale, localement de carré intégrable.

Enfin 6 est arbitraire sur la sphére unité de Rd, et V,=0 est

0
trivialement vérifié, donc on a (a).

(] .
. n _ n 1/2 _ / _1
(111i) Posons Ut = ((ztAS(n,p)) ‘1)/un 2 9.VtATp, et T(n,p)

= inf(t: t2S(n,p) ou |U€|29n), ol f, e©st une suite de nombres po-

sitifs tendant vers O, suffisamment lentement pour que si Yn dési-

ﬁ - 0. Hous allons montrer

gne le premier membre de 4.10, on ait vnfp
que (Tp,T(n,p)) est une famille localisante vérifiant 4.3, 4.7 et

4.8. Comme T(n,p)<S(n,p), 4.3 est d’'ailleurs évident.
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Comme T(n,pl)4S(n,p), 4.10 entraine E[(Ug(n’p))z] < Vo- Hais si

T(n,p)<S(n,p) on a |U 20

n -
T(n_.p)I = s d'ou

n

2
£
P(T(n,p)(Tp) P(S(n,p)<Tp) + vn/pn,

qui tend vers O quand ntw d'aprés l1'hypothése faite sur P+ Donc
(Tp,T(n,p)) est une famille localisante.

n, %2 2

. 2 N
Par ailleurs (U )T(n,p) £ P * (Ug(n,p)) par construction de
T(n,p), si bien que E[(Un)¥?n,p)] < pﬁ Vo qui tend vers O par
9
: : n _ n 1/2 _ _1
4.10. Enfin s1 W = ((ZtAT(n;p)) ‘1)/un 3 e.VtATp, on a
n n 1
WEL € 1WA T a0 * 210 Veptin,p) - °'vtATp" Donc
n, %2 n *2 %2
L A R I L T L E[‘°'V’Tp 1{T(n,p)ap}]'
Comme E[|u“|¥%n’p)] +0, et EC(10.VI3%) < 4E0e.v; 1) < » (inéga-

P P
lité de Doob), et P(T(n,p)(Tp) -+ 0, on en déduit que E[lUnlzzl - 0,

ce qui n'est autre que 4.7.

Enfin

']

n
(Zyhrin,py = 1)/0n" °'VtAIP
®n y1/2

= 2LUZgpqen,p

]
1 n 1/2 ,.2
/ey, -3 °‘VtATp] +* U Zgpin,py? 71 /0ys

ce qui permet de déduire facilement 4.8 de 4.7. [J

4.11 REMARQUE. Mé&me si on peut prendre T(n,p)=Tp dans 4.2 (par exem-

ple sous les hypothéses de 3.16), il n'en est pas de m€me dans 4.6. 0

Le lemme suivant joue un réle clé:

4.12 LEMME. Supposons le modéle localement dérivable, et soit

]
(6 ,u ;00€T et US = (2% - 1)/1%|. Alors U " AR, 5y,

Preuve. Soit (Tp,T(n,p)) la famille localisante associée a Copsup,

n
¢) par 4.6, pour laquelle on peut toujours supposer que TpSp. Soit

Zz: Az

Zn = 14ﬂz—Az la décomposition canonique de la surmartingale
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est croissant et E(A%) = E(i—Z%) pour tout temps d'arrét borné T.

) )
La décomposition canonique de U ™-6.V est N®+B®, avec B® = A

[}
et N% =¥ “/un - ¢.V. D'aprés 4.3 et 4.8 il vient alors

n
/u
“n

8 ]
n, n n_ * n
E(|N 'T(n,p) + Var(B )T(n,p)) < E(C|U S.Vlr(n’p) + ZAT(n,p)/“n) - 0,
]
ce qui implique classiquement (U M-g.V)

e T [
Par ailleurs, (U n)tp = (U n,{(n,p) pour tout t, sur 1’'ensemble

T(n,p) (P}, o

{T(n;p)=Tp}, dont la probabilité tend vers 41 par 4.1; un autre ré-
sultat classique sur la topologie d'Emery permet alors de déduire que

o T T 0
(w0 ™ P APy 4 v P Geci étant vrai pour tout p, u ® 4El, 4y

S - LES PROCESSUS DE HELLINGER

D’abord, comme dans la preuve de 4.12, on considére la décomposi-

tion de Doob-Meyer de la P-surmartingale AR

5.1 2% =1+ ¥® - A%, »® martingale, A* croissant prévisible.

Rappelons ensuite;, d'aprés [5], la notion de processus de Hellin-
ger d'ordre p€]O,1[ entre P0 et PZ' On appelle ainsi tout pro-
cessus croissant prévisible h(p)ez nul en O, ayant la propriété
suivante: pour toute probabilité Q@ dominant P et PZ’ si 2% et

]
2% désignent les processus densité, alors

5.2 zHPEHTP 4 12251 P3unp)®%  est une Q-martingale.

Alors, h(e)ez est déterminé de maniére Q-p.s. unique sur 1’inter-

valle stochastique {zi)O, zE)O}. Dans la suite h(p)ez désigne une
version guelconque de ce processus, et pour simplifier hez = h(%)ez.
Noter que h(p)ze est une version de h(l—a)ez, donc on peut suppo-

ser (et on supposera) que hez = hle.

Pour des raisons techniques, on va introduire une série d'autres
processus, et étudier certaines relations entre ceux-ci. D'abord, le
processus (z%)P(z%)1-0 est clairement une P-surmartingale positive,

donc il existe un processus croissant prévible F(B)O; nul en O, avec



462

5.3 2918z 4 0z9HP 251 P3.7(p)%% est une P-martingale.
La encore E(B,QZ est P-p.s. unique sur {Zi}O, ZE)O}, et sur cet
ensemble on a H(p)%® = Ki1-p)%%. on &crit ®°% - IYESALH

Ensuite, on pose:

5.4 k(@ = [zHBzM 183w p) %% - pa® - (1-p)Ad,

07 _ ., ,1.0% fes . .
et k = k(ﬁ) (ces processus sont P-p.s. définis de maniere uni-

que). Puis, soit

{ Hp) 8% = nip)®0 + nepr9% - nipr®3,
5.5 )
K1 = x(pr1%0 4 k(pr9% - x(p)?3,
{ vipr? = pz® + 1 - p - (zHHE,
5.6
wp) s = r1-zhfyra-z5 1785,

D'aprés 5.1 et 5.3, on a

5.7 vipr? - k(p)®9 et wipr®® - R(p)®% sont des P-martingales.

5.8 LEMWME. a) on a h(p)®? = n(p)®® p-p.s. sur {z%>0}.

b) Le processus [(z9)B(z") 1 B3.mp1®% - h(p)®%] est P-p.s.
Le processus — — ESt P.S.

croissant et majoré au sens fort par le processus uA0 + u'A; dés que

5.9 wf w178 > P (o178,

Preuve. Soit @ wune probabilité dominant P=PO, Pe et PZ’ et soit
z=zo, ze, 2% les processus densité respectifs par rapport 3 @. On

écrit XaY si X-Y est une OQ-martingale locale. Soit R=inf(t:zt=0).

Comme 2°+A% est une P-martingale, on a 2(2%+A%) ~ 0. On a aussi

@ 8 e _ .8 ] @ ] -
ZA” ~ Z_A et zZ7° =z 1{1)0}' Donc zZ_eA" ~ -2 1{1)0} ~ Z 1{z=0}
9 e,R__8 6 ._ .8 .
z -(z") +ZR1[R,w[ ~ B = zgl[ij[, et par suite
5.10 z_-A9 est le Q-compensateur de B%.

Pour simplifier, posons h = h(p)®%, B = F(p)®%, v = (zH)Fz)17F
et ¥ = (z918(z%1 P, Draprés 5.3, ona z(Y + Y_oF) ~ 0, et donc

YR-v 1 Mais Y ~ -Y_sh par 5.2, de

-z_Y_eh ~ zY = Y1{2>0} = RUR, el
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sorte que si C = YR’[R,m[ et si € est son Q-compensateur, on a
5.11 z ¥ oh = Y on® + @ 0-p.s.
Si =0 ona Y = (z%(2)1F, donc 2Y-Y et Yp=0, d’oi c=C-0
et 5.11 entraine Y _+h® = Y «h Q-p.s. Comme R=w P-p.s., on en dé-

duit que h=h P-p.s. sur {Y >0}, d'ed (a).

Passons au cas général. Un calcul simple montre que xayi_p £

ux + u'y pour tous x,y>0 si et seulement si on a 5.9. Donc sous _
$.9 on a Yp £ uzg + u'zg, donc le processus croissant C est for-
tement dominé par uB9+u’B;, et le processus croissant § est forte-
ment dominé par z_o(uA°+u'Az) par 5.10. Par ailleurs R=wo et Y=2Y
P-p.s., donc 5.41 entraine que P-p.s. Y_o(ﬁ—h) = (i/z_)oa, et on en

déduit (b). [J

6 — PROCESSUS INFORMATION ET PROCESSUS DE HELLINGER

Commengons par définir le processus information:

6.1 DEFINITION. Si le modéle est localement dérivable en 6=0, on

appelle processus information (de Fisher, en ¢=0), le processus A =

(Alj)i,j<d déefini par A1j=<V1,Vj> (covariation quadratique prévi-

sible de la martingale localement de carré intégrable V, cf. 4.4). 0

S8i le modéle vérifie les conditions de 3.16, pour tout temps d’

arrét T inférieur ou égal a 1'un des Tp le modéle non-filtré res-
treint 3 1a tribu TT est dérivable en 6=0, et I;j = E(A;j) en

est la matrice d'information de Fisher (cf. 3.4).

Voici alors le résultat essentiel de cet article:

6.2 THEOREME. a) Pour que le modéle soit localement dérivable en 6=0

il faut et il suffit qu’on ait [A] et [B] ci-dessous:

[A] I1 existe un processus A=(A1j)iJj<d nul en O, croissant dans
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1'espace des matrices symétriques non-négatives, tel que pour tous

(en,un,e) et (Zn,vn,z) dans T on ait

0,0 0,3 0 %
6.3 (h My R pntthy L, BV, 1, Ay
nn 4
[B] Pour tout (en,un,e)et on a
[*]
6.4 a2 B oo, ¥t20.

(Noter que si P9 l&c P pour tout &, [B) est automatique).

b) Dans ce cas; A est le processus information, et pour tous

p€10, 1L, (en,un,e)ez, (zn,vn,z)et, avec un/vn - a€)0,wo[ lorsque
g+1/2, on a:

8,0
6.5 hep) 2 BV 0l1°8) 4. a0,

n'° P-vV

0 0,5, 8,15,
6.6 [hig) + hig) - hip) Ve, —— #(1-ple.A.3.

6.7 REMARQUES. 1) Il est immédiat que [A] équivaut 3 la condition
apparemment plus forte suivante: il existe un processus A comme

dans [A] tel que

1 00 0y, _ .0 _ 1 P .
ToT1%T Var(h + h h 3 e.A.‘c,)t —> 0 si 0,620, Vt20.
On pourrait écrire 6.4, 6.5 et 6.6 de maniére analogue.
0.0 p
2) Sous [A] on a ht —> 0 si 6 ™ 0, donc par [5, V.4.31] il
y a convergence en variation des restrictions des P a F, vers

n
la restriction de P a Tt. Donc les convergences 6.3, 6.4, 6.5, 6.6

sont vraies non seulement en P-probabilité, mais aussi en Pn -proba-
n
bilité lorsque N, 0: cela signifie, pour 6.3 par exemple, que pour

tous &>0, t>0:

0,9 0,9 6 1%

P, DVarcth - % en Mo e, - Tean), >el — 0.

n

Nous commencons par plusieurs lemmes.

6.8 LEMME. Supposons le modéle localement dérivable, et soit

(en,un,e)EZ, (zn,vn,z)ez, et supposons de plus que un/vn -+ a€]0, ol
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si p#1/2. Alors, si A est le processus information on a:

8,0

6.9 kig) /uﬁ P-v_, 9‘3'9’9.A.e (cf. 5.4),
9n’z’n P-V

6.10 K(p) suv. —FV 5 p(1-pre.A.g (cf. 5.5).

nn

Preuve. a) D'aprés 4.6 on peut trouver une famille localisante
(Tp,T(n,p)) telle qu’on ait 4.7 pour (en,un,e) et pour (zn,vn,Z),

1/2

e
et aussi E(IV1¥2)<w. On a alors Suptl(tiT(n,p)’ - 1|/un —

P 2
suptle.VtATpl dans L“, et de méme pour (zn). Donc

]
. n 1/2 2,2
6.11 les suites {S“pt[(ZtAT(n,p)) -13 /“n}n21 et
%n 1/2_,.2,.2 . . -
{S“pt[(ZtAT(n,p)) -1] /vn}n21 sont uniformément intégrables.

b) Les fonctions f£%(x) = [B(1+unx)+1—p—(1+unx)pl/u§ convergent
localement uniformément ainsi que leurs dérivées d’ordre 1 et 2 vers

la fonction f(x) = g(1-¢) x2 et ses dérivées, quand ntw. Donc par
2

]

4.12 et 2.6 ona U ™ 2B, £o.v), d'od a-fortiori (cf 4.4):
0 T

6.12 [eBy MyTlosp) SPY, pp 4y P,

Par ailleurs ifn(x)l < K[1 - (1+unx)1/2]2/u§ pour une certaine

]
constante K, donc lfn(U n)l £ KI[{(Z n)1/2_132/“§_ Par suite 46.11,
6.42 et 2.1 entrainent que les compensateurs du premier membre de

6.12 convergent en variation, en P-probabilité, vers celui du second

] ]
membre. Comme f°(U ™) = Y(g) “/uﬁ (cf. 5.6) et f(e.V) =

8281 (9.v)2 i1 vient d'aprés 5.7 et la définition de A:

6 _,0 T
[kig) P ]T(“’p)/uﬁ P-v , ﬂ7“5‘”(6.1&.@) P,

Comme (Tp,T(n,p)) est une famille localisante, on en déduit &.9.
c) Passons maintenant 3 6.10. Les fonctions
0, ., _u . wil-
R e B A I SR L [T IR E PR L Ll S VA
convergent localement uniformément ainsi que leurs dérivées partiel-

les d’ordre 1 et 2 vers la fonction f(x’,x") = g(1-glx'x" et ses

. s % e 3
dérivées. Donc f7u M,u ™M )y pi5 y,u vy, ona £%u B,u R -
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8.6
Wig) ™0 et f(68.V,%.V) = p(1-p)(8.V)(%.V), dont les compensateurs

N A
sont respectivement K(g) 0 (ef. 5.7) et gl1-g)8.A.%. Exactement

comme en (b), pour obtenir 6.10 il suffit alors de montrer que chaque

L4
suite {suptlfn(U "y n)tAT(n,p)'}nzi est uniformément intégrable.

Pour cela, on remarque qu'il existe une constante C telle que

P
L [4
11-(x)f] < cpli-Ji|29, de sorte que [f%(U B,u ™) <

U [ _ -
ez MY 200120 oz ™Y 26 1270 o v 0287 et

CaCa-p

comme u /v - a si p#1/2, on voit que

®h G ®n,1/2 28 2(1-p)

s
2 P C |z n,1/2

I~

—1)/un|
1/2

[z -11/v, |

2 7~n)'1/2 2

8
crelez™ -1)/v 171

1A

—1)fun] + (1-g) | ((2Z
pour une certaine constante C (car xpyi_p < gx + (1-gly). On

déduit alors de 6.41 1'uniforme intégrabilité cherchée. []

6.13 LEMME. Soit (en,un,e)EZ, (zn,v“,z)et, gEJO0 L.
a) Sous 6.4 et

‘]
6.14 z 0 _B=U, 4,

il y a équivalence entre 6.5 et 6.9.

1/2

-1)/|n] 2 q). Si on a 6.4 pour

b) Soit S(®,q) = inf(t: I((Z?)

(en,un,o) et (Zn,vn,z), si un/vn -+ a€)0,o[ lorsque p#1/2, et si

6.15 liquw lim SuPnTm P(S(On,q)AS(Zn,q) £t) = 0, W20,

6.5 et 6.6 sont équivalents 3 6.9 et 6.10.

Preuve. a) D’aprés 5.4 et 5.8(a) on a k(p)po = (zﬁ)p.h(p)°° - pAP

P-p.s. L'équivalence cherchée est donc immédiate.
b) D'aprés 5.8(a), un calcul simple montre que P-p.s. (cf. 5.5):

k)P = (z)B M P+ B + B2)P? 4 B(3)PY,

ou

B(1)PY = (22 f1-zh 10 hpP0, 322" = 2N 1P 2Prf)nip) 0D,

B3P = - ()P 2T Pahe® - nep)®M.
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Comme 6.15 implique 6.44 pour (en) et pour (zn), le résultat
découlera de ce que, sous les conditions équivalentes 6.5 ou 6.9, on
a pour 1i=1,2,3:

(] 31 _
6.16 BGi) My -V, .

Commengons par 1i=1,2. I1 existe une constante cq telle que si

|Vx - 1] £ qu et O0<u<i, alors ]xi_p - 1] £ cqu et xf < Cq- On a
S(en:q)AS‘ZnsQ’ < cq Vo h(g) y donc sous 6.5 et 6.15

on a 6.16 pour i=1, et de méme pour i=2,

9 .9
var(B(1) * 10

IR A
I1 reste & examiner le cas de B(3) " ?, qui d'aprés 5.8 est ma-
6 (A
joré en variation par unA no, uﬁA B des que un,uﬁ vérifient 5.9,

Lorsque @=1/2 on prend un=vn/un et uﬁ=un/vn; lorsque @g#1/2, on
prend unsuﬁ-iz dans les deux cas on a 5.9. Etant donné 4.4, il est
alors.clair que 6.16 est satisfait pour i=3 (rappelons que un/vn

=+ a€]0,0[ si p#1/2), et la démonstration est achevée. []

Condition nécessaire et partie (b) de 6.2. On suppose le modéle loca-

lement dérivable. D’'abord, 6.4 découle immédiatement de 4.1 et 4.3

(car E(Ag) = E(i—zg) pour tout temps d’arrft borné T).

Ensuite si A est le processus information, d'aprés le lemme 6.8
on a 6.3 et 6.10. On a aussi 6.45, qui découle aisément de 4.7, donc

le lemme 6.13 implique 6.5 et 6.6, donc a-fortiori 6.3. []

Condition suffisante de 6.2. On suppese [A)] et [B]. La preuve va com-

porter plusieurs étapes.

1) On fixe (en,un,e)et. On a 6.4 et 6.5, et aussi (par 6.4):

X

[
1,'n’"m, P-V
6.17 H(E) /unum _

NP

0.A.0 si n,mtw.

Montrons d'abord 6.14. D’aprés 6.5, h:"lo —29 0, donc [5,V.4.31)]
implique que la distance en variation de P i P,
vers O. Soit Qn=(P+Pen)/2, et 2z, 2" 1es prnc:ssus densité de
P et Pen par rapport 3 Q. On a donc EQn[lzg—zinlj - 0, et comme

sur (ﬂ,?t) tend
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n n . . .
le processus z -z’ est une martingale bornée par 2 on a aussi
]

EQ [lzn—z'nlij 5 0. Comme z%+z'P=2 et 2 n=z'n/zn, il en découle
n
(]
que Qn(lz n—i!: > €) » 0 pour tout €>0. Enfin P$2Qn, d’ou 6.14.
e ,0 8 .80
2) Posons K" =k " /uﬁ et K™ - x(%) % M/u u . D'aprés 5.4 et

5.5 on a k(p)®%=0, d'ou K™P=28".

]
n_ ((z M21/2

Par 5.7 il existe des martingales

n

M et M™ telles que, si W -1)/u,, on ait

n

6.18 wro= ¥t - unKn - A anun, Wty o= ™o, gOE,

Comme on 3 6.4, 6.5 et 6.14, on déduit du lemme 6.13(a) que

19 k* PV g/,
ou K = 8.A.0. Posons
9
. . n n, 2
Rp = pAinf(t: Kth), Rin,p) = RpAlnf(t: Var(K7),2p ou At 2un).

(Rp) est une suite localisante, et P(R(n,p)(Rp) -+ 0 quand nte

par 6.19 et 6.4. De plus ces temps d'arr&t sont prévisibles, stricte-
ment positifs. Il existe donc des temps d'arrét Tp(Rp et T(n,pl)<
R(n,p), avec Ti(n,p) £ T ., P(TpSRp—i) < 27P et P(T(n,p)(Tp) £

p
P(R(n,p)(Rp). Donc (Tp,T(n,p)) est une famille localisante, et

[}
n 2
T(n,p) 5 P2 “Tp € ps MApgp,py £ Une

6.20 Var (k™)

n
2E(KS) par

3) Pour tout temps d'arré&t borné S on a E[(Ug)zl
6.18 et K" = 2K™. En appliquant ceci a S = S(en,q)AT(n,p), ou
S(en,q)=inf(t: |U€l2q), comme en &.13 , on déduit de 6.20 que

P(S(n,q) € T(n,p)} £ 2p/q2:

Comme (Tp,T(n,p)) est une famille localisante, il découle qu’on a
6.15. On peut alors appliquer 6.13(b) (avec une suite indicée par le
couple n,m au lieu de n, mais la preuve est la méme): comme on a
6.4, 6.5 et 6.17, il vient

6.21 gk PV g4 si onymie.

Soit alors Rﬁmp = inf(t: Var(Knm)th), qui d'aprés 6.21 et la de-

finition de Rp vérifie P(Rﬁmp<Rp) + 0 quand n,ntw. Exactement
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comme ci-dessus, Ramp est prévisible strictement positif, tandis
que Tp(Rp, donc il existe des temps d’arrét anp<Rﬁmp verifiant
6.22 P(anp < Tp) — 0 si n,mlw.
Comme de plus Var(Knm)anp < p on déduit de 6.21 que pour tout t:
1
6.23 xgxgnmp L, 1 KtATp si  n,mtw.
4) Fixons pEH*. Posons Y? = u?AT(n,p)’ et U:m =

yOy™ _ y0 " . On a
t't EAR p tARpp

6.24 ECIUM™y < EC)Y™) YR - D {3 + ECIYM - ¢™ [y® 13.
t t! 1 EAR o t EARpp ' E ARy

4.148, 6.20 et K"™=2Kk" entrainent que pour tout temps d’arrét S

n,2 _ n
6.25 E[iYSI ] = ZE(KSAT(n,p)) < 2p.

Par ailleurs si T est un autre temps d'arrét tel que S<T, il vient

n_yn,2 _ n,2 _ n,2 _ n . n_.n . .
(Yo-Yg)™ = (Yy) (Yg) ZYS(YT Yg), donc 6.20 et 6.18 entrainent:

n_.n,2 _ n _ gh n
E[(Y;-Yg)") = Etz‘KTAT(n,p) KSAT(n,p))(i + u Yg)

n

n n
* YATAT(n,p) T ASAT(n,p)’Ys/Yn)

1A

n
SPELUL + u, Yg) 1egAT(n,p)<TAT(n,p) })

3p {6p P(SAT(n,p) < TAT(n,p))}1/2

I~

dés que u <1 (utiliser 6.25 et 1'inégalité de Schwarz). En appli-

quant ceci & S=tAR, . et T=tAT(n,p) (donc Y{=YT), et 6.25 & Y",
on voit que le premier terme de droite de 6.24 est majoré par
m, 2 n _ on 2.,1/2 1/2,1/2
{E[!Ytl ] E[IYt YtAanpl 1} £ J2p {3pLép P(anp<Tp)] }

(car {8<T} c {anp<Tp}). On a une majoration analogue pour le se-

cond terme de droite de 6.24, de sorte que 6.22 implique
6.26 E(|0:“|) —s 0 quand n,mte.

Par ailleurs 6.18 entraine que E(YD ¥ ) = E(RM® ),
tAR mp EARp D tAR
donc 6.23 et 6.26 impliquent:

1
6.27 ELY{YP) — e E[KtATp] quand n,mtie.
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S) 6.27 entraine la convergence dans L% des variables Y? vers

une limite Y(p)t. D'aprés 6.18, puis 6.4 et 4.20 on a donc
2
n L
HiAT(n, p) > Y(ply.

On en déduit d’abord que Y{(p) est une martingale, puis, par 1'iné-
galité de Doob (avec t=w) et de nouveau 6.418 et 6.20, que

n

2
E[SuptlutAT(n,p) - Y(p)tl j — 0.

Etant donné 4.1, il est clair que Yip)y = YtAT ot Y est une

martingale locale, localement de carré intégrable. On a aussi

n 2
6.28 E[S“ptlutAT(n,p) - YtATpl ] — 0.

6) Remarquons que 4.3 découle immédiatement de 6.4 et 6.20, et
aussi que les (T(n,p))p)1 ne dépendent pas de la suite (em), mais

seulement de o (cf. remarque 4.5). I1 reste donc a montrer qu'on a

un processus cadlidg V vérifiant 4.4, et étant donné 6.28 cela se
raméne 3 montrer que Y ci-dessus se met sous la forme Y=0.V.

Le processus V est construit ainsi: la i1€M€ composante vl est

le processus Y obtenu comme ci-dessus, avec la suite en-ei/n.

Soit (Gn,un,t), (5,:v, )€Y, avec les processus associés Y et

Y' ci-dessus. En utilisant 6.28, on montre comme en 4.12 que

8 4
v _ﬁiﬂle Y et U™ _éiﬁlq Y'. On peut alors reprendre la preuve de

6.8 (pour B=%), en remplagant 8.V et ¢.V par Y et Y'. Dans

6.9 et 6.10 il convient alors de remplacer 8.A.8 et o6.A.%3 par

8%, ~
<Y,Y> et <Y,Y'>. En particulier, K(z ™ "/u v, BV, <,

Par ailleurs, exactement comme pour 6.21, on montre que

[: B A _ . .
K(%) n’ n/unvn —E—!e % 8.A.%, donc <Y,;Y'> = ¢.A.%. En particulier

si e=e, et 1=ej on obtient <v',vl> = A}, et pour ¢ quelconque

on calcule aisément que <Y-¢.V,Y-8.V> = 0. Donc Y=¢.V. []

7 — EXEMPLES

Dans ce paragraphe on suppose que le modéle statistique est engen-
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dré par un processus de base X. Cela signifie qu’on a un processus

X défini sur @ et qui engendre la filtration (rt)t>0'

a) Chaines de Markov. On considére ici un processus a temps discret

X=(Xn) donc rt=c(xo,..,xn) si n<t<n+1. On va bien-siir retrou-

neN’
ver les notions introduites en [1] ou [2].

Nous allons nous restreindre en fait au cas ou, sous chaque mesure

P le processus X est une chaine de Markov homogéne, dont on note

e}
Q,(x,dy) 1a probabilité de transition, et ou Xo=xo est indépendant

de o et déterministe. L’espace d’état (E,E€) de X est quelconque.

Hypothése [H]. Pour chaque x€E 1le modéle statistique (non filtré)

€& = (E,E,(Qe(x,.))

X ) admet une information de Fisher 1I(x) en

8€0
8=0, au sens de 1.1. [

7.1 THEOREME. Sous 1'hypothése [H], le modéle statistique filtré est

localement fortement dérivable en 0=0, et son processus information

est donné par

7.2 A, = X . I(X,) si n <t < n+l.

Preuve. Notons Hez(x) la famille des intégrales de Hellinger du mo-
déle €, de [H]: si 6=(QO+Q1)/2 et si ye(x,y) = Qe(x,dy)/a(x,dy)
et yz(x,dy) = Qz(x,dy)/ﬁ(x,dy), on a d'aprés 1.2:

7.3 H% () = [Qx,dy) HPx,y) yoix,y).

L’hypothése [H] entraine (cf. 1.3) que, lorsque 4,7 - O:

0 1

7.4 1+ B%%x) - B%%x) - HO%x) - $o.1tx).5 + oClo]]z]).

Par ailleurs si ¢=0, soit Ye=y9/yo et a’(x) =
IQe(x,dy)[1 - Ye(x,y)] {(on a 3020, et ae(x)=0 si et seulement si
Qe(x,.) « Qo(x,.). On peut considérer le modéle Ex comme filtré par
Fy = {¢,0} si t<1, F, =€ si t21. D'aprés 7.4, le modéle est

-

alors dérivable & 1’instant 41 en 6=0 (cf. 3.2), et 3.4 entraine:

7.5 ae(x) = o(le]z) quand @& ~» 0.



472

Passons maintenant au modéle (0, F,(FL ), (P)). En appliquant

IV.1.63 de [5] avec P=F, P'=PZ, et pour @ 1la probabilité faisant

de X wune chaine de Markov de transition @, et comme z: =
M y“(xi_i,xi) et de méme pour z°, on voit que
1<iLIt)
8% J ] 3
h = E[1 - Wy (X, ,,X.) y%(X. .. X |F )
t zisis[tj Q i-4771 i-1°71 ti g
=7 1 - 1%x;_ 1.
1<ig(t]
Donc 7.4 entraine que la condition [A] est satisfaite avec A défini
par 7.2. Par ailleurs, on a Z: = ﬂ YG(Xi_i,Xi), donc le pro-
o 1<€iL[t]
cessus A de 5.1 est
8 _ 3 8
Ay = ) 23, a (X, ).

1€iLMt]

Comme E(sup, Zg_i) £ 1, on déduit alors [B] de 7.5, et le résultat

1<n
découle du théoréme 6.2. []

b - Diffusions. On suppose maintenant que, sous P X est une dif-

OJ
fusion uni-dimensionnelle s’'écrivant

t
¢ - ] [}
Xt S ’0 bsds + Ut,
o W! est un brownien standard et b® est un processus prévisible
t
tel que ’ (b:)zds < o pour tout t<w. On sait qu’alors Pelchz
0

pour tout 6,3, et d’aprés [5, IV,.4.23] on a

t
0y _ 1 0 5,2
e = g ’o (b, - B2 ds.
Donc
t
1.7 _ 1 8 _ 10,45 _ 0
H(3) = 3 ]o(bs b)) (b2 - by) ds.

D'aprés le théoréme 6.2 on sait qu’alors le modéle est localement
dérivable, dés qu’'il existe un processus X=(A )_54 3 valeurs matri-
cielles symétriques, tel que si 6,4 - O:

P

t
8 .0, 1% .0 _ N
7.6 jo[(bs-hs)(bs b)) - 0.h;.5) ds —> 0 vt20,

S S
feflgl

et dans ce cas, le processus information est

t
7.7 A, = Io rgds.
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Remarquons d’ailleurs qu’on a 7.6 dés que pour tout o et tout ¢t
l1'application ¢ - b%(w) est différentiable dans Lz([o,t],ds) en

0=0; si la dérivée est u.(m) = (uf(w))igd, on a alors X;’ = u;u;.

¢ - Processus ponctuels. On suppose enfin que, sous PB’ X est un

processus ponctuel de compensateur I a:ds, et pour simplifier on
0
suppose que a’ >0 identiquement. D’'aprés [5, IV.4.2] on a alors

s
t
nis - %— ]0(@ - Jz)z ds.

On a donc exactement les m&mes résultats qu’au §b, & condition de po-

ser b° = 2 J;;.
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Notes ajoutées sur les épreuves:

1) On pourrait démontrer le théoréme 2.1 plus simplement, en utili-

sant les remarques qui suivent le théoréme 1.11 de 1’article suivant:
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gales, applications aux intégrales stochastiques. Sém. de Proba-

bilités XV, Lect. Notes in Math. 850, 499-522, Springer Verlag,
Berlin: 1981.

2) I1 semble que la notion de processus d’information apparaisse pour

les premiére fois dans les articles suivants:

[11] FEIGIN P.D.: Maximum likelihood estimation for continuous-time
stochastic processes. Adv. Appl. Prob. 8, 712-736, 1376.
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