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La convergence de la série de Picard pour les EDS
(Equations Différentielles Stochastiques)

Laurent Schwartz

Introduction

Le sort de la théorie des EDS a été étrange. De nombreuses questions trés naturelles n’ont pas
été posées, pendant trés longtemps. Depuis qu’existe le théoréme du point fixe, on a absolument
voulu les faire rentrer dans ce moule ; on résout un morceau de 1’équation, dans un intervalle
stochastique [0,T;[, par le théoréme du point fixe, ce qui, pour les approximations successives

o0
(Xn)neN, donne une convergence géométrique de la série de Picard Y. (Xn+1 — Xn). Ayant la
n=0
solution en T3, on repart dans un nouvel intervalle stochastique [Ty, T:[, et ainsi de suite. La
solution n’est obtenue que par raccordements de morceaux de solution. Ce qui d’ailleurs n’a
jamais pu etre amélioré lorsque les semi-martingales directrices ont des discontinuités. Il me semble
o0
que Bichteler () est le premier & avoir démontré que la série de Picard Y (Xn41 — Xn) converge,
n=0

non seulement dans [0, T} [, mais dans tout le domaine d’existence [0, +00]| ; sans pour cela éviter de
faire la démonstration par morceaux [0, Ti[, [T1,Tz],. .., mais en montrant, une fois I'existence et
'unicité montrées, que, si la série converge dans [Tk, Tk+1[, elle converge aussi dans [Tk+1, Tk+2|.
Bien siir, avec ces méthodes, la croissance exponentielle de la solution pour ¢ tendant vers I'infini
n’était guére possible. Le théoréme de Bichteler semble d’ailleurs avoir été longtemps ignoré (il est
valable méme pour des semi-martingales directrices discontinues). Récemment est paru un article
de Denis Feyel® qui, pour des semi- ma.rtmga.les directrices browniennesdonne d’un seul coup, par
la méthode du point fixe appliquée, non pas & X, mais & e~* X, la solution dans tout son domaine
d’existence, et montre sa croissance au plus exponentielle pour ¢ — +co. La méthode est encore
celle du point fixe, donc la convergence de la série est géométrique. J’ajoute ici un complément
qui, me semble-t-il, aurait pu étre utilisé depuis longtemps (mais il n’est valable que pour des
semi-martingales directrices continues) : sans méthode du point fixe, par une simple majoration
des termes successifs X1 — X,, on retrouve la convergence trés rapide de Picard dans tout le
domaine d’existence : ce n’est pas en & " , Iais en (" )12, ce qui est quand méme beaucoup mieux
que la convergence de la série geometnque voir le théoréme (4.5) de cet article. Bien entendu, la
majoratlon exponentielle a I'infini en résulte, (3.2.3), parce que

E (z )!/? < e(+9)2/2 pour & — 400 (3.3.4,5 et 6). On en déduit beaucoup d’autres majorations
globa.les intéressantes, (voir (3.2) et (3.3).

11 reste une question ouverte, et que, semble-t-il personne n’a jamais essayé de fermer. Sup-
posons une EDS sous la forme élémentaire :

X=a+H(X)-Z, X=3% autemps0

- 18 -



344

ol H est un champ localement borné, localement lipschitzien mais pas globalement, a un processus
adapté cadlag. Il existe alors un temps de mort (Z, variable aléatoire qui dépend de z ; c’est un
temps d’arrét prévisible. Est-ce que la suite (X,)nen des approximations successives converge
vers la solution X dans tout son domaine d’existence, i.e. pour P-presque tout w, uniformément
sur tout compact de [0,{*(w)[.? Je crois que personne n’en sait rien !

0. Notations

Q,F, (}-‘)tei';, , P ont la signification et les propriétés habituelles.
On appellera S? I'espace des P-classes de processus cadlag pour lesquels

(0.1) I Xllss = | X* |lzr < +o0 ot X} =Sup|X,|,X* = X%,
s<t

On appellera H? I’espace des semi-martingales pouvant s’écrire sous la forme
X=V+M,

V processus & variation finie, M martingale, pour lesquels, si on pose Wy = [ |dV,],
[0,

(0:2) Weallzr = ( E( /i |dv.|)'\)l/p < +o00

(0.3) M, M]2/?||Ls < +00, et on posera
04) IXlr = Tt (IWeollzo + 00, ML) @

L’EDS aura la forme générale ’'EMERY-MEYER® :
(0.5) X=a+FX -Z,

ol a est un processus adapté cadlag, F' est une application de 'espace des (P-classes de) processus
adaptés cadlag dans lui-méme, telle que la connaissance de X dans [0, T[, T temps d’arrét < Foo
(Foo point isolé > +o0), entraine celle de FX dans [0, T[ (cela ne donne pas (FX)r, mais il est
sans importance pour l'intégration stochastique par rapport & une semi-martingale continue Z),
globalement lipschitzienne sous la forme faible

(0.6) (FX-FY)*<K(X-Y)*; avec FO=0

(pure question de commodité, on peut toujours s’y ramener en changeant a), de sorte que (FX)* <
KX* ; Z est une semi-martingale continue, ce qui est une restriction importante, que je n’ai pas pu
lever. Pour X adapté cadlag, F X est adapté cadlag, donc optionnel, FX - Z (intégrale stochastique
par rapport a une semi-martingale continue) est une semi-martingale continue ; a est un processus
adapté cadlag donné, X est I'inconnue, processus adapté cadlag, semi-martingale si a I’est.

La constante de Burkholder-Davis ~Gundy est Cp (®), définie par
(0.7) I llse <Cp |l llne, 1<p<+oo.

Nous écrirons tout en unidimensionnel, le cas N-dimensionnel, N € N, est évidemment ana-
logue, pratiquement sans changement d’écriture.

Au Paragraphe 1, on raisonnera dans Ry x ©, Ry = [0,400[, au lieu de Ry xQ, Ry =
[0,400]. Dans ce cas, on supposera seulement que les processus sont Sf. ou M} _, ¢’-a-d. S? ou
‘HP aprés arrét a tout instant ¢ > 0 fini.
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1. Le lemme fondamental
Lemme (1.1).— Soit Z =V + M, avec

(1.1.1) [@Ve | +d[M, M), < dt.
En termes non différentiels, cela s’écrit
(1.1.1.1) (W —W,) + (M, M)y — [M,M]s) < b—a.

Soit H un processus adapté cadlag, tel que, pour tout ¢,
m\1/2
(1.1.2) |H||s» < C e (?) M 2<p<+o,

C et ¢ constantes > 0, n € N ; Ht =processus H arrété ent, 0 <t < +00.

Alors, pour tout t :

(113) I8 2o < (14 =) e ((%%)” ’

Démonstration.

(1.1.4) (H-Z)n»< (E (/0' |H,| Idvl’)»)‘/’ + (E (/o‘ H; a![M,M].)"/z)1

1/p
Considérons le premier terme. Il est < (E ( INC:& )‘ds) P) .
C’est une norme L?(L!), elle est plus petite que la norme L!(L%) :

< [lds(B(HY?)/? < C ffee (&) ds

/p

< (Cauchy — Schwarz) C (fot e’“ds)l/2 ( N '—“—ds)l/2 .

0 n!

1.1.5) ler t o2 P (2 \Y
" < —_— € —_—
(119) e erme () «(arm)

Prenons maintenant le deuxiéme terme. Il est

< ( E ( /o ‘(H‘)“zds)p/z)

C’est une norme L2 (L2), majorée, puisque p > 2, par la norme L2(L2) :

t 1/2 t o 1/2
< ( / ds(E(H’)“’)z/”) <c ( / ez“—'ds)
0 0 ni

1.1.6) 26m al )" wf
(1.1.6) e terme <Ce (/0 ;z—'—ds) =Ce (m)

1/p

En sommant (1.1.5) et (1.1.6), on obtient le résultat.

- 20 -



346

Remarque : On ne peut pas faire ici ¢ = 0 mais il n’est pas difficile d’y parvenir ; pour ¢ =0 :

b1\ 1/2
1.1.7) ler t s I
( ) ler terme <OVt ((n + 1)!)
‘ g+l 1/2
(1.1.8) 2éme terme <C <(n ¥ 1)!)

1 suffit de remplacer e par 1 dans (1.1.2), et
(1.1.9) et (1 + \/—12_;) par (Vi+1) dans (1.1.3).

On se rend compte qu’on peut obtenir des résultats pour toute les croissances voulues & I'infini.
Nous garderons le résultat exponentiel.

On peut modifier le résultat, de maniére & garder aux deux membres la méme chose, S? ou
H?, et les mémes constantes & la puissance n oun +1 :

1/2
1\*™ , t»
.1.10 t < ct ( 2n_) . t »
(1.1.10) ||H||s» < Ce (1+—\/2_c) C, o = ||(H - Z2)||s

t( 1 )2 21y _t"H \)1/2
< Ce 1+ — cxntl) —
° ( «z‘) P (nt 1)

et la méme inégalité en remplaant || ||s» par || |-

2. La série de Picard des approximations successives, hypothése (1.1.1) sur Z.

On part de n’importe quelle valeur initiale X, (attention : X, sera le n-iéme terme de la série
de Picard, non la valeur de X & I'instant n).

On construira X, =a+ FX,_, -2, ...
Compte tenu de la relation de Lipschitz, (0.6), on aura le résultat suivant :
Proposition (2.1).— Pour n > 0, si, pour tout ¢, ||(X; — Xo)*||s» < C e, on a pour tout t,
1

aN1/2
2n n nt
|(Xnt1 = Xn)lls» < Ce* ((1 + _/26) G K* n!)

et la méme inégalité avec les normes HP.

Démonstration. C’est vrai pour n = 0. Supposons I'inégalité démontrée pour n, démontrons la
pour n+1 :
Xnt2 = Xpt1 = (FXp41 —FXp)- 2

Xbipa = Xbpy = (FXap1 — FX,)- 2)'
to

Posons H = FXn41 — FXp ; H- = (FXpy1 — FX,)'™ = (FXi5, — FXi)' parce que
FX, et FX; coincident dans [0,¢[ ; alors

H-) <(FX5, -FXv ) <K(Xi, -Xw) < K(Xi,, —X!)" donc
n+l n+1 +

n 1/2
"(Ht_ )‘"Lr < K KnCect ((1+ 715)21303” %.T) ;

par la continuité du dernier membre en ¢, on a la méme inégalité pour (H*)}, ; il suffit alors
d’appliquer (1.1.10).
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Proposition (2.2).— Soient X,, X}, deux processus initiaux, donnant naissance aux suites
(Xn)neN, (X!)nen- Si, pour tout t,||(X§ — Xo)|| < C e, on aura, pour tout ¢,

1 o i\ 1/2
t t 2 2n 7
(2:2.1) I(Xh — Xo)|ls» < Ce® ((1 + \/_:'22) Ci"K —
Démonstration. C’est la méme que la précédente : 1'inégalité est vraie pour n = 0, on la suppose
vraie pour n, on la démontre pour n + 1, avec

X'y —Xop1 =(FX, —-FX,)-Z=H-Z.

(2.3) Ces inégalités montrent que, si a € SP_, la série de terme général X}, — X}, converge
absolument dans S?, donc la suite des X,, a une limite X dans S, qui est indépendante du choix
initial Xo.

La limite X est solution de PEDS. En effet, (FX4 — FX*-)* < K(X! — X*)*, donc FX;~
converge vers FX*- dans S? ;

(FXn-Z) = (FXo) Loy - 2 = (FX )y - 2¢,

ott Z! € H™, converge dans HP vers (FX - Z)!. De X%, = @' + (FX, - Z)' on déduit alors
Xt=a'+(FX-Z)* comme t est quelconque, X = a+ FX - Z, X est solution de 'EDS. Puisque,
quel que soit Xy, X,, converge toujours vers X, on voit que si Y est une solution, Xo =Y donne
Xn =Y donc X =Y, donc la solution est unique.

3. Conséquences

, . . - n . . .
(3.1) La série de Picard converge vite ; pas en & comme pour une E.D. ordinaire, mais en

(%)1/ 2, ce qui est quand méme beaucoup plus rapide qu’une série géométrique. Une fois choisi
¢, la convergence ne dépend plus de a. Comme une fois choisi Xy, X; dépend continuement de a
(dans §f_ ou HP_ sia € S ou HP ), la solution aussi dépend continuement de a dans Sf_ ou
H[ .. Souvent a = z, condition initiale.

(3.2) Appelons e la fonction, pour z > 0 :

(3.2.0) e(z) = +f (’k—:)m .

k=0

Alors

400 4 k\1/2  +oo ktn \ 1/2 n\ 1/2+%0 , i\ 1/2 n\ 1/2
o S £ () =) E @)

= k! = (k+n)! n! ; k! n!
Posons

1\?
_ et 2 172
(3.2.0.2) E(C, K, t) =e e ((1 + E) CPK t) .
Alors, en partant de Xy, on trouve une suite (X, )nenN :

(3.2.1) V&, I(X1 — Xo)*|ls» < Ce?) => V¢, (X — Xo)|ls» < CE(c, K, ).
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Bornons-nous & ¢t < 7. Alors Vt < 7,
l(X = Xo)*lls» < (X1 — Xo)7||s» < ||(X1 — Xo)"||s»et. On aura alors, en prenant ¢ = 7 :

(3.2.2) (X = Xo)lls» < I(X1 = Xo)"lls» E(c, K, 7).
En partant de Xp = 0, donc X; =a

(3:2:3) 1X351l < lla” > (e, K, 7).
Si X, X' sont les solutions correspondant & a,a’ :

(3:24) IX! = XYllss < (@’ - a)"lls» B(e, K, 7).

(Onpose X' =X+Y. Alors Y =a' —a+(F(X +Y)~F(X))-Z = b+GY - Z, o G a les mémes
propriétés que F. Il suffit d’appliquer (3.2.3), avec b = a' — @, pour trouver le résultat).

En partant de (3.2.0.1) :

(1+ A=) CoK?r)”

n!

1/2
(3:2.5) I(X = Xn)ls» < [|(X1 = Xo)" || s> ( ) E(c, K, 7).

En faisant n =1, avec Xy =0, X; = a:

(3.2.5.1) (X = a)lls» < [la"]ls, (1 + ) C, K VTE(c,K, 7).

1
Nors
Si a = z, valeur initiale, ||a”||s» = z, et on voit que ||(X — z)7||s» tend vers 0, pour T tendant
vers 0, comme /7.

Rappelons que E(c, K, 7) tend vers 1 quand 7 tend vers 0. Donc

(3.2.6) IX"|ls» < (1+0(1))lla"|ls» quand 7 tend vers O.

(3.3) Examinons le comportement de e(x) quand z tend vers +o0 ; il est évidemment exponentiel.

1 1 1 on/2

- Tl net ~  —————————— (Stirling).
(3:3.1) Vnl n—too nn/2 e=n/2 Y2xn’ (nf2)In—+oo nn/2 e=n/2,/2x 2 (Stirling)
Vnl n—teo (n/2)!
3.33 f:””"/z < i 1+e)z\"? 1 o0
( . ) = ‘/ﬁi z—+400 fopurd 2 (n/2)| ) .
La série correspondant aux n pairs, n = 2k, est
) k 1
(3.3.4) Z ((1 ;5)3 ) e e(1t+e)z/2

k=0
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La série correspondant aux n impairs, n = 2k + 1, est

(335) < ((1 -;e):c)l/2 i ((1+e)z>k/k! _ ((14-26):1/2) (+92/2 < J+20)3/2

port 2 z—+o00

Finalement, en changeant d’c :
(3.3.6) E(c,K,t) < e(°+(”#)zc; K (41))
t—+o00 ’

ce qui est une croissance exponentielle.

Si ||a||s» est majorée par une constante indépendante de ¢, on a le choix de c.

Je n’ai pas envie de chercher la meilleure valeur de c.

(3.4) On ne peut pas descendre au-dessous des croissances exponentielles pour ¢ tendant vers
+00, ce que montre déja I’ED ordinaire dX; = c¢Xdt, de solution X = const. e®.

Mais, pour toutes les croissances plus grandes, on a d’excellentes majorations par (3.2.3).

Par exemple, si [|a!]|s» < et’ pour t grand, on aura || X*||s» < eM+*", A convenable, < e1+)t"
€>0.

(3.5) Convergence presque siire.

La convergence normale (ou absolue) d’une série dans LP entraine sa convergence pour P-
presque tout w. On en déduit que, pour a € §f_, X, converge vers X, P-ps., uniformément pour
t borné, t < 7 < +o0.

Il faut s’affranchir de la condition a € S?

loc*
Soit Ty = Inf{t;|a;| > €}. Les T, tendent vers +oo lorsque n tend vers +oo, dés lors que a est
cadlag sur Ry x Q (R4 = [0,+00). Et |aTe-| < £.

XTe- =aT- + F (X" ) 1o - 2

(parce que FX et FXTe- coincident dans [0, Ty[).

Donc X%~ satisfait & une EDS ayant les mémes propriétés, mais a’- € SP. On en déduit
que X, converge vers X pour P-presque tout w, uniformément pour t < Ty A 7 ; comme T tend
vers +0o avec £, c’est encore vrai pour ¢t < 7 < +00.

Par contre, il est plus délicat de passer & R et de s’affranchir de la trés forte hypothése |dV;| +
d[M, M]; < dt ; mais un simple changement de temps y suffira.
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4. Changement de temps, cas général.

On prend maintenant 'EDS la plus générale, X = a+ FX - Z, ot Z est une semi-martingale
continue quelconque sur Ry xQ, Ry = [0,4+00], Z =V + M.

Effectuons le changement de temps

(4.1) u = At

ol A est adapté continu, strictement croissant, Ag = 0, A4oo = 8 < +00. On écrira le changement
réciproque t = B, = Inf{s; A, > u}, chaque B, est un temps d’arrét ; B est continue, By = 0,
strictement croissante sur [0, 8], B = 400 sur [8,400] ; puis BoA=1I, AoB=1sur[0,8], =0
sur [, +o0).

On partait d’une filtration (fi)temp que nous appellerons plutét A = (Af)ten , ON a une
nouvelle filtration B = (B,), R, B, = Ap,, pour laquelle chaque A; est un temps d’arrét ; 3 est
donc un B-arrét.

Si on part de la .ﬁltra,tion (B“)uei+ et quon fait t = By, on retrouve (At),ex, » Ay =By, et
de t = B, on redéduit u = A;.

(4.2) Ilest équivalent que T soit un temps d’arrét pour A, ou que A7 soit un temps d’arrét pour
B et B4, = Ar ; que U soit un temps d’arrét pour B, ou que By soit un temps d’arrét pour A, et
Agp, = By.

(4.3) Soit X un processus sur Ry XQ ; on forme un nouveau processus X X.=X By Ou
X = X 0B, constant = X sur [, +00] ; alors X = X oA. (Mais si on part d’un processus Y, et
qu’on forme X =Y o0 A, X o B ne sera pas Y mais le processus arrété Y#) ; X est A-adapté ssi X
est B ada.pte X est ca,dla.g ou continu ssi X Pest ; X est semi-martingale, martingale, martingale
locale, & variation finie, ssi X D'est. Puis X est .A-optlonnel prévisible, ssi X est B-optionnel,
prévisible. Les intégrales stochastiques sont préservées, (H - X)o B = (H o B)-(X o B).

Si X vérifie VEDS X = a+ FX - Z, X vérifie X =a+ FX-Z,00 FY = (F(Y 0 A)) 0 B ;
FY ne dépend que des valeurs de Y dans [0,4]. L’opérateur F convient bien pour une EDS ;
car, si Y = Y’ dans [0,U[, UB-arrét, Y 0o A = Y’ o A dans [0, By[, By est un A- arrét, donc

F(YoA)=F(Y'o A) dans [0 By, donc FY = FY’ dans [0,U] ; et la condition de Lipschitz est

évidemment vérifiée, (FY — FY')* < K(Y —Y")*.
En effet,
(FY —FY'y* = (F(Y 0o A)o B—F(Y'0 A)o B)* = (F(Y 0 A)—F(Y'0 A))* < K(Y 0o A-Y'0 A)*
<K -Y')*.

Enfin, si X est une semi-martingale, [X,Y] o B = [X 0 B,Y 0 B], ou [X,Y]" = [X,?]

Théoréme (4.4).— Considérons 'EDS
(44.1) X=a+FX-Z, sur RyxQ,

ott a est adapté cadlag et Z semi-martingale continue, F vérifiant la condition habituelle d ’EMERY-
MEYER.
Si on part de Xy et qu’on pose

Xo=a+FXn1-2Z,

les X, convergent vers une limite X, P-ps. uniformément ent € R4, X est solution de ’EDS ; la
Limite est indépendante du choix de Xy, et c’est I'unique solution de 'EDS.
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Démonstration. On fera le changement de temps u = A; = W; + [M, M]: + 537, strictement
croissant continu,

+o00
Ao=0, A+°°=ﬂ=/ Id‘f,|+[M,M]+°°+l<+OO
0

On obtient une nouvelle EDS :

~ ~

X=a+FXZ,2=V+M.
Avec a = A,, b= Ay,
(Wo = Wa) + (1M, M) — [M, M).) = (Wa, - Wa,) + (M, M]}, - [M,M]})

= (Wsa, —Wga,) +([M,M]pa, —[M,M]pa4,)
= (Wt - Wa) +([M’M]t - [M,M]s) <A -A = b— a,
ou dW, + d[M, M), < du, sur [0, 8], mais il est nul au dela de f.

On se retrouve dans les conditions du paragraphe précédent.
On en déduit que P-ps.X, converge vers X uniformément en u dans tout compact de R, avec
les unicités voulues. Mais 8 < +o00, donc [0, B(w)] est compact dans R.y.

Comme A envoie bijectivement Ry sur [0, 3], B bijectivement [0, 3] sur Ry, P-ps. X, =
Xno0A converge vers X = X oA, uniformément sur R.

On a de plus la rapidité de la convergence :

Théoréme (4.5).— Pour 'EDS (4.4.1), pour tout départ Xy, pour P-presque tout w, il existe
k = k(w) et ng = no(w) € N, tels que, pour n > ny,

(451) (Xnts = Xa)" (@) < (g)m :
(452) (X - Xa)* () < (’;—,) "

Si Xo, Xy sont deux départs, (Xn)nen et (X} )nen les suites correspondantes, pour P-presque
tout w, il existe k = k(w) et ng = no(w) telle que pour n > ny :

n!

(45.3) (XL - Xa)" (@) < ( ’“")m .

Démonstration. Partons de Xy = 0, X; = a.

A) Plagons-nous d’abord dans les conditions du Paragraphe 2, a € Sk, avec p = 2 par exemple.
Pour tout 7 < +00, il existe un @, dépendant seulement de K, 7, lla%|lz2, tel que, pour tout n :

ny 1/2
(4.5.4) | Kt = Xn)? s < (%) , pour X, =0.
Par Bienaymé-Tchebischev :
1/2
(4.5.5) P { (Xns1 — Xa)' > <(3‘."')_") } < 2i
n! n
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oo

Comme ) ;& = 2 < +oo, Borel-Cantelli dit que P ps. un nombre fini seulement de ces
n=0

événements a lieu.

Donc : pour tout 7, il existe @ = a(K, 7, ||aX||12) tel que, pour P-presque tout w, il existe no =
no(w, 7, a, F, Z) tel que, pour tout n > ng :

(456) s - X1 < (22

B) Placons-nous maintenant dans la situation de (3.5), a ¢ SP. On a déterminé une suite de
temps d’arrét T, tendant vers +o0, et & chaque (Xp41 — Xn )T" on peut appliquer la méme
inégalité ; avec ||(aTe- )%||z2 < £. Donc : pour tout 7, pour tout £, il existe a = a(K,T,£) tel
que, pour tout P-presque tout w, il existe ng = ng(w, 7,4, a, F, Z) tel que, pour n > ng :

(4.5.7) ((Xn+1 - X, ) ) < ((2a) )

On a : pour tout 7, pour tout £, P-ps. ; donc aussi P-ps., pour tout 7 € N ou pour tout 7, pour
tout £. Donc : pour P-presque tout w, pour tout 7, pour tout £, il existe ng = no(w,7,4,a,F, Z)
tel que, pour n > ng :

(4.5.8) ((Xns1 - X")T,_):(w) < ((2a(K,T,£))n)1/2

n!

Mais T} tend vers +o0o. Donc, pour tout w, il existe £ = £(w,a,7) tel que Ty(w) > 7. Alors : pour
P-presque tout w, il existe ng = ng(w, 7, a, F, Z) tel que, pour n > ng :

n!

n\ 1/2
(4.5.9) (Xnt1 = Xn): () < ((2a(K, 7, 4w, a,7))) )

C) Plaons-nous enfin dans la situation générale du théoréme (4.4). Nous choisirons 7 = f(w)
(B dépend de Z). Alors : pour P-presque tout w, il existe ng = no(w,a,F,Z ) tel que, pour
n2>ng

(R - R ) 5 (2L e o)

Or (Xnt1 — Xn)o = ()?,..,.1 X,,) d’ou le théoréme,
(4.5.10) avec k =2a(K,B(w),lw,a,B(w))) .

Nous avons fait les calculs en partant de Xy = 0, le résultat est le méme pour Xo arbltra.lre, mais
on devra partout remplacer a par (X; — Xo). La formule (4.5.2) utilisera (3.2.5) au lieu de (2.1).
La formule (4.5.3) utilisera (2.2.1) et on remplacera a par X — Xo).
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NOTES DE BAS DE PAGE

Note(1), page 1
M. EMERY [1], pages 281-293.

Note(2), page 1
K. BICHTELER [1).

Note(3), page 1
D.FEYEL [1].

Note(4), page 2

Normes S? et HP, voir Cl. DELLACHERIE et P.A. MEYER (1] : pour S? appelé la R?,
chap.VII, définition 64 page 273 ; pour H?, chap.VII, définition 98 page 310. La norme H? de P.A.
MEYER est équivalente & celle qui est définie ici, mais pas égale.

Note(5), page 2
Voir @) page 1.

Note(6), page 2
Cl. DELLACHERIE et P.A. MEYER (1], chap.VII, T92 page 304, et (98.7) page 311.

Note(7), page 3
L’introduction de I'exponentielle e est ce qui permet & D. FEYEL d’obtenir son résultat.
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