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MARCHES ALEATOIRES, MOUVEMENT BROWNIEN ET PROCESSUS
DE BRANCHEMENT

Jean-Frangois LE GALL

Laboratoire de Probabilités - Université P. et M. Curie -

4, place Jussieu - Tour 56 - 75252 PARIS CEDEX 05

1. Introduction.

Les relations entre mouvement brownien et marches aléatoires d’une part,
processus de branchement d’autre part, ont fait 1’objet de plusieurs études
récentes. La clé de ces relations se trouve peut-étre dans un article de Dwass
[D], qui construit un processus de Galton-Watson associé aux excursions de
certaines marches aléatoires discrétes. L’idée de Dwass est déja présente dans
un article plus ancien de Kawazu et Watanabe [KW]. Dans ce dernier travail,
les théorémes de Ray-Knight, qui identifient en termes de carrés de processus
de Bessel la loi de la famille des temps locaux d’un mouvement brownien li-
néaire pris a certains temps d’arrét, sont déduits de théorémes limites pour
les processus de Galton-Watson avec immigration. Comme les carrés de processus
de Bessel sont précisément les processus limites qui interviennent dans 1’étu-
de des processus de branchement avec immigration, cette approche fournit
1’explication peut-étre la plus satisfaisante des théorémes de Ray-Knight
(dans le méme esprit, voir Rogers [R] et Le Gall [L]). Récemment, Neveu [N1] a
remarqué qu’il existe une correspondance naturelle, préservant la mesure,
entre 1’excursion d’une marche aléatoire standard dans Z et 1’arbre associé
a un processus de Galton-Watson de loi de reproduction géométrique de
paramétre 1/2. Cette correspondance est appliquée dans [L] & des démonstra-
tions élémentaires des théorémes de décomposition de Williams pour les tra-
Jjectoires browniennes.

Le présent travail poursuit 1’étude des liens entre marches aléatoires,
mouvement brownien et processus de branchement, en mettant 1’accent sur 1’im-
portance de la notion d’arbre associé a un processus de branchement. Nous
renvoyons a Neveu [N2] pour une formalisation précise du concept d’arbre et
des applications aux propriétés des processus de branchement (voir aussi
Chauvin [C]). Dans la partie 2, nous retrouvons un résultat classique donnant
la loi du temps d’entrée dans ]-0,0[ pour une marche aléatoire sur R, issue
de O et de loi symétrique et sans atomes. S’il s’agit 1a d’un résultat bien
connu, 1’intérét de la méthode employée est de mettre en évidence les idées
qui jouent un réle essentiel dans le présent travail. Dans la partie 3, nous

considérons la marche aléatoire inhomogéne (Zn,n = 0) telle que, pour tout
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nzo0, (-1)° (2n+1—2n) suive une loi exponentielle standard. Nous établissons
une correspondance préservant la mesure entre 1’excursion de cette marche
aléatoire et 1’arbre associé a un processus de branchement binaire a temps de
vie exponentiels (on appelle ici processus de branchement binaire un processus
de branchement qui attribue & un individu donné O ou 2 descendants avec la
méme probabilité 1/2). Cette correspondance est 1’analogue continu du résul-
tat mentionné plus haut pour 1’excursion de la marche aléatoire standard dans
Z. Dans la partie 4, nous appliquons les résultats de la partie 3 a 1la
démonstration d’un joli théoreme de Neveu et Pitman [NP1,NP2] ; soient h > 0,
B un mouvement brownien réel issu de 0, T le premier instant ou le temps
local en 0O de B dépasse 1 et, pour tout x = 0, Nx le nombre d’excur-
sions de hauteur plus grande que h de B au-dessus de x, avant 1’instant
T. Le processus (Nx,x = 0) est un processus de branchement binaire, a temps
de vie exponentiels, partant avec un nombre poissonnien d’individus. Notre
approche de ce théoréme utilise a la fois les résultats de la partie 3 et
1’idée-clé de Neveu et Pitman [NP1] consistant a étudier les montées et
descentes successives de hauteur plus grande que h d’une trajectoire
brownienne. Enfin, dans la partie 5, nous donnons un résultat voisin,
concernant maintenant le nombre N; d’excursions au-dessus de X qui
atteignent 1 : le processus (N;,x € [0,1[) est un processus de branchement
inhomogeéne, dont la structure probabiliste tres simple est décrite dans le
théoréme 8. Ce dernier résultat est 1’analogue brownien d’un théoréme de
Fleischmann et Siegmund-Schultze [FS] pour 1’arbre réduit associé a un

processus de Galton-Watson critique conditionné a la non-extinction.

Je remercie vivement J. Neveu et J. Pitman pour de trés utiles discus-

sions qui ont été a 1’origine du présent travail.

2. Le premier temps d’entrée dans ]1-»,0[ pour une marche aléatoire symétrique.

Nous considérons dans cette partie une marche aléatoire X = (X ,n = 0)
sur R, issue de 0. Nous supposons que la loi u de X1 est symét:ique et
sans atomes. Il est alors bien connu que, si

T=inf{n 20 ; Xn < 0}
ona: T<w p.s. Le théoréme suivant, qui identifie la loi de T, est clas-

sique : voir par exemple Feller [Fl, p. 414.
Théoréme 1 : La fonction génératrice de T est donnée par :
E[aT] =1-v1 -2 (a € [0,1]).
I1 découle de ce résultat que la loi de T ne dépend pas de pu. Feller

déduit le théoréme 1 d’un résultat plus général, s’appliquant a des marches

non nécessairement symétriques, qui lui-méme est une conséquence d’un lemme
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combinatoire. Nous proposons ici une démonstration plus probabiliste qui
montre directement que T-1 suit la loi du nombre total d’individus d’'un
certain processus de branchement. Cette démonstration repose sur le lemme
suivant, que nous énongons aprés quelques notations.

Sur 1’ensemble {T = 2}, on définit S comme 1’instant, unique p.s., tel
que :

X = inf{X ; 1 =n = T-1}.
S n

Soit A un point cimetiére ajouté a R. On note W 1’espace canonique des
fonctions de N dans R v {A}, qui sont tuées aprés un temps fini. Pour tout

w e W, le temps de mort t(w) de w vérifie :
7(w) = inf{n ; w(n) = A} - 1 = sup{n ; w(n) # A}.
*
Enfin, on note ? la loi du processus X définl par :
» { X si n=T,
A si n>T.

Lemme 2 : Sur 1’ensemble {T = 2} soient X' ,X" les deux processus définis

par :
X - X si nzS,
0 ={ S-n s
n A si n<sS,
X - X si n =T-S,
X" = { S+n S
n A si n> T-S.

La loi conditionnellement a (T = 2} du couple (X’,X") coincide avec 1’ ima-
ge de P ® P par 1’application :
(w,w') si w(t(w)) < wlzlw)),

o(w,w') = {

(w',w) sinon.
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Remarque : Soit X une seconde marche aléatoire indépendante de X et de
méme loi, et soit T = inf{n; in < 0}. Le lemme 2 entraine que la loi de XS

conditionnellement & {T = 2} est la loi de inf( —XT. —i; ).

Le résultat du Lemme 2 est illustré par la figure 1 ci-dessus.

Démonstration : Soient p,qz1 et F,G deux fonctions bornées définies res-

pectivement sur R° et R%. Alors,
E[F(Xs_n- XS. 0=n s p) G(Xs+n- Xs, 0=ns=gq) 1(S=p) 1(T=p’q)]
= E[F(X -X,0snsp)G(X -X,0=nsq)
p-n p p+n p
1 1 1 1
(X =X ,1=n=<p-1) (X >0) (X =2X,1snsq-1) (X <0)
p-n p P p+n p P+q

En utilisant 1’indépendance des accroissements de X et la symétrie de pu on

peut encore écrire derniére espérance comme :

E[F(xn,o sn=p)GX,0snsa@ 1 ) 1z 1()~(; < XT)]

avec les notations de la remarque ci-dessus. Le lemme en découle en sommant

sur petq. 0O

Démonstration du théoréme 1 : L’identité triviale T =S + (T-S) et le lemme

2 montrent que la fonction génératrice ¢(a) = Ela’] satisfait :

_a 1 2
pla) = 5*t5 p(a)
d’ou le résultat voulu. o

Remarque : Le résultat du lemme 2 suggére d’introduire le processus (M ,n = 0)
——— n
défini par :

Mo = 1(Tzz)’

Ml = 1(T22)(1(522) * 1(T-szz))’

puis par la récurrence évidente. Le processus (Mn) est un processus de
Galton-Watson (critique), partant avec O ou 1 individu avec la méme pro-
babilité 1/2, et dont la loi de reproduction est décrite comme suit : chaque

individu donne naissance a 0,1,2 descendants avec les probabilités respec-
(-]

tives 1/4, 1/2, 1/4. De plus, T - 1 = T Mn, ce quil redonne le théoreéme 1.
n=0
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3. L’arbre associé & 1’excursion d’une marche aléatoire de loi exponentielle
bilatérale.

Nous supposons maintenant que p est la loi exponentielle bilatérale :

21 -Ixl
p(dx) = 5 e

il sera intéressant, surtout en vue des applications développées dans 1la

dx. Plutét que de raisonner sur la marche aléatoire de loi p,

partie suivante, de considérer le processus Z = (Zn,n = 0) défini comme suit.
On se donne une suite (Yi;i =1,2,...) de variables exponentielles standard

(de moyenne 1) indépendantes, et on pose :

n
z =0, 2z =73 (-0 Y,.

Evidemment, Xn =2 est une marche aléatoire de loi pu.
Soit :
H=inf{n 20 ; Z < 0}
n

et soit Q 1la loi (sur 1’espace canonique W de la partie 2) du processus z°

défini par :
Z si n < H,
o n
Z- =40 si n = H,
n
A si n > H.

Les propriétés élémentaires de la loi exponentielle montrent que Q est inva-
riante par retournement au temps de mort : 1l’application p définie par
w(T(w)-n) si n = t(w)

p(w)(n) =
A si n > T(w)

préserve la probabilité Q.

On se propose d’établir une correspondance bijective, préservant la mesu-
re, entre 1’espace probabilisé (W,Q) et un certain espace d’arbres marqués
naturellement associé a un processus de branchement en temps continu. Rappe-
lons briévement les quelques définitions qui nous sont nécessaires (voir Neveu
[N2] pour plus de détails, nous nous restreignons ici a des arbres binaires
finis, et donc nos définitions sont un peu différentes de celles de [N2]). On
note U 1’ensemble des suites finies u = Jx"'Jn d’entiers appartenant a
{1,2}. La suite vide, notée 8, appartient a U. La longueur d’une suite u € U
est notée |u| (|8] = 0). Un arbre w est un sous-ensemble fini de U qui

satisfait les deux propriétés :
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(1) uew dés que ul € w ou u2 € w ;
(ii) si uew et u2 € w, alors ul € w .

La propriété (i) entraine que, ou bien w = @, ou bien 8 € w. On note Q
1’espace des arbres. Un arbre marqué est la donnée de w € Q et pour chaque
u € w dune mrque m € R. Soit © 1’ensemble des arbres marqués. Un élé-

u

ment 6 de © s’écrit 6 = {(u1’"u1)""'(up’nup)) pour un w = (ul,...,up) € Q.

Nous appellerons processus de branchement binaire un processus de bran-
chement (en temps continu) dans lequel chaque individu donne naissance a 0 ou
2 descendants avec la méme probabilité 1/2. Sauf indication du contraire, on
suppose toujours que le processus part avec un individu a 1'instant 0. A un
tel processus de branchement on associe de maniére naturelle (voir [N2] ou
[C]) une loi sur l’espace ©® des arbres marqués : chaque u € w représente
un individu de la population du processus de branchement, et nu correspond a
la durée de vie de u. On note m la probabilité sur © qui est associée au
processus de branchement binaire a temps de vie exponentiels de paramétre 1/2.

Nous avons besoin d’une derniére notation avant d’énoncer le théoréme.

Pour tout w e W tel que T(w) = 2 on pose :

o(w) = inf{p =2 1 ; w(p) = inf(w(i); 0 < i < T(w)) }

et on définit ¢1(w), 02(w) € W par les relations

[0} si n=0,
¢1(w)(n) =4 w(n)-w(o(w)) si 0 < n = o(w),
A si n > o(w),

A

w(o(w)+n)-w(o(w)) si
0 si
A si

n < t(w)-o(w),
@2(w)(n)

T(w)-o(w),

\'4

T(w)-o(w).

Théoréme 3 : Il existe une unique application mesurable A : W — @8 qui sa-

tisfait les deux propriétés :

(i) si T(w) =1, Alw) =2

(ii) si t(w) 22, Alw)

H&wwhﬂn)U{ﬂmn);(mn)eAMJwH
U{cu,m) ; (u,9) e A(Qz(w))}.

De plus, A(Q) = m.
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T w(n)

11 12

o(w) X(w) n
figure 2

Le résultat du théoréme 3 est illustré par la figure 2 ci-dessus. La

démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 4 :

(i) Sous la loi Q conditionnée par {t(w) = 2}, w(o(w)) suit une loi

exponentielle de moyenne 1/2.

(ii) Sous la loi Q conditionnée par {T(w) > 2}, Ql(w), Qz(w) et
w(o(w)) sont indépendants ; Qi(w) et @z(w) ont pour loi Q et w(o(w))

suit une loi exponentielle de moyenne 1/2.

Démonstration : La partie (i) est évidente : elle revient a dire que si e,e’
sont deux variables exponentielles de moyenne 1, e A e’ suit une loi expo-
nentielle de moyenne 1/2.

Pour la partie (ii) on introduit les notations suivantes. Sur {t(w) = 2}

on définit

w(o(w)-k} si 0 =k = o(w),
o wlfw)(k) =
A si k> o(w),
wio(w)+k) si 0 =k = t(w)-o(w),
wz(w)(k) =

A si k> t(w)-o(w).

On note Q* 1la loi de Z: = 2n si n=T, A si n>T. Observons que Q
coincide avec la loi sous Q* de LA (ou w’(n) = w(n) v 0 et par convention
w+(n) = A si w(n) = A). De plus, grace aux propriétés de la loi exponentielle,
W, et w(t(w)) sont indépendants sous Q* et -w(t(w)) suit une loi
exponentielle de moyenne 1.

Une légeére modification de la preuve du lemme 2 (nécessaire parce que

nous travaillons avec Z au lieu de X) montre que la loi de (llll(w),!llz(w)),
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sous Q* conditionnée par {t(w) > 2}, coincide avec 1’image de Q* ® Q* par
1’application :

(w,w) si w(t(w)) > w (t(w)),
(w,w') —
(w',w) sinon.

Grace aux remarques précédentes, il en découle que, toujours sous Q* condi-
tionnée par {t > 2}, les processus wl(W)+'w2(")+ sont indépendants de loi
Q, et sont aussi indépendants de

wio(w)) = - wi(w)(r(wl(u))).

De plus 1l’argument de (i) montre que cette derniére variable suit une loi
exponentielle de moyenne 1/2. La preuve du lemme est complétée en remarquant

que Qz(w) = V’z(")+ et Ql(w) = p(wt(w)+). o

Démonstration du théoréme 3 : On vérifie d’abord facilement, par exemple en

raisonnant par récurrence sur t(w), que 1’application A est bien définie
sur W et est caractérisée par les propriétés (i) et (ii). De plus, Q(dw)
p.s., Card A(w) = 1 si et seulement si <t(w) = 2. On déduit alors du lemme 4
que :

(1) Q(card A(wW) = 1) =

marque de 3 , n, = w(o(w)) , suit une loi exponentielle de moyenne 1/2 ;

et, conditionnellement & {card A(w) = 1}, la

W

(ii) Q(card A(w) > 1) =% et, conditionnellement & {card A(w) > 1}, les
arbres "translatés"
Al(w) = {(u,m) ; (1u,7m) € A(W)} = A(Ql(w))
A,(w) = {(u,m) ; (2u,m) € AW} = A(Qz(w))

sont indépendants et indépendants de la variable ng = w(o(w)), qui suit une
loi exponentielle de moyenne 1/2; de plus, la loi conditionnelle de chacun
des arbres Al(w), Az(w) coincide avec la loi sous Q de A(w).

Les propriétés (i), (ii) caractérisent la loi de 1’arbre associé a un
processus de branchement binaire avec temps de vie exponentiels de moyenne

1/2. La démonstration du théoréme est donc compléte. a]

Corollaire 5 : Pour tous x = 0, w € W, soit Nx(w) le nombre d’excursions de
w au-dessus de x :
Nx(") = card{n < T(w), w(n) = x, w(n+l) > x}.

Le processus (Nx, X = 0) est sous Q un processus de branchement binaire a

‘temps de vie exponentiels de parameétre 1/2.
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Démonstration : On écrit d’abord : Q(dw) p.s,

Nx(w) =1 si x € [0,w(o(w))]

= Nx-w(o‘(w))(«’i(‘ﬂ)) * Nx—u(o‘(w))(QZ(W))’ sl x& w(o'(W))'

On se convainc ensuite aisément a 1’aide de ces relations que (N,x = 0)
X

n’est autre que le processus de branchement associé a 1’arbre A(w) du théo-

réme 3, d’ou le résultat recherché. o

Remarques : (i) La donnée de 1’arbre A(w) fournit davantage d’informations
que celle du processus de branchement (Nx(w),x z 0) : a condition de se
restreindre & un ensemble de Q-mesure pleine, on peut reconstruire w a
partir de A(w), mais non & partir de (Nx(w),x = 0).

(ii) On aurait pu aussi étudier le processus des nombres d’excursions
pour la marche X (tuée en T). On obtient encore un processus de branchement
a temps de vie exponentiels de moyenne 1/2, mais il part cette fois avec 0
ou 1 individu avec probabilité 1/2 et la loi de reproduction est celle
décrite a la fin de la partie 2. L’arbre associé est obtenu sous Q en

supprimant les branches terminales de A(w).

4. Excursions de hauteur plus grande que h d’un mouvement brownien linéaire.

Nous considérons dans cette partie un mouvement brownien réel B =(Bt,t=0)
issu de 0. On note L°,= (Lf,t = 0) le processus du temps local de B en O

et, pour tout s =z 0,

7 =inf{t20;LS>s}.

s
Pour tout x € R, on appelle intervalle d’excursion en dehors de x wun in-
tervalle de la forme Ja,b[ avec 0 = a < b, Ba = Bb =x et Bt # X pour
tout t € la,bl. Pour tous h > 0, T > 0, on note N:(T) et on appelle nombre
d’excursions de B de hauteur plus grande que h au-dessus de x avant
1’instant T, le nombre de tels intervalles ]a,bl qui satisfont de plus: b =T
et :
sup(Bs,s € Ja,b[) > x+h.

Le théoréme suivant (Neveu et Pitman [NP1,NP2]) donne la structure probabi-

liste du processus (N:(Vs),x z 0).

Théoréme 6 : Pour tous h > 0, s > 0, le processus (N:(7s), X =z 0) est un
processus de branchement binaire a temps de vie exponentiels de moyenne h/2,

dont la population initiale suit une loi de Poisson de moyenne s/2h.
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Démonstration : Nous montrerons qu’on peut déduire le théoréme 6 du corollaire
5 ci-dessus. Auparavant, nous procédons & quelques réductions du probléme.
Sans perte de généralité, on peut supposer que B est défini sur 1’espace
canonique Q des fonctions continues de IR+ dans R, de sorte que, pour tout
t=z0, Bt(w) = w(t). La propriété d’invariance par changement d’échelle de la
loi du mouvement brownien permet de se restreindre au cas h = 1. Ensuite on
utilise la théorie des excursions du mouvement brownien linéaire (voir par
exemple [RW] chapter VI.8) qui montre que N;(7s) suit une loi de Poisson de
moyenne s/2. A nouveau un argument simple de théorie des excursions permet de
se ramener a 1’énoncé suivant : soit n1(dw) la mesure d’Ité6 des excursions
conditionnée par 1’événement {sup(w(s),s = 0) > 1} ; sous n, le processus
(N;(m), x = 0) est un processus de branchement binaire, & temps de vie expo-

nentiels de paramétre 1/2, et partant avec un individu a 1’instant O.

L’idée de la preuve de ce dernier énoncé est de construire un processus
discret (Vn,n = 0) a valeurs dans R u {A}, de loi Q et tel que le proces-
sus des nombres d’excursions de (Vn,n = 0), (défini dans le Corollaire 5)
coincide nl(dw) p.s. avec (Ni(w),x =z 0). Le résultat recherché est alors

une conséquence du Corollaire 5.

‘
11 sera commode de travailler sous la probabilité nl(dw) caractérisée

par les deux propriétés suivantes :

»*
(a) si To = inf{t > 0 ; w(t) = 0}, la loi sous ni(dw) de (w(tATo), t20)

est nl(dw) 5

(b) les feux processus (w(tATO),tZO) et (w(T°+t),t20) sont indépen-
dants sous n., et le second suit la loi d’un mouvement brownien linéaire issu
de O.

Soit T1 = inf{t > 0 ; w(t) = 1}. fwidemment T1 < To sous n: , et le
processus (w(T1+t),t = 0) est sous n un mouvement brownien linéaire issu
de 1, indépendant de (U(tATl),t = 0). Suivant Neveu et Pitmfn [NP1], on

introduit les temps d’arrét suivants, qui sont finis p.s. sous n .,

a =0 , et pour tout p e N,

B = inf{ t > ap ; w(t) - inf w(s) =1 },

o ssst
p

o = 1nf{ t>B ; sup w(t) - w(t) =1 }.
p+l P BPSSS‘?

En des termes plus concrets, les instants ap, Bp correspondent respective-
ment aux descentes et aux montées de hauteur plus grande que 1 de la tra-
»*

Jectoire de w sous n, , deux montées successives étant séparées par une
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descente et inversement (cf fig. 3). On pose ensuite Zo = 0 et pour tout pz1,

4 = wla ) = sup w(s) -1
2p-1 g <ss.

22 =w(B) -1= inf w(s).
p P « <s<B
p p

w(t)
-
iz
1
1+ /
s/
t
Vv !
ao Bo al

figure 3

Alors, le processus (Zk,k 2 0) a la loi décrite au début de la partie 3. En
effet, écrivons d’abord pour tout p = 0,

2 -2 = sup w(s) - w(B ),
2p+1 2p B =s=a P
P p+1
et observons que B = Bo = T1 donc, d’aprés les remarques précédentes, le
»

processus 0: = w(ﬁp+t) - w(Bp) est sous n  un mouvement brownien linéaire
issu de O indépendant de (w(tABp),t = 0). De plus,

« - B =inf{t ; sup 6° - @ = 1},
p+l P O=s=t s t
V4 -2 = sup oP.
2p+1 2p O=s=<a -8 s
P+l ' p

Un célébre théoréme de Lévy donne 1’identité en loi :

(sup 6F, sup 6f - 67 ; t =0) (1g1) (L7, |B,| ; t = 0).

Ossst Ossst
On en déduit que Z -z sult la loi de L°, ou o = inf{t,|B | = 1},
2p+1 2p (7'1 1 t

qui est une loi exponentielle de moyenne 1. Les arguments précédents montrent

aussi que Z2 o 22 est indépendant de (21,0 s | = 2p). Des raisonnements
p P
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similaires donnent le résultat analogue pour Zép - Zép_l ce qui achéve de

montrer que Z a la loi voulue.

On définit maintenant Z° comme au début de la partie 3, et on note Mx

(o]

le nombre d’excursions de 2 au-dessus de x. La proposition suivante, com-

binée avec le corollaire 5, compléte la preuve du théoréme 6.

»*

Proposition 7 : On a : nl(dw) p.s. pour tout x z 0,
N'(T ) =M.
x O x

Plus précisément, 1’application qui a un intervalle Ja,bl associe
2 sup{k ; o = a} induit une correspondance bijective entre 1’ensemble des
intervalles d’excursions de hauteur plus grande que 1 au dessus de x, avant

To’ et 1°ensemble des entiers p tels que Z: = X, 2:01 > X.

Démonstration : Notons 8x 1’ensemble des intervalles d’'excursion de hauteur

plus grande que 1 au-dessus de x, avant To, et J& 1’ensemble des entiers

(o}

p tels que Zg = x, 2pﬂ > x. Nous allons vérifier que, pour tout x = O,

1’application Fx

Fx(]a,b[) = 2 sup{k ; « = a}
définit une bijection entre 8x et J&, dont 1’inverse est donné par :
G (p) = ]Ja (x),b (x)I[,
x | J P

u : = < ; = .
ou ap(x) sup{s °$/201 ; w(s) x}

On utilisera implicitement la remarque suivante, qui découle aisément des

définitions : si H = inf{p > O,Z2p =0} ona: o < To = BK

Montrons d’abord que 1’application Fx envoie 8x dans A&. Si Ja,bl € &,
X
un raisonnement simple montre qu’il existe au moins un entier k =z 1 tel que

@ € Ja,b[. Choisissons k minimal ayant cette propriété. Alors,

Z
2k-1

w(ak) > x.

D’autre part, on a :

4
2k—2

w(Bk_l) -1s=x.

En effet, dans le cas contraire on aurait
w(Bk_l) > x+1,
et la définition de o montrerait alors que

inf w(s) > x,

ss=q
Bk- 1 k
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et donc aussi (puisque w(Bk_l) -1= inf w(s) ):
* - 55=B

inf w(s) > x ,

ce qui contredirait la minimalité de k. On conclut que F (la,b[)=2(k-1) € M .
X X
Vérifions maintenant que, si p € A&. Gx(p) € €x. Evidemment p = 2k pour
un entier k =20 et ona :

sup w(s) - 1> x

22k+ 1 =
Bksssa

k+1

ce qui, compte-tenu de la définition de « .

o1’ entraine aussitét que

ap(x) = sup{s < a _ ; w(s) = x}

k+1

est le début d’un intervalle d’excursion de hauteur plus grande que 1 au-
dessus de x.

De plus, 1’inégalité

2 = inf w(s) = x,
x =s=B8
k k
montre que @ = ap(x) < @ d’ou Fx(Gx(p)) =p.

De méme, les arguments développés ci-dessus entrainent aisément que
Gx(Fx(]a,b[)) = Ja,bl pour tout Ja,b[ € ex. Ceci termine la preuve de la

proposition 7. 0

Remarques : (i) Il est naturel de chercher i comprendre comment le processus
(N:(m),x =z 0), pris sous n pour simplifier, se transforme quand h varie.
Comme le remarquent Neveu et Pitman [NP1], cette transformation s’interpreéte
de maniére trés simple en termes des arbres associés : le passage de h a
h’ > h revient a "effacer" sur une longueur de h’-h les branches terminales
de 1’arbre, en partant des extrémités (voir Neveu [N4] pour plus de détails
sur cette procédure d’effacement).

(ii) De maniére analogue a la partie 3, on peut bien sGr donner une

version "arbre" du théoréme 6 (voir [NP1]).

5. Le nombre d’excursions qui atteignent un niveau donné.

Nous nous proposons dans cetfe partie d’établir un résultat voisin du
théoréme 6, bien que de démonstration sensiblement plus facile. Nous nous
placons sous la probabilité nl(dw) introduite dans la partie 4 (la mesure
d’Ité conditionnée par {sup w(s) > 1}) et pour tout x € [0,1[, nous notons

¥ (w) 1le nombre d’excursions de ® au-dessus de x qui atteignent 1.
X
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Théoréme 8 : Sous nl(dw), le processus (N;,x e [0,1[) est un processus de

branchement inhomogéne, caractérisé en loi par les trois propriétés suivantes:
(a) N =1
o

(b) la variable U1 = inf{x =z O, A; # 1} suit une loi uniforme sur

1’ intervalle [0,1] ;
(c) pour tout x € [0,1]

VG =N+ N,
Ul+(1-U1)x X x

ou (N ,x € [0,1[), (¥"',x € [0,1[) sont deux processus indépendants et indé-
X X

pendants de Ul, qui ont chacun la méme loi que (N;,x e [0,1[).

De maniére plus concrete, Nx représente le nombre d’individus a 1’ins-
tant x d’une population évoluant selon les régles suivantes. A 1’instant O
la population comprend un seul individu qui meurt & un temps U1 uniformément
distribué sur [0,1], en donnant naissance a deux descendants. Chacun de ces
deux individus meurt a un temps uniformément distribué sur [Ul,1], en donnant
naissance a deux descendants, et ainsi de suite.

Le processus de branchement inhomogéne du théoréme 8 apparait dans cer-
tains théorémes limites concernant la population de 1’arbre réduit associé a
un processus de Galton-Watson critique partant avec un individu et conditionné
a la non-extinction a 1’instant n. On appelle ici arbre réduit, 1’arbre
dépouillé des branches qui n’atteignent pas le niveau n. Aprés un changement
d’échelle convenable en temps (pour se ramener de 1’intervalle [O,n] a [0,1])
la populatibn de 1’arbre réduit converge en distribution, quand n tend vers
+ ®, vers un processus de méme loi que (N;,x € [0,1[) (voir [FS]). En fait,
en s’inspirant des méthodes de [L], il serait assez facile de déduire le
théoréme 8 du résultat principal de [FS]. Nous donnons ici une démonstration
directe. Cette démonstration utilise certains théorémes reliant mouvement
brownien réel et processus de Bessel de dimension trois dus pour 1’essentiel a
Williams [W] (voir [L] pour des preuves dans 1’esprit du présent travail,

ainsi que des références plus précises).

Démonstration : On se place sous la probabilité n et on reprend les nota-

tions de la partie 4, en posant de plus :

L1 = sup{t < To ;o w(t) = 1}
U1 = inf w(s).
T1<s<L1

Observons que N; =1 si x< Ux' Nx =22 si x= Ul. On note m 1’instant

unique p.s tel que m € [T1’L1] et w(m) = Uf
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Tw(t)

T m L

figure 4

Les processus (U(tATl),t z 0) et (w((Tl+t)AT°),t = 0) sont indépen-
dants, le premier est un processus de Bessel de dimension trois issu de O
arrété au temps d’atteinte de 1, le second est un mouvement brownien réel issu
de 1 arrété au temps d’atteinte de 0. D’aprés un théoréme de décomposition
de Williams (voir [W] ou [L], p. 459) la variable U1 suit une loi uniforme
sur [0;1] et conditionnellement a (U1 = h}, le processus (w((T1+t)Am),t = 0)
est indépendant de (w(m+t),t = 0), et suit la loi d’un mouvement brownien
réel issu de 1 arrété quand il atteint h.

Pour tout h € [0,1] , soient

Ah = sup{t = Tl,w(t) =h} , B, = inf{t = Li,w(t) = h}.

Observons que le processus (w((lh+t)AT1),t = 0) est un processus de Bessel de
dimension trois issu de O arrété au temps d’atteinte de 1-h (utiliser par
exemple la remarque p. 452-453 de [L]). Il découle alors des remarques

précédentes que, conditionnellement a (U1 = h} , le processus
e'(t) = w((lh+t)Am) - h (tz0)

a pour loi n (la mesure d’Ité6 conditionnée par { sup w(s) > 1-h }). Des

arguments similaires, ou 1’invariance de n par retournement, montrent que
e"(t) = w((m+t)Auh) -h (tz0)

a aussi pour loi conditionnelle n . De plus, le théoréme de décomposition

de Williams rappelé ci-dessus montre que e’ et e" sont indépendants
conditionnellement a Ux' Pour x € [0,1[, notons N;, respectivement N:, le
nombre d’excursions de e’, respectivement de e", au-dessus de (I—Ul)x qui
atteignent 1-U1. Les observations précédentes, et les propriétés d’invariance
par changement d’échelle de la mesure d’Ité, entrainent que les processus N;
et N; sont conditionnellement a (U1 = h} indépendants et de méme loi

conditionnelle, qui coincide avec la loi de ﬂ;. Comme cette loi condi-
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et N; sont conditionnellement a (U1 = h} indépendants et de méme loi
conditionnelle, qui coincide avec la loi de :Vx. Comme cette loi condi-
tionnelle ne dépend pas de h, on conclut que /V; , N; et U1 sont
indépendants. L’égalité facile

¥ =N+ N
Ul+(1-Ul)x x x

montre que la propriété (c) est vérifiée. Comme les propriétés (a) et (b)

découlent aussi de ce qui précéde, cela termine la preuve du théoréme 8. O

Remarque. Notre démonstration du théoréme 8 repose sur la décomposition de
1’excursion brownienne, prise sous la probabilité n ., a 1’instant du minimum
entre 'I‘1 et L1 . L’approche du théoréme 6 donnée dans Neveu et Pitman [NP2]
utilise une autre décomposition au minimum de 1’excursion brownienne sous n1 R
la décomposition correspondant au plus petit minimum local de profondeur plus
grande que 1 (cette décomposition n’a de sens que s’il existe au moins un tel

minimum local, voir [NP2] pour plus de détails).
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