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LES DERIVATIONS ANALYTIQUES
par M. Zinsmeister

AVERTISSEMENT de C. Dellacherie

Cet exposé de Zinsmeister, spécialiste de géométrie conforme,
est la rédaction, faite a la demande de Kahane, président de son jury
de thése, de sa seconde thése dont j’avais proposé le sujet. C’est,
pour reprendre les mots d’une introduction antérieure de l'auteurl,
une présentation par un profane, et pour un profane, de la théorie
des dérivations analytiques, avec des exemples concrets d’application
en analyse réelle, en analyse fonctionnelle et en théorie du
potentiel. Le tout, articulé autour d’un théoréme de Moschovakis, un
des théorémes les plus récents mais aussi un des plus puissants de la
théorie, vient couronner en quelque sorte les divers exposés du
séminaire portant sur des constructions par récurrence transfinie
(Dellacherie-Meyer, vol.9 p.373; Dellacherie, vol.11 p.34; Hillard,
vol.12, p.524; Dellacherie, vol.12, p.746).

Aprés une introduction teintée d’histoire & la notion d’ensemble
analytique, Zinsmeister introduit un outil fondamental, ‘la notion
d’arbre (dont un avatar est celle de temps d’arrét dans 1’exposé de
Dellacherie-Meyer, vol.9). Puis vient 1’énoncé du théoréme de
Moschovakis 1llustré par 1’étude de la dérivation de Cantor abstraite
(Dellacherie, vol.11) ou classique, qul méne a la démonstration de
Bourgain du théoréme de Szlenk sur la non-existence d’un Banach a
dual séparable universel. Ensuite, Zinsmeister déduit du théoreéme de
Moschovakis un théoréme plus ancien appelé par moi (Dellacherie,
vol.11) théoréme de Kunen—Martinz, et, de ce dernier, une forme
générale du théoréme de la borne; cela est illustré par des résultats
récents sur les ensembles d’unicité pour les séries trigonométriques.

1qui Y remercilait aussi son directeur, lequel 1'en remercie ici: le
plaisir fut partage

2

malgré la protestation de ces derniers, qui ont démontré un théoreme
Plus général dont le cas particulier ici envisagé est pour eux un
résultat appartenant au folklore classique
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Enfin, Zinsmeister présente une démonstration du théoréme de
Moschovakis, et donne un exemple de son utilisation en théorie du
potentiel.

Avec un tel programme, on ne peut s’attendre a avoir toujours
des démonstrations complétes. Cependant, Zinsmeister a tenu la
gageure de faire un exposé vivant, intéressant 1’analyste, et 1lul
donnant une bonne idée de la théorie tout en lui donnant 1’occasion
d’apprendre des outils qui peuvent se réveler puissants dans sa
spécilalite.

I1 est temps maintenant de donner voix au conférencier.
1. INTRODUCTION

La théorie des ensembles analytiques, initiée par Lusin et
Souslin en 1917, a connu un grand développement entre les deux
guerres grace aux mathématiciens russes, polonais, et japonais. Il a
fallu cependant attendre les travaux de Choquet sur les capacités
(1959) pour que cette théorie soit utilisée de manieére fondamentale
en analyse et en probabilités. Au méme moment, les logiclens, a
partir d’une synthése des travaux de Kleene en théorie de 1la
récursivité et de 1la théorie -désormais appelée classique -des
ensembles analytiques, se mirent a enrichir considérablement cette
derniére. Nous allons présenter ici un aspect de cet enrichissement,
1llustré d’un bon nombre d’applications a 1’analyse, tout en
rappelant les grandes lignes de la théorie classique; Louveau [L]
nous permettra de rester au sein de celle-ci, sans avoir a faire
appel a la théorie de la récursivité (au prix d’un affaiblissement
des énoncés des logiciens).

Le point de départ de la théorie des ensembles analytiques est
la célébre erreur de Lebesgue qui affirmait, au détour de 1’un de ses
travaux (1905), que la projection d’un borélien de R sur R est
encore un borélien alors que déja la projection d’un ?6 (i.e. une
intersection dénombrable d’ouverts) n’est en général pas boréeélienne
mals seulement "analytique". Voyons les choses plus en détail : soit X
un espace polonais, i.e. un espace métrisable séparable que 1’on peut
munir d’une distance compatible pour laquelle il soit complet (les
espaces polonais, qui incluent les espaces localement compacts a base
dénombrable —en abrégé, LCD -, sont les espaces "ambiants naturels"
de la théorie classique; noter que, contrairement aux espaces LCD, un
produit dénombrable d’espaces polonais est toujours polonais). La
classe B(X) des boréliens de X est la plus petite classe de parties
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de X contenant les ouverts et qui soit stable par réunion dénombrable
et complémentation, ou encore, ce qui revient au méme, les fermés
étant des gs, la plus petite classe de parties de X contenant les
ouverts et stable par réunion et intersection dénombrables. La classe
B des boréliens, pour X variable, est stable par image inverse par
application borélienne entre espaces polonais (par définition d’une
telle application), mais n’est pas stable par image directe par
application méme continue. Une partie de X sera dite analytique si
elle est image directe, par une application borélienne, d’un borélien
d’un espace polonais. On note, suivant les logiciens, Zi(X) la classe
des parties analytiques, et Zi la classe obtenue en faisant varier X.
On montre que 2; est stable par image directe ou inverse par appli-
cation borélienne et que Zi(X) est stable par réunion et intersection
dénombrables, mais pas par complémentation. Nous noterons H: la
classe des ensembles coanalytiques, i.e. des complémentaires d’analy-
tiques. Evidemment, la classe Ai:ZiﬂHi contient les boréliens, et un
théoréme de Souslin (1917) affirme que A;(X):ﬂ(X); nous reviendrons
la-dessus au §2. La hiérarchie des ensembles ne s’arréte pas la: la
classe Hi n'est pas stable par image directe borélienne, d’ou
1’introduction de 1la classe Zé des 1images boréliennes d’ensembles
coanalytiques, puis de la classe Hé de leurs complémentaires, etc.
Dans cet exposé, nous nous restreindrons a 1’étude des ensembles
analytiques (et leurs complémentaires).

Nous appelons ¥ 1’espace Nw* des applications de N* dans N. Muni
de la topologie de la convergence simple, c’est un espace polonais,
totalement discontinu et parfait. Dans 1la suite, cet espace sera
1’espace polonais de référence, et 1la proposition fondamentale
suivante, connue depuis bien longtemps,

Une partie A d’un espace polonais X est analytique si et
seulement si elle est projection sur X d’un fermé de Xx¥.

nous servira dorénavant de définition d’un ensemble analytique.
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2. ARBRES ET ENSEMBLES ANALYTIQUES

a) L’espace des arbres

Soit S 1’ensemble des suites finies d’entiers (suite vide
comprise). Pour u=(u1,m,un)eS et p<n, nous dirons que v=(u1,m,up) est
une section commencante de u et nous noterons v>u, lu "v est plus
grand que u"; par exemple, on a (3,1)>(3,1,4,1). Un arbre d’entiers T
est un sous-ensemble de S tel que €T et VueT v>u=veT. Il est clair
que la réunion et 1’intersection d’une famille quelconque d’arbres
est encore un arbre.

Soit ¥ 1’ensemble des arbres d’entiers; c’est un sous-ensemble
de ?(S):{O,l}s. S étant dénombrable, {O,I)S muni de 1la topologie
produit est un compact métrisable, et on vérifie immédiatement que X
est fermé dans {O,I}S.

Soit T un arbre; nous dirons que T est bien fondé s’il ne
contient pas de suite infinie décroissante pour »>. De fagon
équivalente, T est bien fondé si, pour tout «aef, il existe neN* tel
que aln=(a(1),~,a(n)) n’appartienne pas a T. Nous noterons § le
sous—-ensemble de ¥ constitué des arbres bien fondés. L’un des buts de
ce paragraphe est de montrer que J est coanalytique mais non analy-
tique dans X. Ce résultat en lui-méme peut paraitre anecdotique; en
fait, il n'en est rien: nous allons voir que F est en un certain sens
le coanalytique "vrai" universel. Cette constatation nous permettra
de développer la théorie de 1’indice de Lusin-Sierpinski, 1’outil de
base de toute la théorie. Comme premiére application, nous donnerons
une démonstration du premier théoréme de séparation de Lusin-Souslin
dont le théoréme de Souslin précité est un corollaire.

b) Arbres et ensembles analytiques

Soit X un espace polonais et soit d wune distance sur X
définissant la topologie de X et le rendant complet. Pour xe€X et r>0

on désigne par B(x,r) la boule ouverte de centre x et rayon r.

Soit A une partie analytique de X et soit F un fermé de Xx¥ dont
A est la projection sur X. Pour tout xe€X nous définissons un arbre
T(x), dépendant de A, comme suit: on a (ul,m,un)eT(x) ssi on a
1 1 _ )
VB(y,ﬁ)ax 3xn<-:B(y,n) Joe¥ (xn,oc)eF et ocln..(ul,..,un)

PROPOSITION 1. Soit x€X; on a x€A ssi T(x) n’est pas bien fondé.
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Soit en effet xe€A. Il existe alors a€f tel que (x,a)€F; mais alors on
a alneT(x) pour tout n, et T(x) n’est pas bien fondé. Réciproquement
soit xeX tel que T(x) ne soit pas bien fondé. Il existe alors «ef tel
que «ain€T(x) pour tout n. Par la définition de T(x), 11 existe une
suite (xn,Bn)eF avec d(x,xn)s% et Bnh1=ah1. Une telle suite converge
vers (x,o) dans Xx¥, d’ou, F étant fermé, (x,a)€F; ainsi on a xe€A.

PROPOSITION 2. Pour tout (o,n)e¥xN, 1’ensemble
{xeX; alneT(x)}
est un fermé de X.

En particulier, comme ({TeX; ueT})ueS est une base de la topologie de
X, 1’application x—»T(x) est borélienne de X dans ¥; nous dirons plus
précisément qu’elle est semicontinue supérieurement (en abrégé,
s.c.s.), ce qui n’étonnera pas le lecteur.

Soit u€eS; montrer la proposition 2 revient a prouver que 1’ensemble
Vu ={x€eX; ueT(x)} est ouvert Soit n la longueur de u; on a

u¢T(x) & .':lB(y,—)ax vx’ eB(y,—) Voce.? aln=u=(x’,a)¢F
I1 est alors immédiat que V, contient B(y,n) qui est un voisinage de
X; Vu est donc ouvert comme voisinage de chacun de ses points.

c) Nature de 3J

THEOREME 1. L’ensemble § des arbres bien fondés est une partie coana-
lytique mais non analytique de X.

La démonstration que nous donnons de ce théoréme est empruntée a
Dellacherie-Meyer [DM]. Montrons d’'abord que § est coanalytique. Pour
cela, on observe que
I\F = {TeX; Jac¥ VneN «lneT}

Cet ensemble est projection sur ¥ de {(T,a)€Xx¥; VneN alneT} =F, qui
est un fermé de Ix¥; il est donc analytique. Supposons a présent que
3 est analytique. D’apreés B), il existe alors f: ¥I»X s.c.s. telle que

x€F & f(x)ey
Posons alors g(x)=xNf(x) et définissons un arbre T par

T = Uxezg(x)
Montrons qu’on a Te€J. Sinon, 11 existerait w«€$ et (xn) une suite dans
Y tels que ameg(xn) pour tout neN. Comme X est compact, on peut
supposer que cette suite est convergente vers xe€X. Posons

Fo={yeX; alney} , G ={yeX; alnef(y)}
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(Fn) est une suite décroissante de fermés, et, comme f est s.c.s., il
en est de méme de (Gn). Comme on a xnanﬂGn, la limite x des Xy
appartient a (ﬂFn)ﬂ(ﬂGn). Donc, ni x ni f(x) n’appartiennent a J, ce
qul est impossible. Ainsi, T est bien fondé si J est analytique.
Terminons en montrant qu’on aboutit alors a une contradiction. Posons
T = {ueS tels que ueT ou u=(v,p) avec veT et pelN}

T est bien fondé comme T, et on a ToTog(T)=r (¥)NT, ce qui implique
To>r(T): ainsi on a Teﬁ et £(T)eJ, ce qui est contradictoire.

d) Dérivation des arbres.

Soit T un arbre d’entiers; on définit T*, le dérivé de T, par

T* = {ueT; 3IveT u>v}.
T* est encore un arbre, sauf si T={@}, auquel cas T*=@. Pour parler
de fagon imagée, T* est 1’arbre obtenu & partir de T en coupant les
extrémités.
L’opération de dérivation peut étre itérée de facon transfinie; on
définit, par récurrence sur les ordinaux,

T = (T%)* et

TB= NT % si B est un ordinal limite.
oa<B
Si T est un arbre bien fondé, il existe un plus petit ordinal, noté

J(T), tel que T®=g si «=j(T) (et réciproquement). Vérifions que j(T)

est un ordinal dénombrable. Pour ce faire, notons Rl le premier

ordinal non dénombrable et supposons J(T)z&l. Pour neN, désignons par

Tn 1’arbre {veS; (n,v)eT}U{@}. On se convainc facilement que
J(T):supn(J(Tn)+1).

Si donc j(T)a&l, i1 existe n €N tel que J(Tnl)zk1. On recommence

alors le méme processus et 1’on peut construire par récurrence une
suite (nk) telle que Vk, (nl,”.,nk)eT, ce qui contredit le fait que
T est un arbre bien fondé.

L’ordinal j(T) est appelé 1’indice de T. On généralise la notation en
posant J(T):R1 si T n’est pas bien fondé. On a alors le théoréme
fondamental sulvant:

THEOREME 2. Soit AC} un ensemble analytique. Alors sup J(T)<R,.
TeA

De plus, 1’ensemble Ba={TeI; J(T)<a} est borélien pour tout <R,

La preuve du théoréme 2 débute par un lemme dont nous ne donnons
qu’une preuve abrégée(voir [DM]).
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LEMME. L’ensemble {(T,S)eIx¥; j(T)=<j(S)} est analytique dans 3IxX.

Preuve: Appelons codage toute application f: S-S transformant les
suites de longueur n en suites de longueur n et vérifiant

Vu, veS, w-vaf(u)>f(v).
L’ensemble des codages peut se décrire comme un fermé de 1’espace

polonais n(Nn)Nn.Soient S,TeY; on montre, et nous 1’admettrons, que

n
J(S)=j(T) si et seulement si il existe un codage f tel que
Scf(T).L’ensemble {j(S)=<j(T)} apparait comme la projection sur IxI du
fermé {(S,T,f); Scf(T)}.

Revenons maintenant & 1la preuve du théoréme 2. Si 1’on avait

sup j(T):Rl, on pourrait écrire
TeA
§ = {SeX; 3 TeA j(S)=j(T)} ,

et ¥ serait la projection sur I de 1’ensemble

{(S,T) ; TeA}N{(S,T) :j(S)=j(T)},
qui est analytique par le lemme que 1l’on vient de voir.
L’ensemble J serait donc 1lui-méme analytique, ce qui contredit 1le
théoréme 1. Enfin, le fait que les B soient boréliens pour a<N
résulte d’une facile récurrence transfinie laissée au lecteur.

Les Ba’ a(&l,sont appelés les constituants de F; § = U B , et le
a(R

théoréme 2 nous apprend que si ACH est analytique, alors ACB pour un

a<R1. Nous nous proposons A présent de généraliser cette description

aux ensembles coanalytiques généraux.

e) L’indice de Lusin-Sierpinski.

Soit X un espace polonais quelconque et BCX un ensemble
coanalytique. D’aprés la partie b), il existe une application x~T(x)
de X dans X, borélienne, telle que

X€B & T(x)ey.
On définit alors une application yY de X A valeurs dans les
ordinaux = R par VxeX, y(x) = j(T(x)).
Les propriétés d’un tel indice sont les mémes que celles de j sur 3.
Vérifions-les briévement :
- S1 ACB est analytique alors {T(x), xeA} est analytique dans 3
puilsque T est borélienne. On a donc, gréace au théoréme 2,

sup w(x)<&
X€EA
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- S1 a<R, alors {x; y(x)<a} = T“l(Ba) est borélien.

Remarquons en particulier que nous obtenons une décomposition de B en
constituants boréliens et que B est égal & un de ses constituants
s’'il est analytique, ce qui prouve la propriété annoncée dans
1’introduction, & savoilr que 1’ensemble des boréliens n’est autre que
ZiﬂH}. En fait,cette propriété est un cas particulier du théoréme
suivant, communément appelé premier théoréme de séparation, did a
Lusin-Suslin.

THEOREME 3. Soit X un espace polonais et A ,A, deux sous-ensembles
analytiques disjoints de X. Il existe alors deux boréliens disjoints
Ai,Aé contenant A1 et A2 respectivement.

Preuve : Soit B1=X—A1 et wl un indice de Lusin-Sierpinski associé a
Bl' Puisque A2 est analytique et Achl, il existe un ordinal
dénombrable « tel que wl(x)<a si x€A,. Il suffit alors de prendre

AL={y, < a} et A}=X-A].
f) Un exemple

Nous terminons cette section en 1’illustrant par un exemple tiré de
1’analyse. Soit E 1’'espace de Banach des fonctions réelles continues
sur [0,1] et DCE 1’ensemble des fonctions dérivables en tout point de
[o,11].

THEOREME 4. L’ensemble D est coanalytique non borélien dans E.

Ce théoréme est di a Mazurkiewicz [M], mais la démonstration que nous
avons adoptée est due a Kechris et Woodin [KW].

Si feE et x<yel[0,1], posons
_f(x)-f(y)
af(x,y)_ v

Si 0=<p=q=<1€Q on note <p,q> le couple correspondant et on désigne par
T une bijection entre 1’ensemble de ces couples <p,q> et N.
L’idée consiste a associer & chaque fonction f un arbre Tf de 1la
facon suivante:

VfeE, Tf={(n,t(<p1,q1>),“.,t(<pk,qk>)) tels que:

- Visk,qi—pis 1/1,

R ENT LS
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- Visk-l,Iaf(p1+1,qi+1)—6f(pi,qi)|zl/(n+1)}.

On vérifie que franest s.c.s. Il est d’autre part presque immédiat
que fe€D si et seulement si Tf est bien fondé. D est donc coanalytique
comme 1image réciproque d’un coanalytique par une application
borélienne. Si1 maintenant D était analytique, il en serait de méme de
{Tf, fe D}cX et par conséquent on aurait

sup J(T.)<R
rep - T 1
par le théoréme 2. Or 11 est treés facile de construire, pour tout

a<R,, une fonction faeD telle que J(Ta)za. Le théoréme est prouvé.



30
3. DERIVATIONS ANALYTIQUES.

La notion de dérivation, déja rencontrée au chapitre précédent,
est centrale dans la théorie. Historiquement, c’est Cantor qui a le
premier introduit le concept avec la dérivation des compacts: c’est
d’ailleurs cette étude qui 1’'a amené A& inventer les ordinaux
transfinis et & jeter les bases de la théorie des ensembles. Nous
reprenons cet exemple historique aprés avoir énoncé le théoréme de
Moschovakis, un résultat trés général permettant de le retrouver en
méme temps que d’autres résultats tournant autour de la notion de
dérivation. Nous présentons aussi quelques exemples d’application du
théoréme dont nous différons la preuve jusqu’au chapitre 5.

a) Enoncé du théoréme de Moschovakis.

Soit X un espace polonais et ¢ une application de P(X) dans lui-méme.
Si W est un espace polonais auxiliaire et A un sous-ensemble de XxW,
désignons, pour tout weW, par Aw la "section"
{xeX; (x,w)eA}.

Nous dirons que 1’application ¢ est uniformément analytique si pour
tout espace polonais W et tout sous-ensemble A analytique de XxW,
1’ensemble

e(A)={(y,w)eXxW; yep(A )}
est encore analytique dans X*W (en fait,il suffit de le vérifier pour
W=¢).En particulier, une application uniformément analytique
transforme les analytiques en analytiques. Réciproquement, les
applications "naturelles" conservant les analytiques sont
uniformément analytiques.
On appellera dérivation toute application ¢ de P(X) dans lui-méme,
croissante et telle que ¢@(A)CA pour A€P(X). On verra au chapitre 5
que dans la définition d’une dérivation uniformément analytique,
1’hypothése "¢ est croissante" est redondante. Ainsi, a partir de
toute application ¢ uniformément analytique, on peut définir une
dérivation uniformément analytique ¥ par Y(A)=¢(A)NA.

Si ¢ est une dérivation sur P(X) on définit par récurrence
transfinie les itérés de ¢ par:
po(A)=A, goaﬂ(A):qo(qpa(A)) et
wB(A)= n wa(A) si B est un ordinal limite.

a<pB
On définit aussi ¢ (A)= N wa(A). Notons que c’est le plus grand
«
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sous—-ensemble de A qui est ¢-invariant.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Moschovakis.

THEOREME 5. Soit ¢ une dérivation uniformément analytique sur X:
(1) ¢, est uniformément analytique,
(2) si AcX est analytique, wm(A)=q>R (4),
1

(3) si AcX est analytique, BCX est coanalytique et si
ww(A)CB, il existe un ordinal dénombrable a tel que wa(A)CB.

Notons tout de suite un cas particulier de (3), le plus utile dans la
pratique: si A est Z} et wm(A)=z alors wa(A)=ﬂ pour un ordinal
dénombrable «.

b) Dérivation de Cantor généralisée.

Nous nous fixons le cadre suivant: X est un espace polonais muni
d’une relation d’ordre analytique (i.e. de graphe analytique)
vérifiant :

(4) I1 existe un plus petit élément pour =< noté O,

(5) toute famille non vide filtrante décroissante admet une

borne inférieure.

On se donne également une application d:X-»X appelée dérivation car
elle vérifie les propriétés suivantes:

(6) VxeX, d(x)=x,

(7) Vx,yeX, x=sy= d(x)= d(y).
Une telle dérivation sera dite analytique si elle vérifie en outre:

(8) La relation x=d(y) est analytique.
Grace a (6) et (7) on peut définir les itérées transfinies de d de la
fagon suivante:

d®(x)=x, d**1(x)=d(d%(x)) et

dB(x)=inf d*(x) si B est un ordinal limite.Enfin,
o«
d®(x)=inf d%(x).
o
Notons que d®(x)=y est parfait, c’est a dire qu’il vérifie d(y)=y, et

que c’est le plus grand parfait =x.

Cette situation abstraite a pour avantage d’unifier la dérivation
des arbres vue au chapitre précédent et la dérivation de Cantor que
1’on étudiera au c).
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Posons D = {xeX; d®(x)=0 } et € = X \D. On a alors le théoréme
suivant, dd a Dellacherie [D1] (qui ignorait 1le résultat de
Moschovakis).

THEOREME 6. Sous les hypothéses précédentes,
(8) d®(x)=a 1(x) pour tout xeX,
(10) xe€Ces Jy#0, parfait tel que y=x,
(11) C est analytique,D est coanalytique,
(12) si 1’on pose j(x)=inf{a; d%(x)=0} si d®(x)=0 et

J(x):&1 sinon, alors, si AcCD est analytique, sup j(x)<&1. En
X€A
particulier, D n’est pas borélien si sup J(x):Rl.
X€A

Une démonstration consiste a associer a4 d une dérivation d’ensembles
D et a4 appliquer a cette derniére le théoréme de Moschovakis. Soit D
1’application de P(X) dans lui-méme définie par

V Ae P(X), D(A) = {yeA; 3 xeA, y=d(x)}.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que D est uniformément
analytique. Pour tout xe€X définissons SX=(yeA; y#0 et y=x}.

- On vérifie tout d’abord par une facile récurrence que 1l’on a
Da(Sx)=Sda(x) pour tout ordinal «. La propriété (8) découle alors de
(2).

- Soit xeX; si xeC, alors d®(x) est parfait, non nul, et
d®(x)=x. Si, réciproquement, il existe y#0 parfait =x alors y=d®(x)
et d®(x)=0. Ceci prouve (10).

- Soit P 1’ensemble des éléments parfaits; alors P={xeX; x=d(x)}
qui est analytique par (7). Donc C={xeX; 3JyeP, y#0 et y=x} est
analytique comme projection d’analytique par (10), et (11) est
démontré.

Pour prouver (12) il nous faut introduire une troisiéme
dérivation. On munit tout d’abord XxX de la relation d’ordre

(xl,yl)s(xz,yz) e x, =X, et y, =<y,

et 1’on définit la dérivation & sur XxX par 8(x,y)=(x,d(y)). Enfin, A
désigne la dérivation ensembliste associée & 3 comme D a d.
Si A est un ensemble analytique contenu dans D, soit

4 = { (x,y)eXxX; x#0, y€eA et x=y}.
Alors, pour tout ordinal «,

A%(d) = {(x,t)ed; yeA, t=d*(y)}
et en particulier A®(4)=@. Par le théoréme de Moschovakis, 11 existe

A<R, tel que AA(A)=E et supj(x)sl<&1.
X€EA
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c) La dérivation de Cantor.

Soit E un espace métrique compact et X(E) 1’ensemble des
compacts de E. La topologie de Hausdorff sur XK(E) est la topologie la
moins fine qui rende ouverts les ensembles {K; KcU} ou U est ouvert
et fermés les {K; KCF} ou F est fermé.

Une base pour cette topologie est fournie par 1les intersections
finies d’ensembles du type {KcU} ou {KNUzg} ou U décrit une base
d’ouverts de E. @ est un point isolé de X(E). X(E) est un espace
compact métrisable donc polonais. A tout compact de E nous associons
son dérivé noté d(K) qui est 1’ensemble des points d’accumulation de
K. Naturellement d(K) est compact et d définit une dérivation sur
X(E) au sens de b). Montrons que d est borélienne. I1 suffit de
vérifier que pour tout ouvert U de E, {K; d(K)cU} est borélien. Soit
(x ) une partie dénombrable dense de F=E\U. Pour ne N et pe N notons
vy p_B(x ,1/p) et Fo p_E\Vn,p; alors d(K)CU®KNF est fini< 3p>0;
VneN dy,€E tel que KCF U{yn}.

Soit, pour L compact de E K; 1’ensemble des couples (x,K) de ExX(E)
tels que Kc{x}UL. On vérifie que KL est compact et, si m désigne 1la
projection de ExX(E) sur X(E), on a

{K; d(K)cU} = n(Kp ),

p>0 nQN n

qui est Fo donc borélien. Comme, par ailleurs, la relation KcCL est
fermée dans K(E)xX(E), le triplet (X(E),c,d) vérifie les hypotheses
du théoréme 6. De toute cette étude, on déduit le théoréme suivant,
da a Hurewicz [H]:

THEOREME 7. L’ensemble des compacts dénombrables de [0,1] est
coanalytique non borélien dans X([0,1]).

En effet, avec les notations du théoréme 6, 1’ensemble des compacts
dénombrables est 1’ensemble des compacts K tels que dRI(K)=ﬂ, c’est a
dire 1’ensemble D. C’est donc un coanalytique. Pour montrer qu’il
n’est pas borélien il suffit de prouver, d’aprés (11), qu’il existe
des compacts dénombrables de [0,1] d’ordre aussi grand que 1’on veut,
ce qui est un exercice laissé au lecteur.

d) Une application.

Nous nous proposons ici de développer une application inattendue
du théoréme d’Hurewicz, due a Bourgain (n’ayant pas trouvé 1la
référence, nous renvoyons a [R] pour les détails); il s’agit d’une
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nouvelle démonstration d’un théoréme de Szlenk [9].

Si X et Y sont deux espaces de Banach, nous écrirons XY pour
signifier que X est isomorphe a un sous-espace fermé de Y. Soit « une
classe d’espaces de Banach; nous dirons qu’un Banach B est universel
pour 4 si XOB pour tout X de #. Un résultat classique de Banach
affirme que C(A), 1’espace des fonctions continues sur 1’ensemble
triadique A de Cantor, est universel pour la classe des Banach
séparables. Nous dirons d’un Banach qu’il est universel s’il est
universel pour la classe des Banach séparables. Soit ¥ la classe des
Banach séparables a dual séparable.

THEOREME 8. Soit B un espace de Banach universel pour la classe ¢;
alors B est universel.

Preuve : Remarquons tout d’abord que si K est un compact dénombrable
de [0,1], alors on a C(K)ef car son dual est isomorphe a e, soit
alors S 1’ensemble des compacts de [0,1] tels que C(K) ©B. Si nous
parvenons a montrer que S est analytique le théoréme sera démontré
car, par le théoréme 7, S contiendra au moins un compact non
dénombrable K. Mais tout compact non dénombrable contient un Cantor A
et donc C(A) OB ce qui implique que B est universel.

LEMME. S est analytique dans X([0,1]).

Preuve du lemme: Vérifions que KCS si et seulement si

3 >0 ,Tef(C([0,1], B), NIT=< 1 et UTEN = SUFf|KI , feC([0,11]).
Soit tout d’abord KeS; alors il existe un opérateur U: C(K)-B avec
Ull=1 et HUfNI=S8Ifll pour tout feC(K). L’opérateur Tf=U(f|K) convient.
Supposons réciproquement 1’existence de T,8. Soit E: C(XK)-C([0,1]) un
opérateur linéaire d’extension; alors U=TeE réalise un isomorphisme
entre C(K) et un fermé de B. On munit alors «, la boule unité de
£(c([0,1]1,B), de la topologie de la convergence forte des opérateurs
(i.e. Tn—>T T Ile—TanI->0 pour toute feC([0,1])). # devient alors un
espace polonais ainsi que B=XK([0,1])x#x(0,1]. Soit QCcB défini par

Q = {(X,T,8); ITfIl = SIf|KI vfe C([0,1]) }.

C’est un fermé de B et S est la projection de Q sur X([0,1]), ce qui
termine la preuve du lemme.
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4. LE THEOREME DE LA BORNE.

Dans ce chapitre, nous continuons & développer les conséquences
du théoréme de Moschovakis. Nous prouvons deux théorémes, le théoréme
de Kunen-Martin et 1le théoréme de 1la borne. Ces deux théorémes
constituent des généralisations des résultats vus au chapitre 2 sur
la dérivation des arbres et sur 1’indice de Lusin Sierpinski
respectivement. Comme application a 1’analyse de ces résultats, nous
présentons un autre théoréme de Bourgain sur les espaces de Banach
universels et un théoréme récent de Kaufman-Kechris-Solovay sur les
fermés d’unicité des séries de Fourier.

a) Le théoréme de Kunen-Martin.

Soit X un ensemble non vide et < une relation binaire stricte
sur X c’est a dire telle que
Vx,y€X, x<y = non(y<x)
Comme exemple d’une telle situation, citons 1’ordre strict associé a
un bon ordre.
Nous dirons que la relation < est bien fondée s’il n’existe pas de
suite infinie "décroissante" pour <. L’analogie avec les arbres du
chapitre 2 est évidente. Si X est un ensemble muni d’une relation <
stricte, on peut définir 1’arbre associé comme 1’ensemble des suites
finies (xl,“.,xn) d’éléments de X telles que X,>X,...>x . Dire que <
est blen fondée revient alors a dire que 1’arbre associé 1’'est. lLa
grande différence est que 1l’arbre est ici a valeurs dans X qui n’est
pas nécessairement dénombrable.
Pour toute relation stricte bien fondée, on peut définir,par
récurrence transfinie, une fonction de rang sur X de 1la facgon
sulvante :
p(x)=0 si VyeX, non(y<x)

p(x)=sup p(y)+1 sinon.
y <X
Par définition, la longueur de la relation bien fondée < est

|<| =sup p(x)+1.
xe€X

THEOREME 8. (Kunen-Martin [Mol). Soit X un espace polonais et < une
relation stricte, bien fondée, et analytique sur X. Alors I<I<R1.

Démonstration. Nous introduisons une dérivation ¢ sur P(X) de 1la
fagon suivante:

V AeP(X), o(A) = { yeA; IxeA X<y }.
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On vérifie sans peine que ¢ est wune dérivation uniformément
analytique. D’autre part, ww(X)=B puisque < est bien fondée. Par le
théoréme de Moschovakis, il existe alors un ordinal dénombrable A tel
que ¢A(X)=z. On conclut en remarquant, par une facile récurrence
transfinie, que ¢A(X)=(xex; p(x)=A}.

Comme application du théoréme 9, nous allons démontrer un deuxiéme
théoréme de Bourgain concernant les espaces de Banach universels.
Nous désignons par (RS) la classe des Banach reflexifs et séparables.

THEOREME 10. (Bourgain, voir [R]). Soit B un espace de Banach
universel pour la classe (RS); alors B est universel.

La démonstration de ce théoréme n’est pas aussi simple que celle du
théoréme 8. La stratégie est ici la suivante: nous allons associer a
chaque espace de Banach X un ordinal h(X)sR1 de sorte que h(X)=h(Y)
si XOY (i.e. si X est isomorphe & un sous-espace fermé de Y) et que
h(X):R1 si C(A) SX (A est 1’ensemble de Cantor). Il suffira alors de
construire, pour tout ordinal a<Rl un espace (RS) Xa tel que h(Xa)za
pour achever la preuve du théoréme 10 (rappelons que B est universel
ssi C(A) ©GB).

-Construction de 1’application h.

On identifie A a {O,I}N. Pour nelN, soit An={0,1}n identifié a un
sous-espace de A. Si B est un espace de Banach (RS), 11 en est de
méme de C(A,B). Pour n =1, appelons Bn le sous-espace de C(A,B) des
fonctions qui ne dépendent que ds n premiéres coordonnées, identifié
a C(An,B). Enfin, si 0<&=<1, posons

Ba={ueC(A,B); In=1 ueB_ et VYa:A -R, Sllall_=<I} a(x)ul(x)li<lall }.
X n n ] XEA 0
n

Si ueBa, on note |u|=inf{n; ueBn}. On introduit alors sur C(A,B) la
relation >s définie par

US> Ve u,veBa, lul<|v] et ¥xed, ,, ulx)=} v(x,y).
3 Jul yen
Ivl-lul
Cette relation est F¢ donc analytique sur C(A,B).

LEMME. B est universel si et seulement si il existe & €(0,1] tel que
>s ne soit pas bien fondée.

Preuve abrégée du lemme :
Supposons tout d’abord que >4 n’est pas bien fondée. Soit (un) une
suite de 35 strictement décroissante et pn=|un|. Si feC(A,R), on



37

définit fn: Ap -R par

n
fn(xl,“.,xpn)=f(x1,.“,xpn,O,O,u.).
Enfin, b = Y f _(x)u_(x) € B.
n xea ™ n
n
Par les propriétés de (un), <$Ilfl_lllmsllbnllsllfnllou et (bn) est une suite

de Cauchy de B. Soit b=T(f) sa limite; alors SIfll<IT(f)I=lfll, ce qui
prouve que C(A) GB.

Supposons réciproquement qu’il existe T: C(A)-B linéaire tel que
SIfl<ITfI=<Ifll pour feC(A). Si n=1 et x€A on note 1,: 8>R la fonction
qui a tout y associe 1 si y commence par x et O sinon Alors 1 eC(A)
et on pose T(l ) On vérifie que (u )cB est strictement
décroissante pour >6' Le lemme est démontré.

Définissons maintenant notre "indice" h. .Soit B un espace de Banach:
Si C(A) SB nous posons h(B):Nl. Sinon, par ce que 1’on vient de voir,
la relation >6 est bien fondée pour tout 8€(0,1]. Par le théoréme de
Kunen- Martin |>6|_h (B) est un ordinal dénombrable. Il est facile de
voir que h (B) décroit avec &; nous pouvons donc définir

h(B) = suphl/n(B)<R
nx1
Pour achever 1la preuve du théoréme 10 il nous faudrait encore

construire, pour tout a(& un espace de Banach RS X tel que
h(X )=a. Malheureusement, cette construction s’avére trop longue et
technique pour trouver sa place ici. Nous renvoyons a [R] le lecteur
intéressé.

b) Le théoréme de la borne.

Soit X un espace polonais et PCX un ensemble coanalytique. Nous
appellerons H —norme sur P toute fonction ¢ définie sur P, a valeurs
dans les ordinaux dénombrables, telle qu’il existe R et Q resp.
analytique et coanalytique dans XxX tels que, pour ye€P,

(xeP et ¢(x)=p(y)) < R(x,y) < Q(x,y).
L’indice de lusin-Sierpinski défini au chapitre 2 est un exemple de
H}—norme De méme, 1’application f»j(T ) est une H}—norme sur
1’ensemble des fonctions partout dérivables (voir 2.f)), ainsi que
K-j(K) sur 1’ensemble des compacts dénombrables de [0,1] ([Hi]). Par
contre, dans la dérivation de Cantor généralisée,l’application x-j (%)
n’est en général pas une H —norme sur D si d n’est pas borélienne.
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Le théoréme de 1la borne, que nous allons maintenant démontrer,
affirme qu’une Hi-norme posséde les mémes propriétés que 1’indice de
Lusin-Sierpinski.

THEOREME 11. Soit X un espace polonais, PCX un coanalytique et ¢ une

Hi-norme sur P. Si ACP est un ensemble analytique, alors sup @(x)<R1.
X€EA
De plus,si a<R1, Ba={X; ¢(x)<a} est borélien, P= U B, et tout ACP

a<R
1
analytique est inclus dans 1’un de ces constituants.

al

Démonstration. L’ensemble analytique A étant fixé, on définit 1’ordre
strict < sur X par
Vx,yeX, x<y & x,yeA et o(x)<ep(y).

Le graphe de la relation < est (AxA)NRNQ® qui est analytique dans XxX
et cette relation est évidemment bien fondée. Soit p la fonction de
rang associée a cet ordre. Il est clair que p(x)=p(y) et x,yeA =
¢(x)=¢(y). D’autre part, par le théoréme de Kunen-Martin, p ne prend
qu’un nombre dénombrable de valeurs <&1. On conclut aussitét qu’il en
est de méme pour ¢.

L’intérét des Hi—normes est qu’elles permettent une description des
coanalytiques en réunion de constituants boréliens exactement comme
1’indice de Lusin-Sierpinski.

EXEMPLE : Les ensembles d’unicité pour les séries de Fourier.

Un ensemble ECT est appelé d’unicité . si la seule série

inx

trigonométrique ¥ ce telle que
n

lim §, cke1kx = 0 pour x€T\E
-n
est la série nulle. Nous nous intéressons ici a 1’ensemble U(T) des

fermés E d’unicité regardé comme sous-ensemble de X(T) (= 1’ensemble
des compacts de T muni de la topologie de Hausdorff). Nous renvoyons
a [GM] pour les résultats classiques sur les ensembles d’unicite.

THEOREME (Kaufman,Solovay). L’ensemble U(T) est coanalytique non
borélien dans K(T).

Plan de 1la démonstration. La stratégie consiste a fabriquer une
Hi—norme sur U(T) non bornée par un ordinal dénombrable. Pour ce
faire on utilise le résultat suivant de Pyateckii-Schapiro: soit A
1’algébre de Banach des fonctions dont la série de Fourier est

absolument convergente. A est isométrique a 21 et peut donc étre vu
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comme le dual de c_. Si ECT est fermé nous désignons par J(E) 1’idéal
de A des fonctions f s’annulant sur un voisinage de E. On a alors le
théoréme :

THEOREME. (Pyateckii-Schapiro). EeW(T) si et seulement si J(E) est
dense dans A pour la topologie 0(21, co).

Si maintenant B est un Banach séparable et X un sous-espace du dual
B* de B, on peut construire 1’adhérence préfaible de X dans B* de “la
fagon suivante: X°=X et, si Xa a été défini pour un ordinal «, Xa+1
est 1’ensemble des limites préfaibles de suites de Xa' Enfin, si B
est un ordinal 1limite, XB=aQBXa’ Un théoréme de Banach affirme
1’existence d’un ordinal dénombrable A=0(X) tel que X soit
1’adhérence préfaible de X dans B*.
Pour ECU(T) on pose alors IEIP.S.=O(J(E)) et 1’on conclut en

A

appliquant les deux résultats suivants:

THEOREME (Katznelson-Mac Gehee). Pour tout ordinal dénombrable o, il
existe ECU(T) tel que IEIP g, >a.

THEOREME (Solovay). E—aIEIP g est une Hi—norme sur U(T).

Pour tout ce qui concerne les ensembles d’unicité, on consultera le
livre récent [KL] de Kechris et Louveau.
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5. DEMONSTRATION DU THEOREME DE MOSCHOVAKIS.

Dans la premiére partie de ce chapitre nous prouvons le théoréme
de Moschovakis aprés le théoréme de point fixe de Kleene qui en
constitue 1’outil essentiel. Dans la deuxiéme partie, nous appliquons
une version fonctionnelle du théoréme de Moschovakis a un probléme de
théorie du potentiel. Nous développons cette application en dernier
car elle est d’un genre tout a fait différent des autreé.

a) Ensembles universels. Le théoréme de point fixe de Kleene.

Soit T une "classe de parties" (par exemple les ouverts ou les
analytiques). Si X est un espace polonais nous noterons TI'(X) 1les
sous—-ensembles de X ge la classe I'. Rappelons également que ¢ désigne

1’espace polonais NV . Un ensemble GcXx$ est dit universel pour I'(X)
sl Gel(Xx¥) et si
VPel'(X), 3ce¥; P=Ge={xex; (x,e)eG}.
Une classe I' est dite $-paramétrable si pour tout espace X polonais,
il existe GCXxJ universel pour I'(X).
L’exemple le plus simple d’une classe ¥-paramétrisable est la classe
2? des ouverts. Soit en effet X polonais et 1U(k), keN, une base
dénombrable d’ouverts de la topologie de X. On définit alors une
partie G de Xx¥ par G(x,e) < 3 neN xell(e(n)), et il est immédiat que
G est universel pour Zg(X). Remarquons que si HGE?(X), il existe une
infinité d’cef tels que u=ce. Par passage au complémentaire on
obtient immédiatement 1le fait que 1la classe H? des fermés est
J-paramétrisable. Montrons que 1la classe Zi des analytiques est
également paramétrisable. Pour ce faire on considére GCXxIx} un
ouvert universel pour Zg(Xxi); alors H=G® est universel pour H?(Xx?).
Définissons 1l’ensemble ¥ par: V(x,z)eXx¥, (x,z)eX < 3Jyef (x,y,z)eH.
¥ est analytique dans XxJ; soit ACX un ensemble analytique: il existe
donc BcXx¥ fermé tel que A(x)e=3ye¥ B(x,y). Comme H est universel, il
existe zef tel que B(x,y) « H(x,y,z). Mais alors:
A(x) & Jyef B(x,y)
=dyef Jzef H(x,y,z)
= H(x,z),
ce qui prouve que H est universel pour z}(x). Donc 2: est
$-paramétrisable; en fait un résultat un peu plus fort est vrai, que
nous aurons a utiliser.
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LEMME DE BON PARAMETRAGE. A tout espace polonais X on peut associer
un ensemble GXCXX.? universel pour ):i(x) tel que si Y est un autre
espace polonais, on ait :

GXXY(x,y,e) = GY(y,S(x,s))

ol S: Xx3-»F est borélienne.

Preuve abrégée: Soit m une bijection bi-borélienne de Xx$ sur §.
D’autre part, si €€ nous posons g =(e(2n), n=1) et £, —(e(2n+1)
n=0). Soit enfin Vy Cc(Xx$)xF un ensemble universel pour 2‘. (Xx%). On
vérifie alors que

Gx(x,e) = VX(x,n(x,co),el)
est un universel répondant a la question.

THEOREME (Kleene). Soit X un espace polonais et HCXx$ un ensemble
analytique. I1 existe alors o€} tel que les coupes Ha et Gz
coincident.

Démonstration. Par le lemme de bon paramétrage,

3 (x,a,e) e GX(x,S(a,e))
ol S:¥xF-»F est borélienne. Soit alors PcXx$ défini par

P(x,a) & H(x,S(eo,a)).

C’est un ensemble analytique et donc

3e_€¥ P(x,ax) & GXxB(x «,€)

o cX(x, S(oc e.)).

Autrement dit, V(x,a)eXx¥, H(x,S(«,a)) = cX (x S(oce J). Si 1’on fixe
alors a= =g et e*= S(eo,eo) on a VYxeX H(x, e*)¢=rG (x, e*‘) c’est fini.

Comme premiére application du théoréme de Kleene démontrons 1le
résultat annoncé au chapitre 3. Rappelons de quoi il s’agit; X est un
espace polonais et ¢: P(X)->P(X) est uniformément analytique:

PROPOSITION. Si ACBCX sont analytiques, nécessairement ¢(A)Ce(B).

Démonstration: Fixons xe€p(A). Il faut montrer que xe€p(B). Soient G un
"bon" universel pour les analytiques de X et Cc% 1’ensemble défini
par P(y,B) <> y€A ou (BeC et yeB). Par le théoréme de Kleene, il
existe €€f tel que Pe=G€. Montrons que € est nécessairement élément
de C. Si ce n’était pas le cas, on aurait P(y,e) & ye€A ou encore
P =G, =A, ce qui impliquerait xeqp(Ge) et €eC. Cette contradiction
implique que £€€C et que P€=G€=B > xeqa(Ge)mp(B).
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b) Démonstration du théoréme de Moschovakis.

Soit AcX un ensemble analytique et Q:GX un bon universel pour
Z(X). On définit HCXx$ par
H(x,a) < xep(AN{y; ¥(y,a)zy(x,a)})
ol Y est un indice de Lusin-Sierpinski associé¢ a Q° (on 1le prolonge
sur Q par &1). Montrons que H est un ensemble analytique: par les
propriétés de ¥, pour tout (x,a)eXx¥, 1’ensemble
oAy 5 ¥y, a) =y(x,a)}
est analytique, et on a Ax,a=£(x,a) ou d4c XxXx¥, défini par
4(x,y,B) < x€A, g,
est analytique. Posons
() ={(x,y,B)ed; xe¢(A )}
Finalement, si m désigne la projection de XxXx? sur Xx¥ (les deux
derniéres coordonnées), on a
H=TI( o (4) NAxF)
ou A désigne ici la diagonale de XxX; c’est donc bien un ensemble
analytique.
Par le théoréme de Kleene, il existe ae¥ tel que Ha=Qa‘

LEMME. (1) HaCA et H“C¢(Ha),
(i1) Si A est un ordinal dénombrable,
vA(A)cQﬁﬂy; Y(ly,a)=A}.

Preuve du lemme: tout d’abord, xeH = era et donc w(x,a)zkl, ce qui
signifie que {y; W(y,a)ZW(x,a))=H“. Par conséquent, xe¢(AﬂHa)=¢(Ha)
car il est évident que HaCA, et (1) est démontré.
Pour démontrer (ii), nous procédons par récurrence sur A. C’est
clairement vrali pour A=0; supposons la propriété vraie pour mNn<A et
fausse pour A. Il existe alors xewA(A) tel que Y(x,x)=m<A. Dans ces
conditions x ne peut appartenir a QazHa' Or, par les propriétés de ¢,
on a xew(Aﬂwn(A)) et, par 1’hypothése de récurrence,

wn(A)cQg > xew(AﬂQ%):Ha
et nous avons obtenu la contradiction cherchée.

Nous pouvons maintenant conclure. Par (i), Hacwm(A); par (i1),

Pe (M) N @(A)c n Q% = H, et donc H_=¢ (A)=¢, (A) ce qui prouve
Ry E<R, £ E<R, 3 « x o Ry
(2). Pour prouver (1) on remarque simplement que $,=¢, €t on applique

le résultat précédent a ¢. Enfin, pour montrer (3), considérons un
ensemble coanalytique B tel que ww(A)=HaCB. Alors X\B est analytique
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inclus dans Q;; par le théoréme de 1la borne pour 1’indice de
Lusin-Sierpinski, 11 exlste un ordinal dénombrable A tel que Y(x,a)=<A
si xeX\B et ¢A(A)CQ CB par (ii).

c) Application a la théorie du potentiel.

Donnons tout d’abord une version fonctionnelle du théoréme de
Moschovakis.
Soit X un espace polonais. Une application f: X—)IR+ sera dite analy-
tique (resp. coanalytique) si pour tout t=0, 1’ensemble {xe€X; f(x)>t}
est analytique (resp. coanalytique). De maniére équivalente, f est
(co-)analytique si et seulement si son sous-graphe

Q = { (x,t)eXxR+; f(x)>t}

est (co-)analytique. On appelle dérivation uniformément analytique

sur thoute application D: Rfakf telle que
-f=<g = Df <Dg,
-Df <f,

-V F: Xx¢ » R, analytique, 1’application
(x,0)->D(F(.,0))(x) est analytique.
Si D est une dérivation uniformément analytique on définit 1les

itérées transfinies de D par D°r=f, D**1r=D(D%) et DBf=inf D% si B
a<B
est un ordinal limite. On a alors 1’analogue suivant du théoréme de

Moschovakis :

THEOREME S BIS. Soit D une dérivation uniformément analytique sur RX
Si feRX on aefinit D= inf D%F. Alors,

(1) D® est unlformément analytique,

(2) si feRf est analytique, D f=DR1f,

(3) si f est analytique, g est coanalytique et Dwfsg, il existe
un ordinal dénombrable A tel que lesg.

La démonstration du théoréme 5 bis consiste a appliquer le théoréme
de Moschovakis a la dérivation suivante :
Si1 A est un sous-ensemble de XxR+, on lul associe fA définie par
fA(X) = sup {teR ; (x,t)eA}, en convenant que sup @2=0. On vérifie
sans peine que fA est analytique si et seulement si A 1’est. On
définit alors une dérivation ¢ sur XxR+ par

V ACXxR_, @(A) = Df(A)ﬂA.
Les détails, sans surprise, sont laissés au lecteur.
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Venons en a présent a 1’application a la théorie du potentiel. Soit X
un espace polonais et M 1’'ensemble des mesures positives de masse =1
sur X. Muni de 1la topologie de 1la convergence étroite, M est un
espace polonais. Soit Xy, une application borélienne de X dans M. On
définit un noyau N par
¥V f = 0 borélienne sur X, Nf(x) = [ fdp,

et 1’on étend cette définition & toutes les fonctions =0 par le biais
de 1’intégrale supérieure. Une fonction f: X4§+ sera dite excessive
si Nf=<f, invariante si Nf=f, et pure si elle est excessive et si la
seule fonction invariante =f est 1la fonction nulle. Enfin, le

potentiel associé au noyau N est 1l’opérateur G = } NK,
k=0
La proposition suivante n’est autre que la version abstraite de 1la

décomposition de Riesz:

PROPOSITION. Soit f une fonction =0 borélienne excessive et partout
finie. Il existe alors un unique couple (¢,1) de fonctions
boréliennes avec 1 invariante et

f =Gp + 1.

Preuve: La suilte Nkf décroit vers une fonction 1i=0, borélienne.
Puisque f est partout finie, on peut appliquer 1le théoréme de
Beppo-Levi qui implique que i est invariante. Posons alors ¢=f-Nf.
Pour tout k=21,
@ +...+ NKp = £- N<*1p,

La décomposition de Riesz en découle en faisant tendre k vers
1’infini. En ce qui concerne 1’'unicité, on observe que NwG¢ = 0 et
donc que 1 = N®f si f = Gy + 1.

L’'hypothése f finie joue un réle fondamental dans cette proposition.
L’objet du théoréme qui suit est la décomposition de Riesz sans cette
hypothése.

THEOREME 13 [D2]. Soit f: X4ﬁ+ une fonction borélienne excessive.
Alors la plus grande fonction 1 invariante majorée par f est
analytique et il existe une fonction ¢ borélienne = 0 telle que

f =Gy + 1.

Démonstration. Soit D la dérivation Df=NfAf. On vérifie queRD est

uniformément analytique. Par le théoréme 5 bis, N®f = D*r = D1if =i
est analytique. Soit ¢ la fonction qui vaut £-Nf sur F={Nf <+o} et +o

sur {Nf=+w0}. Sur F on a encore f=¢+...+Nk¢+Nk+1f. On remarque ensuite
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que ux(F°)=0 si x€F. Sur F on peut donc raisonner comme dans la

proposition précédente et i(x)=1im Nkf(x) si xeF, ce qui prouve que
ko
f= Go+i sur F et donc partout puisque f=¢=+w sur F°.

Remarques : 1) Dans cet énoncé, on perd 1l’unicité et aussi le carac-
tére borélien de 1i.

2) S1 f est pure, le théoréme de Moschovakis implique qu’il existe un
ordinal « dénombrable tel que N*f=0.

3) Pour d’'autres applications a la théorie du potentiel, on
consultera Feyel [F].
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