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Séminaire de Probabilités XXII

SUR LES INTEGRALES MULTIPLES DE STRATONOVITCH
par Y.Z. Hu et P.A. Meyer

Ce travall est le développement d!'idées introduites dans les arti-
cles de Meyer-Yan sur les distributions de Hida ( Sém. Prob. XXI ) et
de Hu-Meyer sur l'intégrale de Feymman ( ce volume ). T.'exposé qui suit
présente plutdt des conjectures que des probldmes résolus.

I. INTRODUCTION

l. Soit Q 1l'espace canonique du mouvement brownien réel (Bt) issu de

0 .8i f estune fonctlon définie sur le simplexe Py {s <eso<S }
de B+, appartenant L (P ), nous considérons l'intégrale multlple ar
Ito ( intégrale itérée ) .
(@D) £1<‘..<ann(sl,...,sn)dBSn...stl =J (£) = =I.(f)
Dans la derniére expression, la fonction f a été prolongée par symé-
trie & Rf , sans changer de notation, et In(fn) est une intégrale éten-
due & R& . S5i la fonction fn est suffisamment régulidre ( nous revien-
drons sur ce point ) on peut aussi définir une intégrale multiple de
Stratonovitch ( le ° est la marque de Stratonovitch dans cet exposé )

o [}

2) f1<...<s £,(81,+04,8,)3°B o+ 0By = Fo(2) = & (£)
La relation entre les intégrales (1) et (2) peut &tre décrite de la ma-
niédre suivante : définissons la trace d'une fonction symétrique de n
-variables comme la fonction symétrique de n-2 variables

(3) Trfn(sl”"’sn—2) = /fn(sl,...,sn_z,s,s)ds

( Trfn =0 si n=0 oul ). Si 1'on travaille sur les simplexes crois-

sants, on a une forme plus compliquée : pour S1<Spe+ <S8y 5

s 3
4) Trfn(sl"'°’sn-2) = é fn(s,s,sl...,sn_e)ds +/ fn(sl,s,s,se,..)ds
Sy

00
+ oeee + f fn(sl’°°"sn—2’s’s)ds .
s
n
Alors on a la formule
o
(5 Iolfn) = Zpayo Tk' 112k(Trf)

que nous justifierons ci-dessous ( remarque a)). Sur les intégrales
In , on a une formule plus compliquée, mais peub 8tre plus intuitive s
1'intégrale d'Ito (1) ne comporte pas de contribution des diagonales
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de E . Appelons k~diagonale un ensemble de la forme sll— J.l...sik=sa-k
ol tous les indices 11’31""’1k’3k sont dlstlncts. Le

nombre des k-diagonales distinctes est n!/(n- 2k)'2 k!. D'autre part,

si 1'on calcule 1la contrlbutlon d'une k-diagonale par la régle usuelle
dB2—dS, on obtient I _ 2k(Tr £ ), et la formule (3) signifie que 1'inté-
g;gle de Stratonovitch I (f )—n!J (f ) s'obtient en ajoutant a In(fn)
toutes les contributions dlagonales. Dans le cas brownien, on a dBk—O
pour k>2, de sorte que les coincidences sl_sa-sk d'ordre k>2 n! ont pas

4 étre comptées. Si l'on avait 3 définir des intégrales de Stratonovitch

multiples pour le processus de Poisson, par exemple, il ne faudrait pas

les oublier.

La formule (4) peut prendre une forme beaucoup plus agréable si 1'on
note £ wune suite (f ) de fonctions ( f €L2(P ) pour n>0 , foER ) et
que l'on pose J(f) = . J(f ) ( J(fo)—f ). Alors 1'operateur Tr peut
étre considéré comme transformant f en une nouvelle suite, et la for-
mule (4) stécrit 1

>tr
(®) J(f) = Iy EE__ J(Tr £) = J(e p))
Mais alors la manidre dont on calcule 1'intégrale d'Ito & partir de
1'intégrale de Stratonovitch est formellement évidente

o k o
7 3 = JeHE ey o5 Sty

REMARQUES. a) Nous allons justifier partiellement la formule (5) ( nous
donnerons plus loin une justification plus détaillée, ainsi que des com-
mentaires sur la définition des traces qui y figurent ). Soit
dtabord (Mt) une semimartingale continue, nulle en 0, de crochet (At).
I1 est bien connu que

2
(8 ! ug ...aM = aR/2 g M /VED) ( pol. d'Hermite
0<s;<...<s <t “n Sy t n Ut VR p )
tandis que /
° _ 1.n
(9 0<s1<...<s <t d Msn"’doMsl_ iy

Prenons maintenant M ~/ a(s)dB et t=0 ( A =<a,a>, M00 est noté a
dans les articles precedents ). L'intégrale (8) vaut J (a ), et

Tr (agn) = <a, a>Kq &= 2k. Ainsi la formule (7) s'écrit
n/2 -1 k 1 ~k
<a,a> H (a/,\/<a a>) = Ek<n/2 %Kl-{% <a,a> m a

qui est l'expression classique des polyndmes d'Hermite. On aurait un
calcul plus simple en utilisant les vecteurs exponentiels, i.e. la sui-
te f=(a )n>O » ce qui revient a travailler sur la fonction génératrice
des polyndme§ d'Hermite.
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b) Cette remarque est un peu une digression, qui conduit & une justi-

fication plus précise de la formule (5). Nous utilisons la notation
de Guichardet-Maassen pour les développements en chaos de Wiener, gqui
a &té expliquée ailleurs ( Sém. XXI p. 34, et d'autres exposés de ce
volume-ci ).

Considérons un processus adapté (ft)' Chaque V.a. fJG admet un dé-
veloppement en chaos de Wiener, que nous écrirons
£, = é%(A:t)dBA
L'adaptation signifie que f£(A,t)=0 pour A¢[0,t[ . Tragons le graphe
de ?(A,.), et supposons le ( suivant les idées de Lindsay-Maassen )
de la forme
2(4,%) = £,(4) +V£tf'(A,s)ds , t>VA ( le sup de A )

f+£’“\.¢f~/"“"_-,

VA
Alors Lindsay et Maassen ont montré que, sous des conditions d'intégra-

F(a,t)

bilité que nous ne préciserons pas, (ft> est une quasimartingale dont
la partie a4 variation finie et la partie martingale sont

t - a
v, = / flds (fé:/f'(A,s)dBA) 3 My = E[f+]?t] ( f+=éf+(A)dBA)

Pour définir 1'1ntegra1e de Stratonov1tch ff d°B il nous faut con-

naitre le terme correcteur E[f B], qui est ( au facteur 1/2 prés ) le

processus intervenant dans la représentation Mt_E[M 1+/ mg dBg . Ce pro-
0]

cessus est donné par
m = é mt(A)dBA , mt(A)

§+(A+t) ( t>VA )
=0 (té\’A)

( nous avons écrit A+t au lieu de AU{t} ). Nous désignons ce processus

(my) par Cf+); ainsion a %+(A) = 1imuut f(a+t,u) pour t>VA ( O sinon)

et l'1ntegra1e de Stratonovitch vaut

/ f d° g = jt f dB + Z j f ds
Rien n empeche malntenant de prendre cette formule comme définition,
sous la seule réserve de l'existence des limites f (4) ( et des v.a.
correspondantes ), mais sans exiger 1l'existence des dérivées f'(A s).
Faisons quelques calculs suivant ces régles.
1 / g(s)d°Bg = ! g(S)dB

2) Calculons 1'1ntegra1e de Stratonovitch itérée [ g(sl,sg)d B fFBS2

<
Dans ce cas nous prenons fg =f g(sl,s)d By » etsh S‘%prés 1) ci dessus
on peut remplacer d° par 4 . °0 Alors f(A s)_g(sl,s) si A= {sl} avec
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s1<s, et 0 sinon , de sorte que %+(A,s)=limulls g(s,u) si A=, et O
sinon. Il reste pour l'intégrale de Stratonovitch ( en désignant par
g(s,s) la limite précédente ) .
s£<s2<$g(sl’SE)dOledDBSZ :.{....stlst2 + %é g(s,s)ds .
Le calcul d'une intégrale itérée triple est instructif, et montre com-
ment apparaissent les divers éléments de trace. Il apparalt clairement
que c'est la définition de la trace par continuité, et non la définition
hilbertienne de la trace, ( cf. Hu-Meyer [5] ) qui est naturelle dans
ce probléme.
c) Nous sommes certains que les intégrales multiples de Stratonovitch
font partie du folklore, mais nous manquons de références précises,
34 lvexception de Benarous [2] qui étudie systématiquement des i.s. de
Stratonovitch e e
d°x_2...d°x T
sl<...<sn<t Sn 51
oll £y prend les valeurs O,...,n : dX%:dt, tandis que les X% (i>0)
sont des mouvements browniens indépendants.

2. Soit ¢ un paramétre positif. Nous désignons par £, l'espace ca-
nonique pour le mouvement brownien Bg de méme loi que c'Bt, et
toutes les notations relatives i ce mouvement brownien seront affectées
d'un o, par exemple Ic(ﬁ), 30(2)... Ainsi, les formules (6), (7) pren-
nent la forme suivante lgrsqu'on introduit le paiamétre o

2 2
(10) 5%g) = 72 Trp , %) = 5% 2 Trz) .

Dans l'article Hu-Meyer [5], nous avons introduit une sorte de "pro-
longement analytique"™ des Vea. sur {1 en v.a. sur {15 , que nous avions
notées fr> £°%. Nous préférons ici le noter Mof , le M rappelant que
Mof est en quelque sorte "la méme v.a." que f . Ce prolongement obéit
aux régles suivantes : M 1l=1 j MoBt=B§ ( plus généralement, Mc(/asdBS)
= fasng si a(.) est une fonction déterministe ) 3 enfin, la corres-
pondance est multiplicative, pour le produit ordinaire des v.a. sur Q

et Q. Dans l'article [5], nougzavons calculé M :
T
(11) M (3(£)) = T%e £) .

En rapprochant cette formule de (9), on obtient la formule intéressante

o o
(12) M I(£)) = JTUL)
qui illustre bien la simplicité du calcul de Stratonovitch.
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3. Nous pouvons maintenant présenter le but de ce travail, qui ne sera

atteint que trés partiellement.

A) Soient U et Uc deux v.a. sur (1 et 00 respectivement, telles que
U, = M (U). A quelles conditions sur la fonction a peut on montrer
que aolU, =M (aoU) ?

B) Soient (fy ) et (f %) deux processus adaptés définis sur (O et Cig
respectlvement, et tels que ft = M (f,) pour tout t . A quelles
conditions peut on montrer que

/f§d°Bg = My( /£ a°B ) ?

C) Considérons les solutions de deux équations différentielles de

Stratonovitch, admettant les mémes coefficients

t v
t ° t o_ O\ 10 o
Xt=x+é a(Xg)d Bs+(/) b(X)ds Xt_x+é a(X )dB_ + é b(X,)ds
sur Q et Qo respectivement. Peut on affirmer que Xg = Mo(Xt) ?

Ces trois propriétés sont intuitivement évidentes : par exemple,
la définition de Mo a été congue pour exprimer A) lorsque la fonction
a est un polyndme, et U un vecteur exponentiel. La propriété B) a été
vérifiée plus haut dans des cas simples. Quant 4 la propriété C), elle
est formellement évidente & partir de A) et B) si 1l'on résout 1'é.d.s.
par la méthode d'itération. Ce qui manque dans les trois cas, c'est une
bonne topologie permettant de passer d la limite, & la fois sur les
traces et sur les intégrales de Stratonovitch.

La suite de l'exposé présente 1l'état du probléme au moment ol le
volume XXIT est rassemblé ( Novembre 87 ), en espérant que ces sujets
intéresseront d'autres mathématiciens.

IT. QUELQUES RESULTATS PARTIELS

1. Une norme permettant le contrSle de l'intégrale de Stratonovitch.

I1 va 8tre essentiel ici de se placer sur un intervalle borné [0,a]
au lieu de R entier. On désigne par # cet intervalle, par P l'ensem-
ble des n—uples §q<e..<s <a , par P l'ensemble des n-uples sl<...<s <a.
Soit £= (f ) une suite de fonctions borellennes, la notation £, dési-
gnant & la fois une fonction symétrique sur #°, et sa restrlctlon 3

5n ou P .« Nous écrivons comme en (1)

J(£) = Z, Jn(fn) z —TIn(f )
et de méme comme en (5) pour l'intégrale de Stratonovitch. La seule dif-
férence est le fait que tout est nul hors de [0,a].

Nous avons d'aprés (5) a1
J() =2, 3,05 @ Kyl op fn+2k) )
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et par conséquent2 5
(1) ué‘cz)u2 = I fuy(8)1
B, est une certaine mesure positive sur la somme des M ( ou des 5h :

cela revient au méme )

Ky y-Ln Kk
hp(E) = [y (DTt o

n
2
Cette mesure est bornée : Trkl=ak, donc pn(1)=ea/2/ 1= ea/ an/nl .
L'inégalité de Schwarz nous donne Pn
2 2
@) IB@IE < e uE®  orp =z, u

La mesure p est bornée, de masse e . Silh appartient & Le(i) et fn=h®n
k _ n
ek = <q,b> fn , pn(f) = exp(§<h,h>)(jh(t)dt) /n! , et

p(f) = exp(/h(tzdt + %<h,h>) :21a majoratign précédente ne permet
d'établir que J(f) est dans I que si p(£ )<, ce qui exige que 1'on
remplace h par h2, et donc que E appartienne & L' : notre majoration
est donc assez grossiére, car J(f) = exp(/h(s)st) appartient 3 L2
pour heLa.

Quoi qu'il en soit, considérons d'abord une suite ﬁ:(fn) de fonc-
tions boréliennes ( sur les ﬁn y Ou symétriques sur les J& ), telle
que l'on ait h un(lfn|)2<<n . Ceci est une condition minimale pour
l'application de la formule (5) ; on remarquera qu'il s'agit de fonc-
tions et non de classes, et que les valeurs de ces fonctions sur Bn
ne sont pas déterminées par leurs valeurs sur P, 3 autrement dit, elles
ne sont pas déterminées par les v.a. qui leurs correspondent sur 1'es-
pace de Wiener. Notre premidre remarque sera que si l'on désigne par
ik la_fonction tronquée de £ 3 k ( ik = (fk) ), J(ik) converge dans Lz(h)
vers J(f). Mais aprds troncation on a p(£,2)<oo . Cela permet de limiter
les raisonnements sur 1'intégrale de Stratonovitch aux fonctions véri-
fiant une estimation du type (2).

Considérons ensuite les fonctions £ du type fn=h®n » avec |h|<l ¢

on a Trkf

elles sont uniformément bornées, et forment un ensemble stable par mul-
tiplication, qui contient la constante 1 ( correspondant & h=0 ! ), qui
engendre toute la tribu symétrique sur la somme des #%. L'ensemble des
combinaisons linéaires de ces fonctions est donc dense dans Le(p), par
le théorédme des classes monotones. Mais alors, on voit qu'en passant §
la limite & partir des vecteurs exponentiels, on obtient des fonctions
de Legu) dont les valeurs sur les diagonales sont entidrement arbitrai-
res ( ne sont déterminées en aucune manidre par les valeurs sur les Pn).
Le probléme de la définition des traces ( par passage 3 la limite, ou
bar un procédé hilbertien ) est donc mal posé : si les fn sont peu ré-
gulidres, leurs valeurs diagonales doivent étre données, non calculées.
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2. Une expression des traces. Pour calculer les traces de f= (f ), il
n'est pas nécessaire de connaitre f (sl,...,s ) sur &% ou Pn entier,

autrement dit sur les n-uples & coincidences multiples

(s =80+ e=8; )<(s Zeee=8. )<eoo<(s. . =..=S_)
2 11+1 11+..+1m_1+1 n

La mesure p est portee par l'ensemble des n-uples admettant au plus
des coincidences simples, que nous noterons
(87<e+e<S: +0e<S:+ee<S_)
1 i 1 n

ol les k indices soulignés comptent double ( i.e. doivent &tre rempla-

cés par si1 l +1 S k=sik+1). Comment calcule t on Trkfn+2k =8,
peur une fonction donnée de cette maniére ? Voici la régle qui donne
le résultat.

Remarquons d'abord que pour calculer une intégrale de Stratonovitch
rous n'avons besoin de connaltre que gp(gl,...,sn) sur P, autrement
dit aucun indice n'est souligné. Nous plagons alors

entre O et s; P; indices t1<...<t§ ( p1>0 )
entre s; et s, p, indices t%<...<tP2

entre s, et +o ( ou plutdt a si 1l'on travaille sur [O,a] )

s d s +1 n+1l
p,,; indices tn <o e o<ty
n+1l

ol pl+...+p =k . On somme sur tous les choix possibles des Py les

n+l
intégrales

/
O<t <...<t

ooo

1 .1 2 2 n+l
1 n+2k(El"'Epl’Sl’El""EP§S2"'SH"'Epn+l)
I att...att ...atPt!

1 b D
<t?+}..<tn+l 1 n+l
P+l

P k .
Ta somme de toutes ces intégrales est alors, non pas Tr fn+2k , mais

k
Tr fn+2k ]
j indices soulignés : il y a seulement n+l-j entiers p; au lieu de n+l )

(3)

/k! . Ce mode de calcul ( qui s'applique aussi aux n-uples &

s'établit par une fastidieuse récurrence sur k .

3. Application aux e.d.s. Rappelons les notations de l'article [3-
Considérons l'e.d.s. ( au sens de Stratonovitch ici, mais les résul-
tatis de [9] s'appliquent sans changement ).

o
) X, =x+ é a(X)a B  + é b(X)ds
Développons h(Xt) en intégrales d4'Ito
5) h(Xt) =z, é Fn,t(sl""’sn s X,h)dBSl...dBSn

n
On a tout d'abord

(6) Fn,t<';x’h) = [ Fn’t<°;x7y)h(Y)dy
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Ensuite, si l'on désigne par uJv la composition /u(.,z)v(z,.)dz de

deux fonctions u(x,y), v(x,y), on a

7) Fn,t(sl""’sn;"') = pslﬂapéa_slﬂ...ﬂap%_sn

ol pt(x,y) est la solution élémentaire de l'équation parabolique asso-

ciée 4 (4), et pt(x,y) est sa dérivée en x ( enfin apt(x,y) a(x)pt(x,y))
Si l'on remplace Bt par Bt , la solution elemgntalre devient pt(x,y)

et les coefficients du développement en chaos Fn,t . La formule que

nous cherchons & établir s'écr%t .
o _ o0 (o7-1) k
(&) Fo,t = k=0 ¥k~ TT Fheon,t

Cette série convergeant, on l'espére, dans L2(Pn) - au moins aprés mul-
tiplication par h(y) et intégration en y. En particulier, pour n=0

2 \k
o (o°-1) k
(9 Py(x,¥) = Iy Sgmpr— T Fop g

qui est une propriété d'analyticité de la solution de l'équation de
Stratonovitch par rapport au paramétre o, et en méme temps identifie
125 traces Tr F2k,t comme les dérivées k-iémes de p: par rapport &
o=, pour o=l.

Ce que nous allons montrer, en nous appuyant sur le calcul de traces
précédent, c'est que la formule générale (8) se ramdne & la formule (9),
et 34 la formule analogue que l'on obtient en dérivant en x ( et dont
la validité n'est pas une conséquence triviale de (9) ! ). Pour voir
cela, on remarque que

[} _w° '
Fn,t(Sl"°"sn) = Fn—l,sn(sl"“’sn-l)ﬂapt—sn
On raisonne par récurrence sur n, et on est ramené a vérifier que pour

tout 4 1
1, Ir Fn+21(s1,...,s ) =

K1
[ aTr F2k t-s,,

Compte tenu de l'expression donnee au paragraphe précédent pour Tr /k

L
3+k P FIEITT Fn-l+2,j,sn(sl”"’sn—l>

on s'apergoit que cela revient a4 développer Tr F +24,% /4!  suivant

la valeur du dernier entier Ppy1 0 dans la formule ( 3) .

En reprenant les majorations des coefficients F ,k que nous avons
données dans [5], nous pensons avoir démontré que la série au second mem-
bre de (9) est effectivement convergente au voisinage de 0=1 - mais
cela ne prouve pas que sa somme est égale au premier membre, et pour
cette raison nous nous sommes abstenus de recopier les calculs, qui
sont lourds ( et n'ont pas été complétement vérifiés ).
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Nous allons maintenant rapprocher la formule (9) d'une formule de
théorie de perturbations. Considérons deux semi-groupes (Pt) et (Qt)
qui s'écrivent formellement

I% - etH Qt - et(H+K)

Alors on a formellement

(10) =P + 3 /. P_ KP K...KP ds,e..ds
Qt t ngl sl<;"<sn5t S 8Sp=8q t-sn 1 n

Pour appliquer cette formule, nous posons
o)
UF(x) = a(O3E , VEGX) = b

( il paraltrait naturel de noter ces opérateurs A et B, mais A désigne
dans [$] l'adjoint de U ). Le générateur infinitésimal du semi-groupe
as3socié & l'e.d.s. de Stratonovitch est

L, 3?U2+v
Posant donc H:éU2+V , K= EFEL 2, H+K=L

un développement formel

g _ g02 2 2 2
(1) Py = B + zn2 o /1<-'-<S <tPslU eesU Pt_sndsl..dsn
n

o » la formule (10) nous donne

Nous allons vérifier que ce développement est précisément celui qu'in-
dique la formule (9). Pour cela, il faut calculer Trszk,t/k! par la
formule (3) de ce paragraphe, ce qui nous améne au calcul de 1la
fonction & coincidences multiples 2k t(t geeey k) Celui-ci est fait
dans [S] § III, (11) ( il y a une petlte différence : ici la premildre
variable est elle sussi double ) :

For,5(Ereraly) = Apg ladnf g [---lapf oy lepfg
Si h(x,y) est une fonction de deux variables, Ah(x,y):—Dy(h(X,y)g(y)).
Une chaine d'intégrations par parties permet de faire apparaitre l'opé--
rateur U

Fo,tEo e k) = Py, Iv® Pt -t - -1u%p, . ﬂU Pyt

et on reconnait alors la formule (ll) ci=- dessus.

k

4, Rapport avec certains calculs sur les équations différentielles.

I1 est bien connu ( nos sources & cet égard sont Fliess [3], Fliess
et Norman-Cyrot [i], et Benarous [2] ) que le cas limite de 1l'équation
différentielle stochasthue

X: =x + / a(X )acB] + / b(X “ds

pour ¢i0 est une equatlon dlfferentlelle ordinaire dépendant d'un para-
mdtre de contrdle w(t) appartenant & l'espace de Cameron-Martin ( i.e.

W(t) existe au sens LT )
§,(W) = x + / a(§ W(s)ds + f b(&,)ds
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Dans ces conditions, Fliess ([2], prop. III.4 p.26 ) donne un dévelop-
pement explicite de la solution sous la forme d'une série de Volterra
convergeant pour t petit, du moins lorsque les coefficients de 1'équa-
tion sont analytiques et les contrdles ﬁ(t) continus par morceaux.
Nous allons recopier cette formule : Rt y désigne le semi-groupe e

( c'est & dire Pg pour 0=0, correspondant & une diffusion déterministe)

(12)  n(g,) = Re(n) + 2

tv

1/ Gn,t(sl,...,sn;h)ﬁ(sl)...%(sn)

n>
=7 85.,<e.e<s_ <G
1 n dsl....dsn

Gy 4(Syyeevs8pih) = By UR, o Ue.URy o b

1 S27%1 Sn

Si la conjecture que nous présentons ici est vraie ( et les résultats
de Benarous la rendent extrémement vraisemblable pour les é.d.s. &
coefficients analytiques ), nous avons pour toute valeur de ©
él<..<th’t(sl,..,sn;h)dPBsn...d°le

et en passant aux intégrales d'Ito par la formule (6) du BI

h(xfc’) = Ry(h) + 5,

ag

27k!
C'est une formule curieuse. Néanmoins, dans ce travail, nous avons fait
beaucoup d'algébre, et donné bien peu de Jjustifications analytiques !

o) k
Fn’t(.,h) = ZI]ZO < Tr Gn+2k,t("h> .
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