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Séminaire de Probabilités XXII

CHAOS DE WIENER ET INTEGRALE DE FEYNMAN

par Y.Z. Hu et P.A. Meyer

Ce travail est la suite de l'article de Meyer et Yan [14], paru dans
le volume précédent de ce séminaire, et consacré 3 la théorie des dis-
tributions sur l'espace de Wiener, au sens de Hida. Mais notre but ici
est assez différent : nous exposons dans le langage des chaos de Wiener
divers résultats classiques sur l'intégrale de Feynman, et d'autre part
nous essayons de clarifier divers points d'analyse de Wiener liés i la
définition de cette intégrale. Pour la commodité du lecteur, nous avons
rappelé les définitions de [14] qui nous sont indispensables. Nous nous
sommes limités & la dimension 1 pour alléger les notations.

I. INTRODUCTION

1. Soit C l'espace de toutes les applications continues de R+ dans R,
nulles & 1l'instant O ; on désigne par Bt 1'application coordonnée
d'indice t, et par P la mesure de Wiener sur C ( sous laguelle les pro-
cessus Bt et B%—t sont des martingales nulles en O ). Cette mesure est
portée par une toute petite partie de € : suivant 1'idée de McKean, il
est bon de se la représenter intuitivement comme une << répartition uni-
forme >> sur la << sphédre Q de dimension infinie >> définie par les rela-
tions quadratiques ( t>0 dyadique )
B,B = = 11 - 2
[B, lg =t od [B,B]y lim) Zy _on (B(k+1)2-nt Bk2_nt) .
On désigne par Poa la mesure image de P par la dilatation de rap-
port 0 : elle est portée par ume << sphédre >> Q, disjointe de (.
Soit f wune fonctionnelle de Wiener ( réelle ou complexe ) apparte-
nant & LZ(P) $ nous écrirons son développement suivant les chaos de Wiener

- 1 1
(1) f=zx mn{zn fn(sl,..,sn)dBSi..d.BSn = 5, 5L (£)
+

ol fn est une fonction symétrique appartenant 3 Lz(mf). Un exemple fonda-
mental de telles fonctionnelles est constitué par les vecteurs exponen-
tiels &(§) associés aux éléments ( réels ou complexes ) § de l'espace de
Hilbert H=L2(m+). On en connalt d'une part l'expression explicite, et
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dtautre part le développement suivant les chaos de Wiener

@ e(8) = exp(% - 5(5l8)) = £, 21 (%) .

n n!
Ici et danu la suite, § désigne l'intégrale stochasthue I,(8)= /§ dB
(et § est la fonction §(sl)...§(s ) sur E ).

2. Nous allons nous occuper du probléme suivant : soit f une fonction-
nelle définie sur C ; définir 1l'intégrale de Feynman de £ suppose

que lton forme 1l'intégrale Eoz[f] par rapport & la mesure EB’ , buis que
1'on fasse un prolongement analytique jusqu'd la valeur:o®=-i. Ce probldme
est mal posé : la mesure P étant portée par (i;, et les sphéres Qg étant
disjointes, on peut se donner de fagon presque arbitraire une fonction f
sur Oa et recoller ces fonctions en une fonctionnelle £ sur C ( nous avons
dit presque arbitraire, parce qu'il y a des restrictions de mesurabilité ).
Notre travail dans ce paragraphe va consister 3 donner un sens précis &
ces prolongements de la <<sphére unité>> 4 une autre <<sphére>>.

Nous partirons de 1'idée de Hida, exposée dans [8], suivant laquelle la
mesure P02 peut &tre considérée comme une distribution sur l'espace de
Wiener (1, co & d. une forme linéaire définie seulement sur un espace de

fonctionnelles de Wiener £ = In(fn) pour lesquelles les fonctions

I, T
n n!
fn sont suffisamment réguliéres. Cette régularité peut s'entendre en des
sens différents.

1) Soit Dh (h€H) l'opérateur de dérivation suivant ].hsds. On a
0
(3) Dh;n(fn) = nIn-l(h'fn)

ol h-fn(sl,...,sn_l) = /fn(sl,...,sn)h(sn)dsn Dh est un opérateur
borrné du n-iéme chaos de Wiener dans le n-l-ilme j sur L (P) il est ferma~
ble et 1'on a

) D, e(8) = (n]8)e(s)

2) La trace de f, est la fonction symétrique de n-2 variables définie
formellement par

(5) Trfn(sl,...,sn_2) = ffn(sl""'SDFZ’S’S)dS .

En principe fn est une classe de fonctions, et n'a donc pas de restriction

4 la diagonale {sn_l=sn}, qui est de mesure nulle. Il existe deux manidres

différentes de donner un sens & (5)

~ en supposant que fn posséde de la régularité topologique ( continuité,
appartenance 4 un espace de Sobolev convenable )

~ en se plagant au sens hilbertien : pour toute base orthonormale (hi)
de H, la série I hi'(hi-fn) converge dans L2, vers une limite indépen-~
dante de la base utilisée, et que 1l'on note alors Trfn

Lt'exemple fondamental de trace itérée est donné par :
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(8) ¥ (g™ = (¢ g)k &n-2k

Ltopérateur Tr de L (E ) dans L (Rn ) admet un domaine dense, mais n'est
pas fermable.

La deflnltlon proposée dans [14] est alors la suivante : on suppose que
f=z E—In(fn) est une fonctionnelle de Wiener suffisamment régulidre ( en
particulier, chaque f devra posséder des traces d'ordre k pour kgn/2 ) et
1'on pose ( si la serle converge )

¢
(7 By [£] = 5 é‘l%zﬁL 12" (£,)

[

Pour voir que cette formule est raisonnable, prenons f=£(£) ;3 la formule
(7) nous donne la valeur exp(géfl(ilé)). Or ceci est bien l'espérance
sous P de exp(/§ dB_- %(glé)), qui est l'expression explicite de €(&).
Cette expression a un sens aussi pour 0=0, et définit alors la << valeur
en 0 >> de la fonctionnelle f, le développement (7) étant analogue au
développement de la fonction 6 en série de polynSmes d'Hermite.

3. Nous nous proposons ici, non seulement de définir E_2[f], mais de dé-
finir ( pour f suffisamment régulidre ) une fonctionnelle £, sur
Qg qui sera, en un sens raisonnasble, << la méme fonctionnelle >> que f ,

de telle sorte que (7) soit simplement l'espérance de f; sous P .
Voici les conditions qui nous guideront

1) Si =B, , £7B; ( considérée comme fonction sur € ) . Plus géné-
ralement, cela s'appliquera & toute fonctionnelle linéaire .

2) L'application f+>f; est un homomorphisme d'algébre. En particu-
lier, & un polyndme F(Bt "“’Bt ) en les coordonnées, on associera le
néme polyndme ( ce qui est une faGon raisonnable d'exprimer que l'on garde
la méme expression pour f et b e

Danszces conditions, si f-&(g)_exp(E—E(éls)), on aura f -exp(§-2(§|§))
= eXP('zr—(§|§)>5 (€) . Remplagant § par t& et développant en série, on
voit que

2
2= T,G% 1= h o, BESRC0f @™

Cela sugglre la définition générale des "prolongements"

k
s o _ n!goz—lg g k.
(8) ST f"In(fn) ’ fo - 2kén/2 n-2K k In—Zk(Tr fn) *

En particulier, on peut retrouver (7) en remarquant que l'espérance du
c0té droit sous P; est simplement le terme d'ordre O, et n'est #£0 que
si n=2k.

Ces expressions ont en particulier un sens pour 0=0 ; la << sphdre >>
QO est identifiée & l'espace de Cameron-Martin ( espace des fonctions
continues, nulles en O, dont la dérivée appartient 2 H=L2(R )), et 1'on a

1. I1 faut rectifier la formule (37) de [] en supprimant la condition
§9<see<s, . 2. Nous revenons 14 dessus dans la suite.
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0 . .
(9) In(fn) = hr———-> j fn(sl,ouc,sn)hslooohs ds

...dsIl
n

1

(h est une fonction de Cameron-Martin, h est sa dérivée ).

Pour dire ce qu'est une << méme v.a. sur les différentes sphldres >>
il est peut &tre plus naturel de partir de la restriction & GO que de la
restriction 52 Q : le prolongement 3 (i; de exp([ésst)=eXp(j§ShSds) sur

Qy est exp(é%(§|§))&c(§), d'od 1'on déduit

. -0 _ nio ) k.-
(10) S1 go—In(fn) 9 ga = Zkgn/E m2k In_2k(TI' fn)

4. Cette section a pour but de mettre en garde contre des confusions pos-
sibles ( et que nous avons commises nous mémes ). Nous avons d'aprés

la formule (3)
Zs DhiDhiIn(fn) = n(n—l)In_z(Trfn) .

Or Dh est l'opérateur de dérivation suivant la fonction de Cameron-Mar-
tin j'h(s)ds s on est donc tenté d'interpréter le c6té gauche comme un
1a21401en a(I, (f )) ( du point de vue probabiliste, %A est le générateur
du mouvement brownlen sur C ). Mais ce raisonnement est manifestement faux,
car la formule (3) n'a utilisé que des calculs faits sur l'espace de Wie-
ner, qui est une << sphére >> de C , et nous n'avons Jamais dit comment
nous prolongions cette fonctionnelle hors de la sphére. Nous sommes donc
en train de prétendre que la restriction du laplacien 3 la sphére dépend
seulement de la restriction de la fonctionnelle & la sphére, et est donnée
par la formule ci-dessus. Voici un contre-exemple immédiat.

Soit (Xt> le mouvement brownien issu de O j soit j(w):/é(s)dB (w), ol
€ appartient & C , de sorte que j(w)= =-/B (w)g'ds est une excellente forme
linéaire sur C . Le processus J(Xt) est alors un mouvement brownien réel
de paramdtre E[Jj(X; ) 1= (§[§) Prenons n=2, f,(8y,8;5)= 8(s7)8(s5), de sorte
que sur la sphére (i 12(f2) = js(sl)s(sa)dB dB vaut (j§ daB ) -0 (§|§)

Nous définissons ainsi un prolongement de la fonctionnelle Iz(fz) aux au-
tres sphéres, que l'on peut composer avec le mouvement brownien (Xt)’ car
celui-ci, & 1'1nstant t, prend ses valeurs dans (). La composition est la
martingale J(Xt) -t(§|§), donc le prolongement en question a un laplacien
qui est nul, et non donné par 2Tr(f2) comme on l'espérait.

Signalons que plus généralement, l'expression ]fn(sl,..,sn)dBS ..dB,
( dans laquelle on laisse libre le paramdtre du mouvement brownien™, de
sorte que la fonctionnelle est définie sur toutes les sph@res) est 1l'ana-
logue d'un polyndme harmonique de degré n . On pourrait donc étre tenté de

définir G_n[fn(sl,...,sn)dBS .eedB_ comme un prolongement homogéne de
1 Sn
degré O de In(fn). Sur ce genre de questions, consulter Zakai [16].

n
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5. Désignons par A l'opérateur %Zi Dh.Dh. $ bien que ce ne soit pas un
opérateur raisonnable sur l'espacelde Wiener, il permet d'écrire la
formule de prolongement (8) sous une forme agréable. En effet, la formule
(3) nous donne AkIn(fn) ) zﬁ:%%szk In_2k(Trkfn)
de sorte que (8) nous dit que les coefficients du développement de fc sui-

vant les chaos sont les mémes que ceux de la fonction sur la sphdre (.

2
(11) 21 = oD g

On passe ensuite de fé a fc en conservant les mémes coefficients, et en
changeant de ({ sphére >, c. & d. par prolongement harmonique.

REMARQUES. a) Notre discussion est un peu incompldte, car nous avons étudié
le prolongement de Ql a Qc s alors qu'il aurait fallu décrire le prolonge-
ment entre deux (( sphdres )) arbitraires QT et Qc‘ I1 est facile de répa-
rer cette omission : si f=I£(fn) est une v.a. sur QT, on a

k
nl(o2-72 [+ k
fo = Zyany2 (n'-;ék'jrk"g'z. k I o (TT7E))

I1 est facile de vérifier que ces prolongements sont compatibles : pour
passer de 1 4 o, on peut passer de 1 3 r , puis de 7 3 o .

b) I1 est parfois avantageux de travailler sur des fonctions f, non symé-
triques, en convenant que In(fn)=In(an) ol S est la symétrisation. La
formule qui remplace la précédente dans le cas non symétrique est
k
_ (g®-12 o
Lo = Bxn/o SRy Tn-ox(Za,p T4 pfn )
oll a,b désignent deux injections de {1,..,k} dans {1,..,n} dont les images
sont disjointes, et Tr f_ s'obtient en contractant les variables s ,.
- 8,b "n a(i)
et Sb(i) pour i=l,...,k .

Rappelons la formule de multiplication des intégrales stochastiques

sur l'espace de Wiener de paramdtre o . Nous indiquons la forme qui s'ap-
plique aux coefficients non symétriques ( Sém. Prob. XX, p. 274 )
2
Ig(fm);Ig(gn) = EpgmAn %Tp Zc,d I;+n-2p(fm 53 & )

ol comme ci-dessus ¢ et d ( pour &tre précis, il faudrait écrire c R dp )
sont deux bijections de {1,..,p} dans {1,..,m} et {1,..,n} respectivement
( pas de condition ici sur les images ), et f, 33 8, s'obtient en formant
fm®gn et en contractant les variables Sc(i) dans £, et td(i) dans g, » bour
i=l,...,P .

I1 est alors facile de vérifier, par un argument purement combinatoire,
que 1'opération de prolongement est un homomorphisme d'algdbre, i.e. que
le prolongement 3 Qc du produit de deux v.a. sur la sphére QT est le
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produit ( sur Q, ¢ le produit dépend de la sphdre ) de leurs prolongements.
Vu la compatibilité des prolongements, on peut fixer la valeur de r, et le

ckoix de =0 est avantageux, car 2(f). I2(ey)= =Ip n(f,88. ). I1 s'agit donc

d'évaluer 2q

Z2qim+n gT- 2u,v Ig+n—2q(Tru,v fm®gn)

u,v étant deux injections de {1,..,q} dans {1,..,m+n} dont les images sont
disjointes. On partage les indices en trois groupes : k indices i pour les-
quels u(i)¢m, v(i){m ( on voit alors apparaitre deux injections a,b & ima-
ges disjointes de {1,..,k} dens {1,..,m} ), £ incdices i pour lesquels u(i))m
v(i))m ( d'oh deux injections c,d & images disjointes de {1,..,4} dans
{1,..,n} ), enfin p indices i restants ( d'od deux injections h,k de {1,.,p}
dans {1,..,m} et {1,..,n} ). Nous laisserons le lecteur achever la preuve.

II. SUR L'INTEGRALE DE FEYNMAN

1. Soit V une fonction réelle sur B, appelée le potentiel. Le probléme de
1l'intégrale de Feynman consiste & définir pour o°=-i 1'<< espérance >>
(12) Qt(X f) = E[eXP(lf V(x+o 1B )ds)f(x+0—l B.)] ( mes. de Wiener)
Pour °>0 , Qt(x £)=f(x,t) batlsfalt 4 1l'équation de diffusion complexe

§§ = gz %;5 +iVf ,  £(x,0)=f(x)
et pour ©°=-i on trouve l'équation de Schrddinger

193f _ 1 33%f
IsE=3ox*+VE -

On sait résoudre l'équation de Schrdédinger sous des conditions trés larges,
mais la méthode de prolongement analytique ( et les autres méthodes rigou-
reuses de traitement mathématique de 1l'intégrale de Feynman ) ne permet-
tent d'atteindre qu'une classe beaucoup plus restreinte de potentiels

( cf. Albeverio et Hgegh-Krohn [1], Kallianpur-Bromley [17], etc. ). Essen-
tiellement, des potentiels de la Fforme

(13) V() =k Xyz + ax + !eiuxoz(du)

ol o est une mesure complexe bornée. L'idée de base pour le traitemert de
cette classe est due & Ito [8], semble-t-il. ( Cf. aussi le n°5 plus bas ).
Dans la formule (12) nous pouvons supposer que f est une bonne fonc-

tion, i.e. un élément de l'espace 8 de Schwartz. En effet, une partie de
la théorie ( que nous n'abordons pas ici ) consiste & établir que le semi-
groupe Qt correspondant 3 0°=-i préserve la norme de L2 : ceci est 1lié
a la vérification de 1l*équation de Schrodinger. Le passage de 8 3 L est
alors immédiat par densité.

Si 1l'on remplace V par V(x+.), f par f(x+.), on ne sort pas de la
classe de potentiels (13). On peut donc se ramener au cas ol x=0 .
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2. Nous allons d'abord traiter le cas oli, dans (13), on a k=a=0. Notre
point de départ est la remarque suivante : iuB est une intégrale
stochastique & ol §—§u s vaut uI[O s] ° Donc on peut écrire

V(B ) = /eluBs a(du) = / e i% S(di)

ol By est la mesure bornée sur H, imege de @ par l'application ur—£.
de R dans He. Puis nous avons

4 t
[ s = £ et =L,

Notons ensuite que la convolution des mesures bornées sur H est bien dé-
finie, et que la transformation de Fourier la transforme en multiplication.

On peut alors écrire
.n

exp(1/ V(B )ds) = / 1% s(ag) , s = 5, I v
0 H °
Dt'autre part, on peut ggssi écrire
£(B,) = fe® e(a®)
ol ¢ est une mesure bornée : car feS est transformée de Fourier d'une me-
sure bornée sur B, et on traite le cas de f(Bt) comne au début. Finalement

on peut écrire -
(14) exp(i/ V(B )ds)f(B,) = [ e 6(dg) , o=btxe |,
o s LA

© étant une mesure bornée sur H .

Revenant au potentiel (13), nous voyons que le terme en ax_est indif-
férent : il contribue exp(lftaB ds) qui est de la forme e , €t on est
ramené 3 translater la mesur © de nelH . Reste enfin & transformer

zg Bsds Z(TT + [L(u,v)dB aB_ ) , L(w,v)= (t- wv)?t

Pour finir, 1'intégrale A calculer est

s 2 ~
(15) o 1KE"/4 I o2 [exD(F/T(u,v)aB aB_ + 1] o(at)

Nous ne nous proposons d'ailleurs pas seulement de calculer ltintégrale
elle méme, mais de décrire la manidre dont la Ve.a. sous le signe E[ ] se
développe suivant les chaos de Wiener.

3. Pour la commodité du lecteur, nous allons reprendre certains calculs
de [14].

Cons1derons L(u,v) comme définissant un opérateur de Hilbert-Schmidt sur

12 (R )e Cet opérateur laisse invariant les sous- -espaces L2([O t]) et

L ([t @), et annule le second. Cherchons ses valeurs propres A, et ses

vecteurs propres e, sur le premier. Ce calcul est tout & fait cla551que,

il est étroitement 1ié au développement trlgonometrlque du mouvement

brownien sur [0,t], di & Wiener. Reprenons le ici.
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On vérifie d'abord que L n'admet pas la v. propre O. Cela revient & vé-
rifier que la relation [ f(s)BSds=O entralne £f=0, et nous laisserons
cela au lecteur. Nous écrivons ensuite, avec kn£0

Anen(u) = (t—u)éuen(v)dv + £ (t—v)en(v)dv .

I1 en résulte que les fonctions e (u) sont de classe ol sur [0,t] et sa-
tisfont & en(t)=0. On a
A e'(u) - I e (v)dv

donc e, est en fait de classe C avec eﬁ(O):O, et un petit calcul donne
( a, étant une constante de normalisation )

(16) A= (D75 020 ep(w) = agoos(wW/ VAT gy
Noter que L est un opérateur positif & trace : I, A, conv;rge.

Le noyau L(u,v) s'écrit I Anen(u)en(v), et 1l'intégrale double
jL(u,v)dBudBv stécrit z, An(gi-l), les v.a. éh étant gaussiennes centrées
réduites indépendantes. Posons d'autre part (enl§)=§n, de sorte que

£ = £, §n§n . L'espérance figurant en (14) vaut pour o=1

an TT B[ exn(F I\ (3B-1) + 18,3 ]

( pour le cas gémnéral, remplacer k par o°k, §n par c§n ). D'aprds un caleul
tout & fait class1que, reproduit dans [44], on obtient

(18) E o [exp(55 ! Bzds + 1/ dB)] =

elkoztam -I——I-(e—lk)\.ncz/Z/A/—z—l_ika ) ~E T8

ol (5]T,8) —12 g /1 1k03An ( sommation uniquement sur les e, ci-dessus :
T, annule 12 ([t aa[) )o Le prolongement analytique pour o°= —1 nous donne

pour l'intégrale de Feynman proprement dite
.2

(19) ek‘tz//-l' T;T (e—k)\n/2/ /-l—k}\n) exp(%zn FSEI;%; )

I1 n'y a aucune difficulté pour l'intégration en 6(df), mais il y a une
singularité dans 1'intégrale pour t = (n+%)7% , correspondant & l'annula-
tion d'un facteur l—kk .

D'autre part, le pole le plus proche de E [ ], considérée comme fonc-
tion de la variable complexe 02, est -im®/#kt® ; il nous permet de détermi-
ner le rayon de convergence du développement de E [ ] en puissances de
o®-1, qui est fourni par (7).

3. Nous allons maintenant nous occuper de calculer ce développement, i.e.
de développer suivant les chaos de Wiener la v.a. figurant en (15), au-
trement dit , en modifiant un peu les notations
. exp +cX2/2)=eXp(a2/2(1-c))/vT:E si X est normale centrée réduite.
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(20) exp(3/K(u,v)aBdB_+ % ) = £

( nous avons fait disparaltre le coefficient k et changé le nom de la fonc-
tion linéaire ) ; K(u,v) est ici un noyau réel symétrique, qui s'écrit

K(u,v) = Zn cnen(u)en(v) (.cn réels )

La méthode de calcul indiquée par Hida pour obtenir le développement
-y 1 .

f_Zn T In(fn) passe par la formule o

(21) jfn(sl,...,sn)§(sl)...§(sn)dsl...dsn = HEDU(tg)ltzo

ol U(E) est la << fonction caractéristique >>

(22) U(s) = E[fe(s)]

Le calcul de la fonction U est trés voisin de celui de (17)-(19) : il
s'agit de calculer
i ~2 ~ ~ 1 2
Elexp( 5%, c (87-1) + M8y + S8, = 5%, &5 )]

et cela s'écrit

(23) Cexp(3(s|4s) + (&]¢) = ceR(®)
en posant : -icp/2 12/2(1-ic.)
CeTT et
(24) (8148) = £, $3(fE - 1) = 7A(u,v)E(u)E(v)dudy
n

¢ =3z, nn/l—icn

Tout le probléme consiste donc & calcule;kles dérivées successives de la

R(ts)

fonction e pour t=0. Posons Rk(§)= %fkR(ts)lt=O 3 nous avons ici

(25) Ry(5)=0 , R (5)=(5]n) , R,(8)=(5[4A3), R, (5)=0 pour k2 .

D'autre part, soit {Al,...,Ak}zﬁ une partition de 1l'ensemble {l,...,n} en
ensembles non-vides, comportant respectivement Dygeeely éléments. Nous lui
associons la fonction Rg = Rn "'Rn . Nous considérons deux partitions
comme identiques si elles ne d}fféreﬁt que par le numérotage des Ai’ et
nous avons alors

n
(26) &R Ly g sy .

Dans le cas présent, nous n'avons A considérer que des partitions en en-
sembles & un ou deux éléments ; nous pouvons donc écrire

G = {s; ,8: },eeefs; ,s. | {s Jeeofs
779, T T ok by o)
avec 1y>ji,e..1i >3, , il<12<..<ik , Z2k+l<"<Ln-2k + La fonction R;(§)

correspondante est simplement (g[Ag)k(gln)n‘ek, On en déduit
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ffn(sly e ’Sn) S(sl). o Q(Sn)dsl.. .dsn =

n-2k

= Zxn/2 S TErE (Gl )

et la fonction fn(sl,...sn) elle méme est la symétrisée de

@7) Zxen/2 oI TETEE A(8155)«+ - A(spy 1485 IM(8 510410+ en(sy)

Les coefficients du développement suivant les chaos peuvent donc &tre
écrits de manidre relativement explicite. Les difficultés combinatoires
véritables commencent avec le calcul des traces, car les indices sur les-
quels on intdgre peuvent se trouver 1) dans le méme A ce qui fait appa-
rattre Tr(A) 3 2) entre deux n ce qui fait apparaitre (n|n) 2) entre un
A et un n ce qui fait apparaltre le vecteur An 4) entre deux A différents
ce qui fait apparaitre le noyau A2,

Existe-t—-il un formalisme de << diagrammes >> rendant transparent ce
genre de calculs ?

4. Nous voudrions indiquer bridvement, d'aprds [9], pourquoi le calcul de

1'intégrale de Feynman par prolongemert analytique est trivial, sans
passer par les chaos, lorsque le potentiel est borné ( ce qui est le cas
lorsque V est transformée de Fourier d'une mesure bornée ! ). Plus généra-
lement, soient V(s,x) une fonction complexe, m une mesure complexe bornée
sur [0,t]. Johnson et Lapidus montrent que

(28) E[exp(f V(s,x+0 B )n(ds))f(x+°_1B )] ( mes. de Wiener )

bien définie pour >0, se prolonge analytiquement au demi-plan R(0)>O
pourvu que l'on ait

(29) A= (/)tln(ds)lllv(s,-)ll@ <o .

Désignons par Pg le semi-groupe brownien de variance 02. I1 est bien con-
nu que l'on peut prolonger analytiquement ce seml-groupe au demi-plan, et
que pour tout o Pz est une contraction de L (R). Posons

t
J(w) = / V(s,x+0" 1p gIn(ds)

Nous avons ( pour o>0 d'abord s on ne restreint pas la générealité en sup-
posant n positive)

E[Jf(x+0 Bt)] I n(ds)PS(x, ay)V(s,y)Py_o(7,L)
et la norme 12 de cette fonctlon de x est majorée par A|f[2 , parce que
1a norme de l'opérateur de multiplication par V(s,.) est HV(s,.)H
vérifie que ce terme se prolonge analytiquement au demi-plan.
Calculons ensuite

- - - -1
E[3°¢(x+0"1B)] = B[//n(ar)n(ds)V(r,x+o 1B )V(s,x+07 B )E(x+0™ By)]
Lt'intégrale sur le carré se décompose en deux fois l'intégrale sous la
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diagonale, et l'intégrale sur celle-ci ( non nulle si n a une partie ato-
mique, cas traité dans [9], mals ici nous .supposerons 7 diffuse ). Le
résultat est donc

2/ n(ar)n(ds)Py(x,ay)V(z,y)P]_ (7,d2)V(s,2)P]_(2,T)
r<s

qui se prolonge analytiquement au demi-plan, avec norme L2 en x majorée
par A2"f|h2 . On continue de méme pour les termes suivants de la série
exponentielle, et 1l'on a convergence de la série d'opérateurs obtenue, en
norme

Pour traiter le terme quadratique de (13), il ne faut pas le faire en-
trer dans le terme "potentiel", mais simplement remplacer le semi-groupe
brownien par le semi-groupe de l'oscillateur harmonique... l'idée étant
finalement la remarque toute simple que les opérateurs de multiplication
par une fonction de L® sont bornés sur L , et qu'une perturbation bornée
d'un semi-groupe holomorphe reste holomorphe. Mais on a perdu la belle in-
terprétation au moyen-des distributions sur l'espace de Wiener.

ITI. CALCUL DE CERTAINS DEVELOPPEMENTS
EN CHAOS DE WIENER

l. A la fin de 1l'article [14], Meyer et Yan indiquent une méthode ( non
rigoureusement justifiée ) pour développer suivant les chaos de Wie-
ner la fonctionnelle exp(ijJtV(x+BS)ds)f(x+Bt) qui intervient dans la
0

définition de 1l'intégrale de Feynman. Nous nous sommes apergus que ce
calcul est étroitement 1ié & un travail d'Isobe et Sato [7], consacré au
développement de Wiener des solutions d'é.d.s.. Nous allons d'abord pré-
senter les résultats d'Isobe et Sato, puis nous ferons la relation avec
le travail de Meyer et Yan.

Nous considérons une équation différenmtielle stochastique en dimension
1 ( nous n'avons considéré plus haut que les chaos d'un mouvement brow-
nien unidimensionnel )

i N7j
(1) Xﬁ =x + g‘a(Xi)st + J b(X?)ds ( on écrira parfois X, sans x )

3 coefficients lipschitziens, avec a>0 . Nous savons que Xﬁ appartient &
L2(§t), ol Et est la tribu engendrée par les Bs’ s<t, et nous allons cher-
cher les coefficients du développement de X% sy Ou plus généralement de
h(Xf) ol h est une bonne fonction sur B, suivant les chaos de Wiener. Ces
coefficients dépendent, bien entendu, de x.

Le coefficient d'ordre O est

(2) FO(x,h) = E[(X{)] = P (x,h)
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ol (Ps) est le semi-groupe de transition de la diffusion (1). Nous

s n
désignerons par F
SqseesSps

ment de h(Xﬁ) ( O<sl...<sn<t )e D'aprés le théoréme de dérivation de
Lebesgue, on a pour presque tout point (sl,...,sn)

n s X n
(3) Fsl,..,sn,t(x’h) = llms‘O E[Aele...AeBsnh(Xt)]/s

ol 1l'on a posé AsBu=Bu+s-Bu « En effet, l'espérance & droite est 1l'inté-

t(x,h) ne n-idme coefficient du développe-

grale de 72 sur le produit des intervalles [si,si+e] . Isobe et Sato at-
tribuent a4 Ito la remarque (3), qui manquait au travail de Meyer-Yan.

Commengons par le cas n=l, en posant s1=s : introduisons la martingale
E[h°X§|£r] = I%_r(Xﬁ,h). D'aprés le théoréme de représentation des mar-
tingales, celle-ci s'écrit P (x,h) + jrnudBu , et 1'on a

)
>'d S+¢
E[4,Bg h(X})] = E[éf M, ]
et par conséquent Fg t(x,h)=E[ns] pour presque tout s .
9

8i les coefficients de l'équation (1) sont suffisamment réguliers ( on
donnera des détails plus loin ) la fonction j(r,x):I%_r(x,h) est de clas-

se 01’2 sur [0,5[xR, et la formule d'Ito donne pour s<t
s
j(S,Xs) = j(o,XO) + g j'(r,Xr)a(Xr)dBr + termes & variation finie

s

mais comme on a affaire a une martingale, ces termes & variation finie
ont une somme nulle, et il reste ( ' désignant une dérivée en x )

1
(#)  ng = Ph_g(Xg,malXy) , Fg y(x,h) = [P (x,dy)aly)P_o(y,h)
Pour calculer le second coefficient, on développe & nouveau Ny en

intégrale stochastique - par le méme procédé que ci-dessus, puisque My
est de la forme f(X,) : n, = Elng] + g%“vquv , et 1'on a pour e petit

E[4B_ A B, h(X.)] =E[J Ny, dudv]
- e 81 & 85 t J[sl,sl+s[><[82,se+e[ u

2 _ \
d'od Fsl,sa,t(x’h) = E[nslszj p.p., €t & nouveau

= P! (X, ,aP! _ h)a(X_ )
Tlsls2 8,-81 81" =8, 81

) Py, t(FR) = JPsl(x,dy)a(ngz_Sl(y,aP:;_Szm

etc. En pratique, les noyaux Pt(x,dy) admettent une densité pt(x,y),

la dérivée I%(x,h) s'obtient en appliquant & h un noyau ( non positif )
de densité p%(x,y), et les coefficients eux mémes admettront une densité
donnée par

(6) Flgl’ .. ’Sn’t(x 2J) = Ipsl(x ,Yl)a(yl)sz_sl(yl 93’2)3(3’2) LR

ceea(y )Pl _o (370¥) dypeeedyy o
n
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Le principe du calcul de Meyer et Yan, pour développer suivant les

chaos une ve.a. de la forme

t t
£(x+B )M,G , }é = exp[i/ V(x+B,)ds + / W(x+B )dB_]

est exactement le méme, le r8le du semigroupe (P ) étant joué par le
semigroupe Qt(x h) EX[M h(x+B )] associé i la fonctlonnelle multiplica-
tive (M ). I1 manque & Meyer-Yan la remarque (3), et d'autre part les
propriétés de régularité de (Mt) sont moins faciles & prouver que celles

de (Pt) ci-dessus.

EXISTENCE LES TRACES

Cette section est importante, parce qu'elle montre 1l'existence ( et
1tappartenance & L ) des traces itérées, dans un cas non trivial, et de
grande importance pratique. Ainsi, les sections qui précédent sont autre
chose que du bavardage formel.

Cette section est peu satisfaisante, pour deux raisons
- La méthode que nous utilisons repose sur la théorie analytique des
équations paraboliques. A cet égard, elle est "préhistorique” . Un calcul
du type de Malliavin, mais plus raffiné, devrait pouvoir montrer a priori
que les solutions d'e.d.s. appartiennent au domaine des mauvais laplaciens
sur l'espace de Wiener que sont les opérateurs Trk .
- Nous n'avons pas su ramener toutes les hypothdses analytiques & des
hypothdses portant sur les coefficients de l'e.d.s.. Ceci est afl unique-~
ment & notre ignorance de la littérature des équations paraboliques. Les
majorations de dérivées de la solution élémentaire pt(x,y) qui nous sont
nécessaires sont probablement classiques, mais elles ne figurent pas dans
les traités que nous avons pu consulter ( Friedman, Stochastic Differential
Equations and Applications vol. 1 3 Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural'ceva,
Linear and Quasilinear Equations of Parabolic Type e

Sur les coefficients a et b s nous ferons les hypothéses usuelles :

a est borné inférieurement par une constante >0 ( ellipticité ) ;5 aet
b sont bornés et admettent des dérivées bormées d'ordre suffisamment grand.
Remarquer que dés que a' et b! sont bornées, on est dans le cas lipschit-

zien, et la solution de 1l'e.d.s. existe. De plus, le semi-groupe de tran-
sition I% admet une densité pt(x,y) deux fois dérivable en x et une
fois en t . Si les dérivées secondes de a et b existent et sont bornées,
le semi-groupe adjoint ( ) posséde les mémes propriétés de régularité
( & cela prds qu'il n est Pas sousmarkovien en général ).

Nous aurons besoin de majorations des dérivées de la solution élémen-~
taire pt(x,y), pour lesquelles nous introduirons les notations suivantes.
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¢t(x,y) sera une fonction de la forme Ct"1/2exp(-c|x—y|2/t), ol la
valeur des constantes C>0, ¢>0 ne nous intéresse pas. Une inégalité de

lex,7)| = H'1/2d>t(x,y)

ol H ne dépend pas de (x,y), sera écrite simplement g<.H . Pour une
famille de fonctions (gt(x,y)) et une fonction H(t), nous écrirons 8, <H(.)
pour exprimer que l'on a A H(t), avec des constantes C et ¢ dans les
fonctions ¢t qui ne dépendent pas de t, au moins lorsque celui-ci varie

la forme

dans un intervalle borné.
Avec ce langage, les majorations classiques de la théorie des équations
paraboliques s'écrivent

(7) py <1 ( sur tout intervalle compact )
o) D.p, , D <t ( idem )

2 e 2 tz 2 s
7= DXPty Dypt <%® ( idem ).

Ces inégalités ne nous suffisent pas : il nous faut savoir majorer une
dérivée seconde supplémentaire

(77) DD oy <2 (au2)

et pour l'appartenance des traces & L , nous aurons bes01n de
2 3 2 3  pep2
(7 ) DnyPt D DXDYPt L D pt b t :
Autre notation abrégée trés commode : si f(x,y) et g(x,y) sont deux
fonctions et h(x,y)=/f(x,z)g(z,y)dz, nous écrivons h=flg . La propriété

de semi-groupe du mouvement brownien montre que ¢ [¢y=bg, . , de sorte
que les relations f<H , g< K entralnent fﬂg<s+tHK .

Justification du calcul des coefficients ( formule (6)). Dans le nouveau
langage, la formule (6) s'écrit

(8) = = p! afl...[]p? allp! .
sl,...,sn,t ﬂ S5-8q I 0 8,51 I t-sn

La mention de n en haut sera parf01s supprimée. Le raisonnement formel
que nous avonsg indiqué pour le calcul des coefficients repose sur une
récurrence, et 1'étape essentielle est la premiédre. Celle-ci va maintenant
8tre justifiée, le lecteur étant prié de se reporter au voisinage de la
formule (4). Les résultats ci-dessus concernant les équations paraboliques
montrent que la fonction j(r,x) est bien de classe C7 <, donc ltapplica-
tion de la formule d'Ito est légitime. Le processus (qs) de (4) est uni-
formément borné dans tout intervalle [0,T] avec T<t, et il est facile de
voir que ses trajectoires sont continues, donc le calcul de Fé t(h) par

la formule (3) est justifié. Il apparait que pour O<s<t, Fl " admet la
densité

(9 Pl (x,7) = Jp (x,2)a(z)p}_,(2,7)dz = palp)_g -
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Comme on a psa<sl ’ P%—s<t-s t-s, on a Fét<t t-s . D'autre part, une
intégration par parties nous donne

Fl = (-D(pa)lp,_g  od D=D_

L'opérateur différentiel fw» -D(fa) interviendra tout le temps, et nous
le noterons A ; on a Aps <58 » Prost-s 1l , donc FSt E On raffine
donc les deux majorations en remplagant t-s et s par leur sup, ou - cela
revient au méme & un facteur 2 prés - par leur somme. Ainsi

Fét <t t ( indépendamment de s<t )

‘En particulier F;t est une fonction bornée en s, pour t fixé. Il est inté-
ressant de noter que Ap_(x,z) tend vers Apt(x,z) pour stt, uniformément
S . 1
en z pour x fixé ; il en résulte que Fy t(x,y) a une limite Fj t(x,y).
9, 9
Ce genre de raisonnement consistant 3 intégrer par parties de toutes

s

les maniéres possibles, & utiliser les majorations (7), et & prendre 1l'inf
de tous les majorants obtenus ( sur les inégalités <t s cela revient &
ajouter les seconds membres ) est le modéle de tous les raisonnements ul-
térieurs, et nous ne le referons pas en détail.

Nous laissons au lecteur la récurrence qui justifie l'expression (6)

s

ou (8) pour tous les coefficients. Nous allons plutdt passer 3 la majora-

tion de ceux-ci.

REMARQUE. Il est intéressant de voir ce que donnent tous ces calculs lors-
que l'équation différentielle stochastique est triviale : a=1l, b=0,
Xt=X+Bt’ Dans ce cas, il s'agit seulement de développer suivant les chaos
h(x+Bt), et la recherche de la densité revient & développer 6(x—y+Bt)
c'lest une << fonction & de Donsker >>, déjd étudiée dans l'article de Meyer
et Yan, d'apréds Hida.

Que donne la formule (6) ? D'abord, toutes les fonctions de (x,y) consi-
dérées ne dépendent que de y-x, et nous les noterons comme fonctions d'une
seule variable. Ensuite ( faisant x=0 )

2
P L) = gV 20 = 672, 5/,

SyseeesSy
l’ L
ol ¢t est la densité brownlenne. Comme cela ne dépend que de t , 1l'inté-
gration en dXsl“‘dXs revient & une multiplication par t'n/zﬁ (Xt/v%)/nx.
n

Majoration deszcoefficients. Nous savons a priori que F s (x h)
appartient & L™ lorsque h est bornée, mais pour la dens1te, aﬁalogue a
une fonction 6§ de Donsker, il y a quelque chose & établir.

'Nous allons poser Uy =81y Up=Sp=Sq9eee un+1=t_sn o Puis nous allons
majorer simultanément, par récurrence, les expressions
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F = p_. afp! afe..[p! alp!
Spe-e8yb 517078578 Sp™Sp-1 oSy
G

Sqeee8_ T p. afp! afle.«[p afAp!
1 n Sq §5=81 I Sp=Spn-1 I t—sn

par

(10)  TBpe-esgt T (uy#uy)e e (uptuy, )
Sqeees, b < (uptupdese (gt o up g
La récurrence est immédiate : on écrit

F =F ap? =G P ( int. par parties
Speeesyb Sqeee817P0-8, sl...snﬂ t-s, par p )
G

Sqeees. t = F EVNH
1 n Sqeee8y t-sn sy

Pour la premidre ligne, les facteurs sont (ul+u2)..(un+un_l)zn d'apréds
1'hypothdse de récurrence, et ils donnent la formule voulue =% au rang
n par addition.

lAp
creSy t—sn

Vérifier que [

2
...s tl7d8yeceds) < 0 revient alors &
§1<e . <S,<b n

|Pg
1
vérifier que -1 -1
A _t(u1+u2) ...(un+un+1) duj...du, < oo
17°°° " n+l”

Par homogénéité il suffit de vérifier que cette intégrale est finie pour
une valeur de t, et a fortiori pour presque tout t. Il suffit alors de
démontrer que pour tout s fini on a

-1 -1
/ - <S(ul+u2) eoe(upu )7 AUy .. QU 4 <00
UpSSeseUn41S
On prend alors Pp,e-,P, tels que 1>pp...>p,>0 3 1'inégalité a+b§apb1'p
pour 1>p>0 nous donne alors pour cette intégrale un majorant
=Py P1Pp-l Ppo17Pp~t Pp-l
/ u; U, ceeuy u

n+1
U <SS oo oW 4SS

Passage aux traces (I). Prendre une trace itérée du coefficient FS

dul...duIl < 00

+1

...snt

- pour fixer les idées, une seconde trace - consiste 4 effectuer le%
opérations suivantes -

a) choisir deux couples de temps Sjsj+l » SpSpyy o que 1l'on va égaler

( appelons T3 la valeur commune de 85 et 85410 Tk celle de sy et sy 4 e
On peut supposer j<k ; en fait on a alors Jj+l<k ( pas de coincidences

triples ! ) mais il se peut qu'il n?!y ait aucun sS4 entre rj et Ty ¢

clest la situation la plus difficile & traiter.

Py

Il n'y a aucune difficulté 4 établir l'existence de la limite

F =pg afl.-.lpy g _allary _o 2l
Sl"’sj~lrjrj< Iy Ty Sy o oSyt T8 §5_1755-2 T5=85.1

! we D! a)[|Ap! aflllp! o afleeslny_
(st+2_rjaﬂ e )l oS i Ske2 ™"k B---lpts

k-1"5k-2
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le bloc délimité par la parenthdse au milieu peut &tre absent. En d'au-
tres termes, on annule les variables uj+1 et Ueyy o qui ont le droit
dt8tre consécutives.

b) Intégrer cette limite en drjdrk , en prenant comme ensemble d'intégra-
tion : si j+2<k, rje[sj_l,sj+2] rkeisk_l,sk+2] s si j+2=k, l'ensemble
d'intégration est {sj_1<rj<rk<sk+2} .

En toute généralité, les fonctions F avec coincidences différent des
fonctions F que nous avons majorées en (10) par le remplacement de cer-
tains ﬂpéi_si_laﬂ par des ﬂApéi_Si_laﬂ 4 aprés quoi l'élément de trace
correspondant comporte pour chaque terme de ce type une intégration en
s; sur l'intervalle S4.125441

Nous allons maintenant changer de numérotage : par comparaison avec
les fonctions F s ¢ due nous avons étudiées avant (10), nous sommes
amenés a etudler des M fonctions F’plus compliquées

DPSZ'Sl ﬂ...ﬂApé__si_la[]...Ep%_n

F
Sls2"§i’°§j"snt Sy
Pour les indices soulignés 85, le terme ps g, .2 & été remplacé par
' 1 i-1
un terme d'ordre supérieur Ap la .

On fait ensuite disparaltre %es indices soulignés en intégrant en 84
sur 1l'intervalle ]s; _125347L ( fixe si S;.1 et s;,q ne sont pas soulignés,
variable sinon ). Cela fournit des elements de trace, dont il faut établir
ltexistence et l'appartenance & LZ.

On notera que si 81 est souligné, le premier terme est Apsla et non
Apé a , l'intégration allant de O & Sye

Passage aux traces (II). Nous allons étudier un terme contenant une con-
centration maximale de mauvais facteurs, i.e.

(1D Fsl§2...§nt auAp52—51 l]'"ﬂAps =S,_1 aﬂp%—sn
Nous conservons les notations Uy =8)~Sy 1, =84, un+l=t-sn et commengons
par
py,albpy aley, = 4py lipy alvl Hpulauz@p;lzﬂpu3 = 7, alpy 1(a0y, )"
=ApulIlA‘gpuaﬂpu3 = 4py oy ICap] )"

Utilisant les majorations de dérivées, en particulier celle qui concerne
la dérivée troisiéme A2p' ( oubD D2 ) on obtient en regroupant tous les
termes

2
(12) pslaﬂApéa_slaﬂp%_s2 <% (ul+u2)(u2+u3)

Les formules suivantes s'établissent exactement de la méme fagon
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2
(12,) pg allbrg, s 2lpfg, <4 ul(ul*ua)(uz*uS)Z
(12b) ApslﬂApéz_slaﬂp%_sa g ul(ul+u2)(u2+u3)
2 2
(120) ApélaﬂApéz_slaﬂp%_sz <% ul(ul+u2)(u2+u3)
( celle-ci utilise la dérivée 3¢ A%p', déja utilisée plus haut )
. 2
(124) Pg alang g 8lApf_ s <5 (uprup)(uprus)Tug
( utilise une nouvelle dérivée troisiéme : DyDi )
2 2.2
(12e) pslaﬂApéZ_slaﬂA p%_sz <t (ul+u2)(u2+u3) uz
( utilise la dérivée 4°  D2DZ ),

Ayant fait cela, il est facile de pousser (12) un cran plus loin

(13) pslaﬂApéz_slaﬂApéS_szal]pé_s3 <4 (ul+u2)(u2+u3)2(u3+u4)2
I1 suffit pour cela de faire des intégrations par parties sur les deux
derniers facteurs, sans toucher aux précédents, et d'utiliser (12d),(12),
(126). Nous laissons les détails au lecteur. Pour prolonger (13) par ré-
currence, il faut prolonger simultanément les inégalités analogues & (l2d)
et (126).

Une méthode toute semblable permet de majorer les fonctions F avec un
nombre quelcongue de coincidences ( instants soulignés )

(14) F -

Sl"'”j ceeBpesst

( exposant 2 pour les k soulignés, 1 pour les J non soulignés ).

2
<4 (u1+u2)...(uj+uj+l)..(uk+uk+l) ..(un+un+l)

Passage aux traces (III). Il reste & effectuer l'intégration sur les ins-
tants soulignés, et a vérifier que la fonction obtenue appartient & L2.
Nous traiterons le cas particulier de (13) :

1
3—s23ﬂpt—s31{sl<52<s3<t}ds2d33
< fsél/z(sj-sl)'l(t-sa)'ldslds2

u1+u2 u2+u3 u3+u4

\}
IpslﬂApgz_SZaUAps

Pz 1-p
On utilise des inégalités du type u +, 20570, «o. 1l'intégration en uz
dome t-s2 PoP3l L TR
! uzg ( 'SZ"uB) Ug = (t-s5) si 1>p,>ps
=10 4

puis 1l'intégration en u,

~P1/2 ¢ D1/2-P2~1/2 p2-1 -p1/2 (p1-1)/2

Sq 6 slu2 (t-s;-uy)  duy = Csy (t-s1

si 1>p1>2p2. La fonction restante en s; appartient & L2([O,t]). Noter que
la trace itérée, en tant que fonction de (x,y), est majorée par une fonc-
tion de la forme at(s)bt(x,y),at(-)eLg([O,t]).
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IV. INTEGRALES DE FEYNMAN ET PRCCESSUS DE SAUTS

1. Dans le cas des potentiels du type du §II, formule (13), mais avec
des coefficients a=k=0, il existe une méthode probabiliste qui permet de
représenter la solution de l'équation de Schrddinger au moyen d'une for-
mule de Feynman-Kac complexe, sans prolongement analytique. Cette méthode
est due & Maslov et Chebotarev [13]. Nous allons la présenter ici.

On commence par une transformation de Fourier sur 1l'équation de Schr.

12 1 : of
(1) 3T = —5bf + VF (f=5%)
8i 1'on désigne par g(u) la transformée de Fourier de f(x), et si V est

la transformée de Fourier de la mesure complexe bornée o, on a
. 2
2 (W = 3lula(w) + Jg(urvda(dv)
Nous allons montrer que g(u,t):gt(u) peut se mettre sous la forme

(3) gt(u) = Eu[gO(Ut)Mt]

ot (Ut) est un certain processus & accroissements indépendants ( d'un

type trés simple ) et (Mt) est une fonctionnelle multiplicative complexe.
2. Soit d'abord p une mesure positive, de masse m<w . Désignons par (Ut)
le processus & accroissements indépendants dont la mesure de Lévy est
B ¢ il s'agit d'un processus dont les trajectoires sont constantes par
morceaux, avec un nombre fini de sauts sur l'intervalle [0,t] ( le nombre

de sauts obéit 4 une loi de Poisson d'espérance mt ). Le générateur est
Ag(u) = fg(u+v)-g(u))p(av)

M’b = l-l h(AUS)

ol h est une fonction—complexe bornée ; (Mt) est une fonctionnelle multi-

Posons

plicative intégrable, et les noyaux

Qe(u) = E,[e(U M, ]
sont bornés et forment un semi-groupe. Cherchons son générateur : on a

Qe(w) = e™g(u) + mte ™™ /g (usvIn(v)E(av) + o(t)
si g est borélienne bornée. Par conséquent, le générateur est
Bg(u) = -mg(u) + fg(u+v)n(v)p(av)

et par conséquent, si 1l'on choisit h et B de telle sorte que h(v)u(dv)=
ia(av) ( par exemple, p=|e| et h=ida/d|¢| ) la relation (2) stécrit

8 =Bg +Wg ol W est la fonction m+%|u|2

On sait comment ajouter au générateur le << potentiel >> W : il s'agit
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dtune formule de Feynman-Kac ordinairee. Autrement dit, la fonctionnelle
multiplicative intervenant dans la construction du semi-groupe ne doit
pas &tre (Mt)’ mais plutdt

mt +%£t|Us|2ds
) Mp = ] h(AUS) o €
o<t

et alors le semi-groupe associé 3 la fonctionnelle correspond exactement
a4 1l'équation d'évolution (2).

11 est absolument indispensable que la mesure o soit bornée : le terme
emt figure dans cette expression, et d'autre part le produit TT porte
sur des termes de module 1, de la forme *i si a est réelle. SSP 11 ne
peut donc converger que si le nombre de sauts sur [0,t] est fini. Cette
méthode élégante ne permet donc pas d'aborder directement un potentiel en
|x|2. Pour des applications, voir [4].
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