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CALCUL DES VARIATIONS

SUR UN BROWNIEN SUBORDONNE

Rémi Léandre
Département de Mathématiques
Faculté des Sciences
25030 Besangon Cedex

INTRODUCTION

C'est a J.M. Bismut que revient 1'idée de généraliser le calcul de Malliavin

aux processus de sauts. Il l'applique dans [B.1] a 1'équation différentielle

(0.1) dx, = Xo(xt)dt +dz,

< ® d s .
Xo étant un champ de vecteurs ¢ sur R et z_ un processus de sauts & accrois

t
sements indépendants. Sa méthode est basée sur une utilisation adéquate de 1'exponen-

tielle de Girsanov.
K. Bichteler, J.B. Gravereaux et J. Jacod ([B.G.J] donnent une version diffé-
rente du calcul de Malliavin et l'appliquent a 1'équation différentielle

c
(0.2) xt(x) =x+ I Y(xs_,Azs),
sst

Y étant une application "suffisamment" réguliére de lfix RP dans Rd, z_ un processus
c
a accroissements indépendants et I 1'opérateur de somme compensée ([J]).

Toutefois, on se heurte & un inconvénient majeur. Notons p la mesure de

Lévy de z . Pour que la solution de (0.2) ait une densité C*, il faut supposer que :
(0.3) Inf | T+ -g—}((x,z)l >C>0.

erRd 3 zeSupp u

Bismut pense contourner ce probléme en remarquant qu'il y a plusieurs fagons

de construire un processus de sauts. Ainsi le processus de Cauchy n'est pas seulement

. dr . . P
un processus de mesure de Lévy =5 mais un mouvement brownien subordonné a un proces-
r

sus croissant. C'est la raison pour laquelle il introduit les processus de bord

([B.21).

Rappelons comment il les construit. Considérons des champs de vecteurs
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Xo,...,Xm,Xé,...,X$ sur Rd, Cm, de dérivées de tous ordres bornées. Soit

(wl,...,wm,z) un mouvement brownien m+ l-dimensionnel. Le temps local Lt de z, pos-

séde un processus inverse a droite noté At' Introduisons le processus continu Xy

(solution de 1'équation de Stratonovitch) :

(0.4) dx, =1

)+
. 2, <0 (Xo(xt)dt + EXi(xt)dwl) 1

' 1

2,>0 (X)(x)dt + X (x )dw,).

Bien entendu, il s'agit d'un cas particulier de processus de bord ([B.2],
(Lh.

La remarque essentielle est alors la suivante : alors que le processus Xy est
continu, le processus Xy est un processus de sauts purs.

t
Il y a un double intérét a considérer ce modéle de processus de sauts :

d'une part , on n'a pas a introduire de génantes conditions du type (0.3) pour mon-

trer qu'il posséde une densité ¢”. D'autre part, le calcul des variations sur Xy
t
résulte en grande partie du calcul des variations classiques sur le brownien, du

moins si 1'on fixe une trajectoire de A (cf. [B.M] pour un probléme du méme genre).

Le calcul des variations sur le processus de Poisson résulterait donc du cal-
cul des variations sur les diffusions, si toutes les solutions de (0.2) se repré-
sentaient comme solutions de (0.4). Malheureusement, ceci est faux, et 1l'on ne sait
pas quels sont exactement les semi-groupes de Markov représentés par (0.4).

Aussi, nous modifions dans cet article 1l'équation (0.4) afin de réobtenir
par le biais du mouvement brownien une grande partie des solutions de (0.2).

Et donc nous espérons montrer qu'en grande partie le calcul des variations
sur les processus de sauts résulte du calcul des variations sur le mouvement brow-
nien.

Nous remercions J.M. Jacod pour 1l'aide qu'il a bien voulu nous accorder.

I. GENERALITES

Wy est le mouvement brownien p-dimensionnel sur 1l'espace canonique

+ . . tp s PR P
C[R ,Rp], noté 2, muni de la probabilité PQ. w est 1'élément générique de Q.

Gt est un autre mouvement brownien, p-dimensionnel sur C[R+,R§:]= Q, d'élé-
ment générique W, muni de la probabilité Pﬁ'

At est un processus de sauts, & accroissements indépendants, purement discon-
tinu, défini sur l'espace canonique Ql = I)[R+,R], d'élément générique A , muni de la

probabilité PA' On suppose de plus que At est strictement croissant, et que sa mesure

de Lévy, du, vérifie :

(1.1) I: du(u) = f; uP du(u) < = pour tout p>1.
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Soit :

(1.2) L, = inf {s; A >t} L, = A(Lt)_

X P~ X P, sur QxQxQ

Q Q A 1°
Soit une application de Rx RP x RP dans R : (x,2,2) > Y(x,2,2).

P est la probabilité P

@
On suppose que Y est C en toutes ses variables, que toutes ses dérivées

sont bornées, que :
(1.3) v(x,0,0) =0

et qu'il existe un réel Kl >0 tel que :
P . e
(1.4) a—g(x,z,z) =0 si|z|s K.

D est un champ de vecteurs sur R dont toutes les dérivées sont bornées.

Considérons 1'équation de Stratonovitch :

= Y (o e Y e
dxt Sz(th’wt th,wt th) o dwt +

(1.5)

3 - . .
+ —I(x— JW, - Ws ,W, ~Ws ) o dw, + D(x+ )dL
9z Lt t t N t Lt t

c'est-a-dire 1'équation d'Ito :

oY - -
dx, = (x= ,w, -~ we ,w, - w )dw, +
t oz Lt t Lt t Lt t

Y (o _ R R SR _
+ Y (th,wt W sW, VT )dwt+D(xL )st+

Lt t t
(1.6)
+1a Y(x= ,w, -wr ,w, -wr )dt +
2 "z L't Lt N
+ % A Y(xf Wy~ WT ,Gt-;ri- )dt,
t t t

Az désignant le laplacien par rapport ‘a z et AE celui par rapport a z.

Xy est le processus continu sous-jacent au processus de sauts Xy - Par la
t

suite, c'est le processus de sauts X, qui nous intéressera. Aussi, il est important
t

de déterminer les sauts de Xy Pour cela, on remarque que la formule d'Ito implique
t
que :

(1.7) Ax, =7v(x W, ~ W, SW, -W, ).
At At' At At‘ At At'

(1.7) montre que le processus Xy semble étre une solution d'une équation
t
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du type (0.2), le rdle du processus directeur étant joué par (wA ’&A ) que 1'on
t t

notera (zt,zt).

(z,,z,) est en effet un processus a accroissements indépendants par rapport
%t P p PP

a la filtration FA déduite de la filtration canonique sur Q x Qx Ql par changement
t
de temps.

La mesure de Lévy de (zt,it),v, vérifie :
(1.8) [ £(u,v)dv(u,v) = [T du(s) E[£(w ,w)].

Un premier inconvénient apparait alors ; on ne sait pas quelles mesures de

Lévy on obtient ainsi. Un deuxiéme semble aussi intervenir : X, n'est pas exacte-
t
ment une solution d'une équation du type (0.2) a cause des diverses compensations

qui interviennent. Mais en fait il disparait i cause de la proposition suivante :

Proposition I.2 : Considérons la solution Xy de (1.5). X, est aussi la solution de

1'équation : t

c
- o t 1
(1.9) Ve = X+ . Et Y(ys_, Azs,Azs) + ]; D(ys)ds
avec
B(x) = D(x) + [T du(s) E[3 [ A Y(xw ,% Ydul +
(1.10)

+ [0 au(s) EL3 [5 82 Y(xw ¥ )dul.

Preuve : Introduisons le processus A: défini par :

€
(1.11) A~ = I l]e,w[(AAs)AAs'

t sst
Considérons les processus associés z: et Ez, et 1'équation (1.9) analogue

a 1'équation (1.9), D étant transformé en 55 :

B (x) = D(x) + [ du(s) E[5 [$ 8, Y(x,w .5 )du] +

(1.12)
@ 1 s ~
+ IE du(s) E[z Io AE Y(x,wu,wu)du].
Posons :
€ _ . A€ . TE _ €
(1.13) Lt = inf {s ; As>t} H Lt A el
-

L'analogue de (1.5) est alors :
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= ﬂ E - v - v
dxt 3z (xie,wt wfe,wt wﬁg) o dwt +
€ t t t
(1.5)
9 € ~ ~ - € €
+ 2 - -
3% (xfs,wt wfe’wt W_o) o du + D(xEE)st.
t t t t
Remarquons que si p>1,
(1.14) lim E(Sup ([x -x [P+ [y5 -y [P)]~o0.
e->0 sst
I1 suffit donc de montrer que x(’:E et yi coincident, et de faire tendre € vers
0, pour montrer la proposition. At

De plus, la masse de la mesure de Lévy de A: étant finie, Ai ne posséde

qu'un nombre fini de sauts. On peut donc résoudre 1'équation (1.5)¢ trajectoire par

s W_ .

trajectoire pour le processus de Af__, Wes W

En vertu du caractére intrinséque de la différentielle de Stratonovitch et

€ -
As n'ayant qu'un nombre fini de sauts, on a

€
Yooy (e i - )
f X _GW_mW_ _,W_-W o dw_ +
o dz € s [e’'s LE s
s s s
AE
(1.15) + Iot %} (xie,w -w_e,v;s-\; E) o dGS =
L L L
s s s
€ € ,~€
= ¥ y(x 0z, 0z ).
st AS s s
S-
De plus le processus :
[AtE A (xf , w -w__,u_-v__)dw_+
o ? S} —
o dz L€ s [E&''s [E s
s s
AE
t DY (& - 5 vag
+ [ L (x° _,w_-w__,w_-w__)dw
o 0Z T€'s [E s L€ s
s s s

PP €
est une martingale locale dans 1'échelle des temps définie par As.

Posons :
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€
Yi = 3 Y(xEE ,Azz,AEZ) -z I:

sst A sst A__
(1.16) s- s

S

{% 8, Y(xE€ MWW - ) +
A s- s-

1 € ~ -
+ 5 A y(x_ ,w_ -w ,w, -w _ )} ds.
2 "z € s T,€ As AS

s- s s-

D'aprés ce qui précéde, Yi est une martingale locale par rapport a la fil-

tration changée de temps.
Par suite le processus Zi défini par :

€ €

A AA
.~ s € .
(1.17) 2= g IS A Y(xE Wo-Ww W -Ww _Jdu- I f E[a_v(x~_ ,w_,w_)]du
BT SO R A N sst © S N

est une martingale locale lorsqu'on fixe une trajectoire de At. At’ Wy et ;It étant

indépendants, c'est encore une martingale locale par rapport a la filtration FA .

Posons : t

€
(1.18) z!®= 3 [AAS E(A_y(x® @ )ldu - [Sds [T dp(u) E[a_v(x®_ ,w ,@ )]du
: t _s<t o (a,y xAs A o e M zY Ae’u’u :

s- s-
Par définition de la mesure de Lévy de At’ c'est une martingale locale.
On effectue le méme raisonnement pour Y.
- o€ .
On obtient que le processus Y: + %(ZE + Z: + Zt':e + Zt': ) est une martingale

locale. On a donc finalement :

€ _ ¢ € £ ,~€ t ~ €
(1.19) xAE =x, + z v(x . ,Azs,Azs) + Io Ds(x . )ds.
N sst As- As-

II. CALCUL DES VARIATIONS SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN PRINCIPAL

Rappelons d'abord les définitions suivantes ([B.G.J], [I.W]).
Soit L 1l'opérateur de Malliavin sur LZ(Q).
Soit HP 1'espace des fonctionnelles de LZ(Q) dans R telles que :

(2.1) |l¢lle+ ||L¢lle<°°

2 P
et soit H = N H".
p>2

I' est 1'opérateur carré du champ défini par :

(2.2) rie,ol=L(s?) - 20L(¢).
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Rappelons que :
1 1

(2.3) ITLo.6'3] < [TL6,01(% [TLe',e'1]?
Introdulsons une fonctionnelle d dimensionnelle ¢ = (d) ), et une fonction

de classe C2 de R dans R. On a la relation classique sulvante :

d 2
of 1 9°f
L(fo¢) = — = 2.z ___ =
(f-0) ’El 9X, (¢)L¢i + 2 .2. 9x, 0X, (@) r‘(d’i’d’j)
(2.4) i= i i,j i 7
= <Df,L¢> + = <{D £,T(¢)}>.
D'od la relation classique
r(fe¢] = 1 (¢) Fl6;.6,) s <¢)
(2.5) i,j
= <D(fo¢),T,D(fod)>.
Rappelons enfin comment 1l'on calcule T'¢ et L¢ si ¢ est une fonctionnelle
"simple" de la forme ¢ = f(wt WL TWL e W SW ), pour une certaine fonction
1 72 1 n n-1
f Cw de R" dans R et une subdivision t1<t2< <tn. On a :
af 2
(2.6) TI[¢,0]1= = (t -t ) = Gwy W, W heeesW, - W )
15jsn i-1 axj t1 tj tj-l tn tn-l
et
L(¢) b <wt -, ,% (wt N , WL T W )> -
1sjsn 3j j-1 773 1 3j j-1 n n-1
2.7) 2
22 ¢ )
-3 (t,-t, )= (w_ ,..0,w - seeesW, =W
1sjsn i -l E)x_zi Y tj tJ‘l th ta-1

La partie technique de cet article va consister a montrer que les solutions
de (1.5) sont dans H”. Les calculs seront trés semblables & ceux de [B.G.J] ou en
partie & ceux de [St]. Aussi nous ne les justifierons pas en détail. La seule
différence réelle est que nous fixerons une trajectoire de At’ et ensuite intégre-
rons en At les formules d'intégration par parties, de fagon trés semblable a ce qui
a été fait dans [B.M].

Considérons 2+1 fonctions CW de Rd

xRP a valeurs dans RY noté Yi(y,2).

Soit D(y) un champ de vecteurs c” sur Rd.

Considérons 1'équation différentielle stochastique suivante :

(2.8) y, =y + z Y (y ,Az )+I D(y )ds + z YJ(y _shz ) (aA ).
sst j=1
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d d
Supposons qu'il existe une décomposition de Rd en R 1x ...xR 9 avec

d1+d2+ v +dq=d qui posséde la propriété * suivante, étant entendu que l'on a
décidé de ranger les coordonnées Yy d'un point de IRd par ordre croissant dans les

d,
i
sous-espaces R ~.

% La i®Me coordonnée Di(y) de D(y) et la iéme coordonnée Y-}(y,z) de YJ(y,z) .

ne dépendent que des coordonnées précédentes dans la décomposition de ZRd en

d d
R lx... xR 4. cela signifie que si 1'on pose
(2.9) Mg=d 4+ ... +d.
j 5 .
Di(y) et Yi(y,z) ne dépendent que de ¥y pour k SMr si Mr-1<iSMr' %

Si le systéme de fonctions D et YJ vérifient (%), on dit que (2.8) est

graduée ([ B.G.J], [St]).
Définissons maintenant les paramétres de contrdle d'une équation graduée.

Définition II.1 : On dit que (C(r),8(r)) (reN) contrdlent 1'équation graduée
(2.8) si

i)  Pour tout r, tout nelN, nSr

a(n)

Y5520, 0 sc) (14 [y|0).

5(m)
(2.10) Sup {[BYT)-D(Y)', Sup | @)

nsr zeR
ii) Sin'2l et 1sn+msr

(n+m) .
(m) YJ(Y)Z)I 3 J=0,...,2} S c(r) (14 |yle(r)).
z

(2.11) Sup { -
z 'ay(“) ]

iii) Pour tout n+1-uple (i,il,...,in) tel que Mr_1<i,il,...,inSMr, on a :

(2.12) () j
: iu}P, 'W Yi(y,2)| s C(x)
’ 1 n
(2.13) ™)
: S gy Ty, Dilvead| sc).
24 1 *n

Nous avons la proposition suivante qui est 1'analogue de [St] et de
[B.G.J].

Proposition II.3 : Supposons que Y est la solution de 1'équation différentielle

(2.8) graduée et contrdlée par C(r) et 6(r).
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Alors L(ys) et F[ys,ys] existent presque sfirement.

De plus, le triplet (ys, F[ys,ys],L(ys)) est solution d'une équation diffé-
d

rentielle graduée sur Rdx(Rd ® Rd)xR dont les paramétres de contrdle ne dépen-

dent que des paramétres de contrdle de 1'équation initiale.

Preuve : Elle est semblable & celle du théoréme 8.1 de [B.G.J]. Aussi, nous n'en

détaillerons pas les calculs.

Premiére étape : Approximation de Peano

Soit un réel €> 0.

Introduisons le processus Ai égal a I 1[5 of (AAS). Considérons le pro-

sst
c: s € € > L
cessus de sauts w ¢ associé a At : notons-le z . Comme At posséde une mesure de
At )

Lévy de masse finie, il ne saute qu'un nombre fini de fois sur [0,t].

On associe naturellement a zi la solution yi de 1'équation (2.8.€)
€ ¢ o€ € t € . Je.E € €]
(2.8.¢) Y=Yyt SEt Y (ys_,Azs) + fo D(ys)ds + jil Y (ys_,Azs) (AAS) .

. €
Notons vE la mesure de Lévy de zg. On a :

(2.14) [lz]2av®(2) = I: du(s) E[stlz] <.

Par suite [ |z |2 d|(v-v®)(z)| tend vers 0 quand €-0.
Comme f: sP du(s) < = si p>1, il résulte des calculs de [B.G.J] Ch.4 que

pour p>1 :

(2.15) lim E[ suwp [y® -y_[Pl=0.
g>0 sst ° S

Deuxiéme étape : Calcul des variations sur 1'approximation de Peano, une trajectoire

du processus subordinateur Ai étant fixée

€ R .
On remarque que le processus At ne posséde qu'un nombre fini de sauts.

Aussi, lorsqu'on fixe une trajectoire de AE, le processus yi ne dépend que d'un
nombre fini de sauts w e " Vo On peut donc appliquer le calcul des variations
A
t t-

sur yi en utilisant (2.6) et (2.7).
Notons si la suite croissante des instants s ou AAz #0.

On obtient la formule suivante si te [sﬁ_l,si]
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i 3yl e €
PlySySl=TlyS w5 1+7Th% o 1 1 @) gE65 ,ae" )+

< y

Sk-1 Skl Si-1 Sk-1 05IL 5 Sk-1 k-1

R j
+ T (aAF)] a_%,_ v, Laz5 )Ty, v 1+
05324 s Sk-1 Sk-1 Sk-1 k-1

it

+ s (aa€ )3t [<3_Y_(y€€ , Az E),1"[y5E ,yee ],—Laaj (ye€ JAz )>+
0sj'sjst s S-1 Sg Sk-1 Sk-1 Sk-1 Sk

J j'
€ Y € k oY € k
+AA°_ < (y7, »bz E) Y (ySE ,Azse)>] +
k-1 5k k-1 k

t 9D, £y _ E_)_x(_’ € € € € 3_71 € €
<% {ay(ys) f 3y (yg»2)dv(2)},Tly . Ly 1, 3y (yo »8z°)>.
Sk-1 Sk-1 k-1

On obtient une formule analogue pour L(yf__) si te [si_l,si] :

Lyg) = L% )+ [5

oD , ¢ €
. < 3y (ys),L(ys)>ds +
k-1 Sk-1

: ]
+ b (AA )J<3-Y—(yS , Az ),L(y® >+

. € P € € €
0sjs2 Sk-1 y Sk-1 Sk-1 Sk-1
+1 gt <{ﬁ( 5y, Ily%,y%]}>ds +
2 s £ 3 2 g/ Vg Yy
k-1 y
1 azxj € € € €
+ = b <{ (y s 0z.7), T'(y Y )I> +
2 psjsg ay? sE k s€
k-1 k-1 k-1
1 j+1 3213' € €
+ = T (AA ) <{ (y ,0z.),Id} > +
2 X € 2 € k
0sjss Sk oz Sp-1

< J
o1 an VB F 825,825,025 -
<3 z € k k k
0sj=s2 Sy Sp-1
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3 o
) thg J'<—QX; (Yz,z)d\ig(z),L(yz)>ds -

€

t 3210 € € € _E
b [o <J{—3 (yg,2)dv (2),Tlyg 5y 11 >ds,
3 1

ces deux derniers termes intervenant a cause des compensations.

Troisiéme étape : Passage a la limite dans 1'approximation de Peano

Introduisons les solutions (yS,US,VS) de 1'équation différentielle graduée

sur Rdx(Rd@Rd)de suivante (pour voir qu'elle est bien graduée, on peut consul-

ter [B.G.J] Chapitre 8)

c ..
(2.18) y, =y + I Yo(y ,hz ) + 1:D(y )ds + z (2A )3 YJ( ,8z )
t Yo g STOF Jo 20 1sjse;sst Vs s
1 1 a j 8 j'
= j+it+ A ot oY
Ut T z (AAS) <3, (ys_,Azs), 2 (ys_,AzS)> +

0<3§,j'S% sst

; h| 3
j A R
+ 1§jz§9v S);t (8A) (<ug_, 3y (ys_,Azs)> + <y (ys_,Azs),Us_>) +

(2.18)" p ay° ay°
+ Szt (<u__, 3y (ys_,Azs)> + <y (ys_,Azs),US_>) +

+ [;‘ (<Us,g-—3(ys)> + <g—3(ys),Us>)ds +

. 21
-+j| 3 ] 3 ]
+ T T (aA)? <L LAz ),u_ LAz )>
0sj'sjse s§t( s y g-r825)20s- 0 - b2

t 3D j 8y
v, = <=(y),V))ds+ L T (BAA ) < (y_ ,Az_),V_ >+
t J’o oy Yg/o Vs 1598 sst s oy Js- s’? s~

o 2
9y 1t 9D
+ ¥ < 3y (ys_,Azs),vs_> +3 [o <8y2 (ys),US>ds +

sst
1 j o a%yd
+5 I z (aa)! <{53 (v, 820050 _}> +
1sj$8 sst dy
(2.18)"
2.0
105 3y
+3 T <{ 7 (ys_,Azs),Us_}>+

sst oy
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. 2.3
+3 1 p ()i < EL (v 0e),1d)> +
sSt 0sjs2 oz

. h|
3o
+ 0<;.52 (AAS) < . (ys_,Azs),Azs>.

On vérifie que pour tout p>1,

€ € _€ €yy _ Py =
(2.19) ii'“o”2‘;‘;"ys'”ys’ys]’“ys” (v Ugs V"1 = 0

et que les paramétres de contrdle de (2.18) ne dépendent que de ceux de 1l'équation

initiale donnant Vg

Remarque : On a démontré incidemment que pour la solution Ve d'une équation graduée,

E[ sup |ys A | P] est finie et ne dépend que des paramétres de contrdle de 1'équa-
sst

tion. La raison essentielle en est que E[A€]<°° a cause de (1.1).

Revenons maintenant a notre équation unidimensionnelle initiale :
e t
(2.20) Vp =Y, t sft Y(yg_»bz) + [ D(y)ds.
On montre comme dans [L.1] qu'elle posséde un flot stochastique dés que Y
posséde la propriété suivante
(2.21) Inf 1+ 8 (y,2)[ ze>0.
yeR, zeRP

Si (2.21) est réalisée, on peut de plus calculer F[yt,yt] par la proposi-

tion suivante :

Proposition II.4 : Si (2.21) est réalisée, on a :

(2.22) e D) oy, 9y
. Ilyy, 1= sét AA_(+=) (W) <oz gosBz )5, (v _»82 )>.

s oy

Preuve : Il suffit de montrer que le terme de droite vérifie 1'équation (2.18)"

avec =0 et d=1. Ceci résulte du fait que

v
ay

c oy dy
- Y s- t 3D s
1+ X ay(ys_,Azs) By + [T =(y.) ds.

(2.23)
sst o 9y 's-’ 9y

Les calculs de [L], deuxiéme partie, impliquent que :
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dy, -1 dy_ -1 c dy__ -1
t —1. (tab s _ Y s- -
( ay) ]- IO ay yS‘)( ay) dS Szt aY (ys_,AZs)( ay )
(2.24)
oy -1
_ s- oy -1_ Y
z ( 3y y [+ ay(ys_,llzs)) 1+ (yg_r 827,

sSt

Le reste résulte alors de la formule d'Ito.

Remarque : Pour simplifier, considérons le cas ol w est unidimensionnel. On pour-
rait effectuer un calcul des variations comme dans [B.G.J] ou dans [B.1]. Pour
cela, il faudrait introduire une fonction A convenable de RP dans R+, a support
compact, égale a |z|2 sur un voisinage de 0, et C". On obtiendrait alors une autre

forme quadratique de Malliavin définie par :
3y, 2 3y, -2
F = (=% —s Y .
(2.25) Ily,»y,] (ay) sEt A(Azs)(ay) <5 (ys_,Azs), z(ys_,AzS)>.
Comme |Azs|2 est "de 1'ordre" de AA_ quand AA_ est trés petit, f(yt,yt)
est '"trés voisine" de F(yt,yt). Toutefois, on verra par la suite qu'il est plus
intéressant de considérer F(yt,yt). f(yt,yt) résulterait aussi d'un calcul des

variations sur le Brownien LA Voici comment il faudrait procéder. Fixons provi-
soirement une trajectoire de At' Une fonctionnelle brownienne ¢ est dite A.simple
t -wA
1- n n-

si elle s'écrit f(w -w
A
Y

de [0,t] et si AAt # 0. La fonctionnelle ¢ A-simple est dite C°° si sa fonction
i

At senesWy ) pour une subdivision t1<t2<... <t

@
représentative f est C .

L'opérateur d'Ornstein-Uhlenbeck Ly A associé & Aet a la trajectoire de
»A.
A. opére sur les fonctionnelles A.simples ¢ c” de 1a fagon suivante :

)\(wA W, )

n ty b of
Ly,a (® -51 aA_ ("At U, )axi ("’At Y seee) -
1= i i i- o i i-
n
A 3f
(2.26) - T =(w, -w ) a— (W, ,...,wW, -W S I
i=1 9x At At axi At At At.
i i- o i i-
n 2
3°f
- I )\(W W ) — (w s W -w s ‘)‘
A A 2 YA A A
i=1 t, Tty Xy Tty t, Tty

On vérifie qu'il est formellement auto-adjoint, et on développe dans ce

cas particulier la méthode de [B.G.J]. Ceci permettrait d'obtenir a nouveau (2.25).
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Théoréme II.5 : Soit ¢ une fonctionnelle i valeurs réelles appartenant a B

Posons
(2.27) C,(¢) = {T[¢,061,L(4)}.
Supposons que C_ CH". Définissons par récurrence
(2.28) c(¢) =c,_,U{rle,ul,L(u), weC _,U{¢}}

@
et supposons que Cr CH .

Notons
(2.29) A(q) = sup E_[|ul?]
: ueCr+2 @ l
(2.30) B(q) = E [T[¢,6] %].

Si pour q>1, B(q) est finie, la loi de ¢ posséde une densité £ C .

De plus il existe des constantes >0, C(r), C'(r), q(r) et q'(r) qui ne dépendent

que de l'entier r21 telles que :

r
(2.31) sup [ £(0) | S C'(r) +C(r)A L, (a(r))B(a' (2)).

xeR dx
Remarque : On pourrait, au moyen de la proposition (I.2), montrer que :

L . .
-y -t - ] ]
Ve~ Yo J; D(ys)ds E Y (ys_,AzS)(AAs) +

j=1
(2.32)
t ® u_rl o _
+ Io ds Io dp(u) Io }3[2 ALY (ys_,wv)] dv = xAt
avec
- (t X (y- R 1t - - =
(2.33) X, = ]; 7 (yLs,wS wLS)dws +3 L} Az(yLs,ws st)ds.

I1 en résulterait la proposition suivante.

Proposition IT1.6 : Il existe un ensemble F de trajectoires de At de probabilité 1

tel que :

i) Si A.€F, 1l'équation (2.32) a une solution yt(A.) dépendant mesurable-

ment de A. De plus y, (A.) est ¢” au sens de Malliavin.
t —_—

ii) De plus, si 1'on définit A (q,A.) par :

(2.29)" A (q,A.) = sup Egl [u]?]
ueCr+2(yt(A. ))
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on a pour tout p>0 :

(2.34) E, [(A(q,A.))P]<c(p) <.

III. APPLICATIONS

Dans le modéle défini par (0.2), il fallait éliminer les grands sauts du
processus directeur pour obtenir une densité c”. Nous allons montrer que d'une
certaine fagcon le modéle que nous considérons ici permet d'éviter cet écueil.

Nous reprenons les hypothéses de la premiére partie.

Théoréme III.1 : Supposons que la mesure de Lévy du du processus croissant At est

de la forme g(v)dv. Supposons de plus que

(3.1) Inf 1+ & (x,2,0)| >o0.
x€ R, zeRP

Supposons que l'on peut trouver un €€ ]J0,1[ tel que :

(3.2) im u® [Ydu(v)>o.
u->0 °

Considérons la solution de :

c
~ t
(3.3) Y= x+ T Y(ys_,Azs,Azs) + Io D(ys)ds.
sSt
Si
(3.4) Inf <g—Y(x,o,0),g—Y(x,0,0)>>c>o,
x€R z z

«©
le processus Ve posséde une densité C .

Preuve : Fixons d'abord une trajectoire du processus subordinateur At.

Rappelons que K; a été défini en (1.4).

Introduisons une suite tn de réels tendant vers t en croissant strictement.

Soit fln(A.) 1'ensemble des trajectoires du mouvement brownien & tel que :

i) Pour tout s de [At ’At]’ |@
n

<" wAt| <K;.

ii) I1 existe un temps s € {Atn_l,Atn[ tel que st- wAtl >K,-

i) et ii) ont bien un sens car le processus At croit strictement d'aprés

(3.2).
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On peut interpréter ﬁn(A.) 4 1'aide du mouvement brownien S_’&A -s"aA .
t t
En effet si 1'on note par T le temps de sortie de ]~K1,K1[ de ce brownien, ﬁn(A.)
se caractérise par le fait que Te ]At-At ,At-At J. De plus éo se caractérise

n n-1

par le fait que T > At'

On connait d'aprés [I.M.K] p.25 la loi de T. Il en résulte que :

5 At-Atn-l c1d
Pﬁ{nn(A.)}§CfAt_At exp [-;]—3 S
(3.5) n 2
t tn n n-1

Supposons que @ soit dans ﬁn(A.). Vs est régie aprés le temps tn par

1'équation :

c
_ s
(3.6) Vg =V * T Y(yu_, Azu,O) + It D(yu)du
n tnSuSs n

et donc )7S(yt ) = Yy ~Y, est régie par :
n n

c

ys(yt ) = z \((yu_(yt ) + Yy »0z,,0) +
n tnSuSs n n

(3.7)

+ Lf D(§u(yt ) + Ve ) du.
n n n

Rappelons que dans (3.7), A. est fixé ainsi que . L'équation (3.7) dépend
donc de A. et ®. Toutefois les paramétres de contrdle de (3.7) ne dépendent que
de ceux de 1'équation originelle (3.3), et non de A. et de .

Considérons les espaces Cr(§t(y)|A.,n) correspondant a (3.7) par (2.28)
lorsqu'on a fixé A. et n.

I1 existe un sous-ensemble F de probabilité 1 de 1'ensemble des trajectoires

de As qui posséde la propriété suivante : si A.e¢F, les éléments de Cr(§t(y)|A.,n)

sont les coordonnées d'une équation différentielle graduée dont les paramétres de

contrdle ne dépendent que des normes uniformes de toutes les dérivées de Y et D.

On peut donc poser :

(3.8) K(yIA. ,l’l) = FAt [(§t(y).§t(Y))|A- )n)]:
n

FA indiquant que 1'on ne fait le calcul des variations qu'aprés A .

tn n
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D'aprés la proposition II.4 et le théoréme II.5, §t(y) posséde une densité
-]
C  lorsqu'on a fixé A. et n dés que :

(3.9) E[K(y|A.,n) Pl¢w pour tout p,

Notons fy(xlA.,n) cette densité.

D'aprés le théoréme II.5, elle vérifie :

dt
(3.10) ;flelgz [d—x? fy(xlA.,n)f sc, Ar(y{A.,n)Br(y[A.,n)
avec
(3.11) A (y|A.,n) = sup Eol| UIQ(”]

uECr+2(ylA.,n)

(3.12) Br(y'A. ,n) = EQ[(K(y‘A.,n))-q'(r)],

C.» q(r), q'(r) étant des réels ne dépendant que de r.
Fixons toujours A. et @ dans ﬁn(A.). Notons dans ce cas dPn(yIA.,n) la

loi de Ve
n

Soit g(x) la densité de Yer A. et () étant redevenus aléatoires. On a la rela-

tion fondamentale issue de 1'indépendance de At’ W et w.

(3.13) g(x) = nfo EA.[Efz[lﬁn(A,)(w) [£,(x+y[A.,n)dp(y|A.,n)]].
Pour montrer que g est Cw, il ne reste qu'a appliquer les théorémes de dé-
rivation sous le signe [, en utilisant la majoration (3.10) des dérivées de

f (x+y |A.,n). Ceci nous montre qu'il suffit de prouver que 1'on a pour tout réel q

~ q o
(3.14) ngo EA.[Eﬁ[lﬁn(A.)(w) [(A(y|A.,n))%dP(y(A.,n)]] <
et que
T ~ -q
(3.15) niO EA’[EQ[IQH(A.)(M) I(Br(ylA.,n)) dP(y|A.,n)]] < =,

Occupons-nous d'abord de (3.14).

Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, il suffit de montrer que :
1 1
= 2
(3.16) : [E, [P-{& (A-)}]]2 [E, [E-[(JA (ylA-,n)za dP(y[A.,n))]]]° < =.
n20 A.""Q''n A.MTq r

D'aprés (3.5),

(3.17) E, [P5{Q (a.)}] SCEA.[/Atn “AglscVe e
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Pour majorer le deuxiéme terme du produit intervenant dans (3.16), on condi-

tionne par la tribu FA » et on remarque que d'aprés la proposition II.6, on a :

t
n

(3.18) sup E, [fAr(yIA.,n)zaIF ] <C< .,

w,A. At
n

Donc E, [fAr(ylA.,n)za dP(y |A.,n)] <=, car la mesure dP(y|A.,n) est FA
) t

mesurable et donc n

(3.19) Es(E, [fA_(v|A.,m?®ar(y[a.,n)]] <C.
I1 n'y a plus qu'a choisir une suite tn tendant assez rapidement vers t
pour que Z(tn_l-tn)q < © et pour en déduire (3.16).

Occupons-nous maintenant de (3.17).

(3.7) posséde un flot stochastique, et 1l'on a d'aprés la proposition II.4,

L AOK IRLACN
K(y,A.,n) = T AA
Y O Tt gsst S W
(3.20) n
Y (= Y =~
<SRG (9,82,,0), 51 G _(v), 82_,0)>.
Rappelons que A. et n sont fixés. On peut choisir un réel C1>0 pour
que :
(3.21) Inf 2 (x,2,0), & (x,2,00> >¢>0

xeR,[z[<C1

car les dérivées de tous ordres de Y sont bornées et car 7y vérifie (3.4).

Soit T; le temps d'arrét :

2C.}.
A, 126
tn

[ > -
(3.22) T} = inf {s 2t [wAS W

D'aprés la formule de définition (3.20) de K(y,A.,n), on a :

3§t(y))2

K(y,A-,n)ZC . (AT'/\t_At). F)
n n y

Wy (y) -2
Inf ( 3
t Ssst y

Grace a la proposition II.6, a la formule (2.24) et a la formule (3.1) qui
implique que §t posséde un flot stochastique, on montre que 1l'on peut contréler
ay (y) +2 ay (y) -2

la contribution de ( 3y ) Inf 3y ) de la méme fagon que la contribu-
t Ssst
n
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tion de Ar(y[A.,n)za dans (3.16).

Aussi, il ne reste plus qu'a montrer que

. ~T1~ 5 - -2a 2
(3.23) rlgo [EA.[EQ[IQn(A')(w) [EQ[(ATK.1 At Atn) 1dP(y[A.,n)1]1]%<e.

I1 résulte de la majoration exponentielle de [S.V] que
3. _ -2a _ -B
(3.24) EQ[(AT;IAt Atn) Iscla Atn)

pour un B convenablement choisi.

D'aprés (3.5), il suffit de montrer que

(3.25) 1 B, [(A -A )P exp (-1 VA, -A ]
n21 n t 't n-1 n
<w n

pour un certain réel C>0 et que
-B
(3.26) E, [(A) "]<e=

pour montrer (3.17).
. A Y TR exp [- —S—
(3.25) résulte du fait que (At Al ) Al A, exp L oA 1s
n n-1 n t n

SC(At--At )2 A1l et du fait que 1l'on peut choisir une suite t tendant assez rapi-

n

dement vers t pour que la série ZE[(At -At )2] converge.
n

De plus, classiquement ( [B.1], p.200-210)

EA.[(At)-B] =C Erus-l E[exp[—uAt]]du =
(3.27)
= ¢ 7 uP ! exp ([T (expl-uv]-1)an(v)]du.

Or d'aprés les théorémes taubériens de [B.1] p.200-210, le terme

exp [LT(exp [-uv]-1)du(v)] est a décroissance rapide en raison de (3.2).

Remarque : La difficulté d'écriture de cette preuve provient du fait que 1'on doit
intégrer deux fois le calcul des variations partielles sur w : la premiére fois en
®, la deuxiéme en A.

Ceci nous permet d'effectuer le calcul des variations sur la fin des tra-
jectoires de @, et donc de faire apparaitre une perturbation Es du processus zg»
qui puisse faire disparaitre la condition (0.3) qui intervient dans le calcul des
variations classiques sur les processus de sauts ( [B.G.J]).

En contrepartie, cette perturbation is n'est pas indépendante de LI De

plus, on doit supposer que Y vérifie des hypothéses de non-dégénérescence globa-
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les. Si 1l'on compare au cas des diffusions, ce résultat est trés insuffisant : en
effet il suffit d'imposer au générateur de la diffusion une condition de non dégé-
nérescence au point de départ de la diffusion pour que celle-ci posséde une den-
sité € ([St]).
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