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SUR LE THEOREME
DE L'INDICE DES FAMILLES

R. LEANDRE

INTRODUCTION : Cet article est destiné a simplifier le traitement probabiliste inter-
venant dans la preuve de J.M. Bismut du théoréme de 1'indice des familles ([B.1]).
I1 est aussi destiné a en faire une présentation pédagogique. Nous ferons ainsi un
grand nombre de rappels géométriques destinés aux lecteurs probabilistes et un grand

nombre de rappels probabilistes destinés aux non probabilistes.

I. GENERALITES ET MOTIVATIONS :

I.1) Position du probléme :

Soient V une variété C compacte de dimension d et deux fibrés vectoriels
E » VetF * V au-dessus de V (c'est-a-dire deux familles d'espaces vectoriels de
dimension constante Ex et Fx paramétrés par x ¢V, dépendant de fagon c” de x). Soit
P un opérateur différentiel d'ordre m appliquant 1'ensemble des sections c” de V
dans E, noté r”(v,E), sur l'ensemble des sections ¢” de V dans F, I"(V,F) (c'est-a-
dire l'ensemble des applications "¢ de V dans E:x > 9(x) eEx). Rappelons que seule
la partie d'ordre m de P posséde en coordonnées locales une signification intrinsé-

que : c'est une matrice a4 dim E colonnes et dim F lignes dont les coefficients aij
5(@)
sont des opérateurs différentiels de la forme z (a)(x) ( y» X appartenant
la|=m

av ( R localement), et (o) étant un multi-indice sur Rd Notons a; (x £), xeV,

5eZR le polyndme en &, Iy J.(ot)(x)(,l £)*. On dit que P est e111pt1que si pour
laf=m =
tout x de V,

(1.1) Inf |det (a, .(x,£))|>O0.
i,j
[el=1
Cette expression s'interpréte de facon correcte en utilisant le fibré cotangent
de V: ainsi (x, E)-*a j(x ,E) apparait comme une fonction définie sur ce
cotangent ([Tr]). Mais, comme notre souci est de montrer la philosophie des choses

et non d'étre rigoureux, nous n 'insisterons pas.

Rappelons quelques propriétés des opérateurs elliptiques ([Gi]) : ce sont des
opérateurs de Fredholm de r°(V,E) dans T (V,F), essentiellement car V est compacte

(Nous omettrons de parler d'espaces de Sobolev). Lorsque 1l'on a un opérateur de
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Fredholm P, on définit son indice par la formule :
(1.2) Ind P = dim Ker P - dim Coker P.

L'objectif du théoréme de 1'indice d'Atiyah-Singer est de donner une formule expli-

cite de 1'indice d'un opérateur elliptique P ([A-S.1], [A-S.2]).

Supposons maintenant que 1'opérateur P dépende de fagon c” d'un paramétre y
appartenant a une variété compacte B. On le notera P_. Son noyau Ker Py est donc
un sous-espace de dimension finie de 1l'ensemble I‘W(V,E), et son conoyau Coker Py
un sous-espace de dimension finie de 1l'ensemble FW(V,F). Considérons un ouvert 0 de
B, tel que la dimension de Ker Py et Coker Py reste fixe sur 0 : Ker Py et Coker Py
définissent alors un fibré au-dessus de 0 ([A-S.3]). Mais ils ne définissent pas de
fibré au-dessus de B, a cause des sauts de dimension éventuels. Toutefois, la diffé-
rence dim Ker P_ - dim Coker P_ ne dépend pas de y. Cela suggére que la "différence"
du noyau Ker P_ et du conoyau Coker P_ définit un "fibré" au-dessus de B. Reste a
définir ce qu'on entend par "différence" de deux fibrés. Faisons au préalable la
remarque suivante : soit Y un isomorphisme du fibré E' > V sur le fibré E » V, c'est-
a-dire un difféomorphisme de E' sur E qui coincide avec 1'identité sur V et qui
applique la fibre de E' en x sur la fibre de E en x au moyen d'un isomorphisme liné-
aire. Considérons un autre isomorphisme ¢ du fibré F » V sur le fibré F' > V.
) oPyo Y= P; est uﬁ opérateur elliptique d'ordre m appliquant {W(V,E') sur Fm(V,F').
Coker P_ et Coker P_ sont isomorphes, ainsi que Ker Py et Ker Py' Cela justifie que
nous ayons a définir la "différence" Ker Py - Coker P_ a un isomorphisme de fibré

sur B prés. Ceci est 1l'objet de la K-théorie ([Gi], [A]).

Considérons 1'ensemble de tous les fibrés vectoriels complexes au-dessus de
B, muni de 1l'opération somme directe : on identifie deux fibrés vectoriels s'ils
sont isomorphes. L'opération somme directe est compatible avec notre identification,
et on obtient ainsi un demi-groupe. Lorsque l'on a un demi-groupe, on peut cons-
truire un groupe. Dans le cas de IN, on obtient Z. Dans la situation présente, on
obtient le groupe de Grothendieck K(B) qui permet de "retrancher" les fibrés a
équivalence prés. Si E » B est un fibré vectoriel au-dessus de B, on notera [E]

1'élément de K(B) théorie associé (cf. la remarque 1 aprés la bibliographie).

Nous pouvons maintenant donner une formulation exacte du probléme. Soient M,
V, B trois variétés compactes : supposons que M > B est une fibration de fibre V
(localement, M est de la forme BxV). Au niveau des notations, cela se traduira par
les conventions suivantes : y est 1'élément générique de 1'ensemble des paramétres
B, x 1'élément générique de la fibre Vy. Les indices correspondant a y ¢ B seront des
lettres grecques, ceux 4 x des lettres romaines. Introduisons deux fibrés vectoriels

complexes au-dessus de M, E+M et F->M. Par restriction, ils définissent des fibrés
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vectoriels complexes Ey > Vy et Fy > Vy au-dessus de la fibre V_ de yeB. Soit P un

opérateur différentiel de r”(M,E) dans I (M,F), qui sur chaque fibre V_ s'identifie
a un opérateur Py elliptique d'ordre m, qui applique F“(Vy,Ey) sur r“(vy,Fy). On
cherche a définir 1'indice de la famille Py[Ind P], au sens de la K(B)-théorie, de

facon a ce qu'il posséde les propriétés naturelles suivantes :

i) Si dim Ker Py et dim Coker Py ne dépendent pas du paramétre y, Ker P_ et
Coker Py définissent des fibrés au-dessus de l'espace des paramétres B, et 1l'on doit

avoir naturellement :
(1.3) [Ind P.] = (Ker P.] - [Coker P.].

ii) [Ind P.] ne dépend que du terme de plus haut degré de P., et si les famil-
les P. et Q. sont homotopes dans la classe des opérateurs différentiels elliptiques,

on doit avoir naturellement [Ind P.] = [Ind Q.] (stabilité de 1'indice).

Atiyah et Singer procédent alors de la fagon suivante pour construire
[Ind P.] ([A-S.3]) : ils remarquent d'abord que le fait que V est compacte et que
Py est de conoyau de dimension finie implique qu'il existe un nombre fini de sec-

tions C~ (® ,...,w;) de M dans F telles que la famille d'opérateurs Qy de

r”(vy,Ey) o ¢? dans r“(vy,ry)

(1.4) (%,

]
. 1,...,Aq) > Py(wy) + I L

y
soit une famille d'opérateurs de Fredholm surjectifs. La famille d'espaces vectoriels
de dimension finie y - Ker Qy constitue donc un fibré vectoriel au-dessus de B.

Comme on introduit q variables supplémentaires Al,...,Aq, il est naturel de poser :
(1.5) [Ind P.] = (Ker Q.] - (€91,

[¢%] désignant 1'élément de K(B)-théorie du fibré trivial BxC? au-dessus de B. Il
s'agit donc de calculer [Ind P.]. Mais que signifie calculer [Ind P.] ? Ce que 1l'on
sait bien "calculer", ce sont des classes de cohomologie. A chaque élément de K(B)-
théorie, on va essayer d'associer un élément de la cohomologie de B. Pour cela, on
procéde ainsi : soit E > B un fibré complexe au-dessus de B ; on définit son carac-
tére de Chern ch(E) de la facon suivante : on munit E d'une quelconque connexion

VE dont la courbure est notée RE (voir le chapitre I.2 et I.3 & ce sujet). R? est
une 2-forme a valeurs dans 1'ensemble des morphismes linéaires de la fibre Ev de E.

L'ensemble des formes de degré pair & valeurs dans € est un anneau commutatif. On

. R . R T 1 R
peut définir exp [-EE;] de la facon habituelle : exp [-Ez; = nEO a1 2:7) - La

remarque essentielle est que cette somme est finie. De plus, c'est une forme de
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degré pair a valeur dans l'ensemble des isomorphismes linéaires de E. Sa trace

tr (exp [- %%; 1) est donc une forme de degré pair & valeurs dans €. La propriété
essentielle ([D-N-F], [Gi]) est que sa classe de cohomologie ne dépend pas de la
connexion VE choisie initialement. Cette classe de cohomologie est par définition le
caractére de Chern ch(E) de E. On vérifie immédiatement que si deux fibrés complexes
E-+>BetE - B sont isomorphes, ch(E) et ch(E') coincident, et que 1l'on peut donc
définir ch([E]) sans ambiguité. De plus, la partie de degré 0 de ch[E] est égale a
la dimension de E. Plus généralement, si E » B et F > B sont deux fibrés complexes,

on a :
(1.6) ch ([EeF]) = ch ([E]) + ch ([F]).

On peut donc prolonger ch en un morphisme de K(B) dans le groupe de cohomologie de
B. Le fait remarquable ([Gi]) est qu'il est injectif. Il suffit donc de calculer
ch ([Ind P.]) pour déterminer [Ind P.].

Remarque : En fait c'est un isomorphisme de groupe entre K(B) et le groupe de coho-

mologie paire de B ([Gi] p. 235).

Remarque : Nous ne considérons i:i que des opérateurs Py et des fibrés vectoriels

en fibre Ey dépendant de fagon C de y. En fait, Atiyah et Singer considérent le cas
d'opérateurs Py dépendant de fagon continue de y. D'autre part, ils traitent le cas
d'opérateurs pseudo-différentiels. Nous éviterons au maximum de le faire, dans un

souci pédagogique.

I.2) Le formalisme de Quillen :

Notons H:y 1'espace des sections de Vy dans E et HT y 1'espace des sections
’

de Vy dans F. On se restreint évidemment & des sections C . H: et HT définissent
. se

deux fibrés de dimension infinie au-dessus de B. P. est un morphisme linéaire de H:
dans H_ . Notons H' 1'image de P_ et H un supplémentaire du noyau de P_. P_ est
) =5y y +y y Uy

un isomorphisme de H; ¥ dans H: v Formellement, on a, au niveau de la K(B)-théorie :
’

[Ind P] = [Ker P. - Coker P.] =

(1.7) f ' P ')
= [Ker P.OH+" - (Coker P.OH_‘)] = [H+.] - [H_.].

Formellement, on cherche donc & calculer le "caractére de Chern" de la "différence'

de deux fibrés de dimension infinie. Pour ce faire, on ne peut utiliser la formule :
(1.8) ch [H: -H ]=ch [H: ] - ch (H ]

ne serait-ce que parce que les termes de degré 0 de ch [H: ] et de ch [HT ] sont
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égaux a la dimension de ces espaces, c'est-a-dire & +e. Toutefois, on peut annuler
directement les divergences apparaissant dans ch [H: ] et dans ch [HT ] ¢ en théo-
rie quantique des champs, c'est 1'objet des calculs ;upersymétriques ([S p. 93] ;
on peut aussi consulter [L-J] pour un exemple surprenant). Le mot "super" est ici
issu de la physique, ou il intervient dans des théories qui postulent une symétrie
entre les bosons (particules transmettant une interaction, qui obéissent a la sta-
tistique de Bose-Einstein) et les fermions (particules qui interagissent, qui

obéissent a la statistique de Fermi-Dirac).

Quillen ([Q]) a proposé un formalisme qui permet de calculer directement le
caractére de Chern de la différence de deux fibrés de dimension finie, sans devoir
calculer le caractére de Chern de chaque fibré. Rappelons briévement son formalisme,

avant de l'étendre a la dimension ». Soit ES = E+_0E_ un super-espace vectoriel.

Désignons par m, la projection sur E+ suivant E;. Notons ?5 1'involution donnant

E,

le grade du super-vecteur appartenant a Es :
(1.9) Yg =1 - Tp -

End ES est muni d'une graduation, les éléments pairs commutant avec T et les élé-

ments impairs anticommutant. Ainsi un opérateur U appartient a End+ ES si matriciel-

E, |07 o
lement, il est de la forme _| et il appartient & End_ Es, si matriciel-
E_ |0 U_
o ut v,
lement, il s'écrit + . Soit U = ) un élément de End Es' On
U 0 U U

appelle supertrace de U la quantité TrS U="Tr UI - Tr U:. Alors que la trace d'un
opérateur U s'annule sur les commutateurs [U,V] (Tr (UV - VU) = 0), la supertrace

U d \'
s'annule sur les supercommutateurs [U,V]s (Trs (uv - (--1)deg €8 ¥ yu) = 0, lors-
que U et V ont un degré).

Donnons maintenant un exemple simple de super-espace : supposons que
ES = AIRd, algébre extérieure complexifiée de Rq. AIRd se décompose en

PR d :
A, RdOA_ Rd, A, Rd étant 1'espace des formes de degré pair et A_R celui des

d d
formes de degré impair. Soit n, une p-forme psd : l'application de AR dans AR

(1.10) n > n An

est un élément de End, (A'Rd) si le degré de n_ est pair et un élément de
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De la méme fagon que 1'on peut faire dépendre un espace vectoriel d'un para-
métre (théorie des fibrés), on peut faire dépendre un super-espace d'un paramétre.
Plus précisément, soient B une variété c” compacte de dimension n et E 1 B un fibré
vectoriel complexe dont la fibre Ey est modelée sur un espace E . Soit A(B) 1le
fibré des formes extérieures 3 valeurs dans € au-dessus de B. On peut définir le
fibré AP(B) oE des formes extérieures de degré p a valeurs dans E. Dans ce cas
A(B) oE = 3 AP(B) ¢E est un A(B)-module a gauche, et localement, toute section c”

P
de B dans A(B) ®E s'écrit & ni(y) e ni(y) une forme extérieure a valeur complexe

et e, un vecteur fixe de Eo' De plus, le z/ZZ degré de nl(y) e coincide avec celui

i L
de nl(y). Dans le cas ou 1'on a un fibré vectoriel complexe ES > B dont la fibre

est modelée sur un super-espace fixe Es o* ©on peut encore définir le fibré vectoriel
’

A(B) OES = 1 AP(B) OES des formes extérieures i valeur dans Es’ toute section locale
p

de 1\()3.)0Es s'écrivant % nl(y)ui. Toutefois, la Z/ZZ graduation de ni(y) e coincide
avec le produit dans Z/ZZ des Z/ZZ graduations de r]1 et de u,. Pour marquer cette

différence, nous utiliserons la notation A(B)3ES plutdt que la notation A(B)OES.

Nous allons maintenant définir 1'analogue d'une connexion dans le contexte des
super-espaces : ce seront des super-connexions. Rappelons d'abord ([Gi] p. 88) qu'une

connexion V  est un opérateur d'ordre 1

00 V 00
(1.11) r (B,E) ——> T (B,A(B)®E)
tel que pour tout feC (B), tout ¢ eT (B,E)
(1.12) V. (fFep) =dfep+ £V, o.

Vv s'étend convenablement en un opérateur d'ordre 1 de I (B,A(B)®B) tel que pour
tout ®eT (B,A(B) ®B) et toute forme ner (B,A(B)),

(1.13) V.(nA®) = dnAp+ (-1)%%8 N nav @,
On remarque que si e r”(B,E) et si feCm(B),

(1.14) vi(fep) = £9% .

Donc V? est une section de B dans AZ(B) eEnd E (en d'autres termes, V? est une 2-

forme & valeur dans End E). C'est le tenseur de courbure de la connexion V_ . En
coordonnées locales, il existe une 1-forme a valeurs dans End Eo, notée A'(y), qui

posséde la propriété suivante : soit ®(y) = an(y) e;s Ny étant une forme a valeurs
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dans C et ei un vecteur fixe de Eo' On a alors :

. i,
(1.15) V.0(y) = zdn'(y)e, + 5(-1)%e8 1 N (9 AA(Y) e, .

De plus, 1'opérateur A qui a ¢ associe dans (1.15) 1'expression

i
z(-1)9e8 "

nl(y)/\A(y)ei est un opérateur impair au sens oi A(nA®) = (-1)deg n n.

K(O) pour toute forme n a valeurs dans C.

Pour définir une super-connexion, il faudra tenir compte du fait qu'une gra-
duation supplémentaire intervient. Au niveau des notations cela se traduira que
nous utiliserons le symbole & plutdt que e. Introduisons 1'ensemble des formes de
B a valeurs dans End ES, noté A(B) @ End Es. Considérons deux sections de B dans
End Es notées U et U' et deux formes n et n' définies sur B & valeurs complexes.

Posons :
(1.16) (au)(n'su') = (-1)de8 U des ' (105 uu').

A(B) ® End ES est ainsi muni d'une structure de super-algébre. On fait agir

A(B) @ End Es sur A(B) GES en posant si U est une section de B dans End Es’ e une

section de B dans ES et n, n' deux formes 4 valeurs complexes :

1
(1.17) (160X (n*ée) = (-1)8 U 4B 1" o rpigyy,
0 U,
En particulier, si U = , on a :
vtoo
(1.18) U(ne) = (-1)%8 M quce)

(ou si 1'on préféere (18U)(nde) = (-1)deg M neu(e))
et non U(ne) = nU(e) ((1eU)(nee) = nelU(e)), ce qui serait la relation obtenue si
1'on ne tenait pas compte de la z/ZZ graduation supplémentaire. On dira dans ce

cadre qu'un élément V de A(B) @ End ES est pair si V(n®e) = V(ne) = nV(e) et est

impair si V(ne) = (-1)deg T nv(e) (nous omettrons d'écrire les  pour simplifier

1'écriture). Localement, toute section d'opérateurs pairs s'écrit

2 ni(y) an,+ + Eni(y) ;Ui,-’ ni étant une forme complexe de degré pair et U,, un

i+

élément fixe de End Es de degré pair, alors que nf et Ui- sont de degrés impairs.
' o .

Localement, toute section d'opérateurs impairs s'écrira an(y) Ui+ + Eni(y)Ui_,

le signe ® ayant été omis pour simplifier. De plus, ce formalisme permet d'étendre

a A(B) 3End E_ la notion de super-trace en posant :
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(1.19) Trs (nu) = nTrs U.

On peut maintenant donner la définition suivante :

Définition I.1 : On appelle superconnexion un opérateur différentiel V impair du

premier ordre qui agit sur A(B) OE et tel que pour tout nerl “(B,A(B)) et tout
@erT (B.A(B)GES), on ait :

(1.19) v (W = dne + D% oo

Il y a "beaucoup plus' de super-connexions que de connexions. Pour s'en ren-
dre compte, nous allons regarder la forme d'une super-connexion en coordonnées
locales. Il existe des 2p+1 formes AI P(y) a valeurs dans End E_ o’ des 2p+1

’ ’
formes A_ p(y) a valeurs dans End E_ |, des 2p formes Af P(y) a valeurs dans
’ ’ ’
End [E+,°, E-,o] et des 2p formes A+’p(y) a valeurs dans End [E_’o, E+,o] possé-
dant la propriété suivante : si la section % de B dans A(B)aEs s'écrit localement

Zni(y)ei+ + an(y)ei_, les e, et e, étant des vecteurs fixes de E+,o et de

E , on a:
-,0

v, 9@y = Zdn+(y)e + Ednf(y)ei_ +

d i +
+1(-1)%8 nt ny(y) {z Ay (e +
(1.20) i
+z At (y)e, } + z(-1)9°8 N nf(y)
P i+
P
{IE’A_,p(y)ei_ + gA_hp(y)ei_}.

Ainsi, contrairement aux connexions, une super-connexion peut augmenter le degré

d'une p forme i valeurs dans Es d'un degré arbitraire. Si 1l'on adopte le systéme

de notation de [B-V], introduction, on peut décomposer VS en
w01 4 gltl 4 y[nd) gld]
s s s s

ol
s

transformant une p-forme en une p+i-forme. Nous

dirons que (1]

est la partie de rang i de la super-connexion V . V est alors

une connexion. On remarque que Vi vérifie encore (1.14) car Vs vérifie (1.19).
Vi est appelé courbure de la super-connexion. On la notera Rs. Dans 1'appendice de

la partie II, nous calculerons quelques courbures.

Dans le cadre d'un fibré ordinaire, Tr exp [- %%] est indépendant en cohomo-

logie de la connexion choisie sur le fibré E. Conformément i notre philosophie,
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iR
Trs exp [- 2—:] est indépendant en cohomologie de la super-connexion choisie sur le

super-fibré Es' Or il y a une super-connexion particuliérement simple sur le super-

fibré Es. Soient V+ une connexion sur E+, et V_ une connexion sur E_. V+' Vv définit

R 0
une super-connexion sur ES = E eE_. Sa courbure RS est égale a + » R et
0 R
R_ désignant la courbure de V, et de V_. De plus, R
iR
+
iR exp [ 3m 0
exp [-2—: = . On a donc
iR_
0 exp [- o
iR iR iR
(1.21) Tr_ exp [-=—=] = Tr exp [- —i] - Tr exp [- 5—
s 2 2 2m -
Ceci achéve de prouver le théoréme suivant :
iR

Théoréme I.2 (Quillen) : Soit une super-connexion Vs sur ES. Trs exp [- —27"-5-] est un

représentant en cohomologie de ch ([E+] - [E_D.

I.3) Famille d'opérateurs de Dirac :

L'introduction des objets qui suivent est motivée par la remarque suivante :

82 32 82 82 4
Soit A = -3 + - + - + - le Laplacien sur R'. En général, il est impossible
axl 3x2 8x3 Bx4

de trouver une racine carrée de -A qui soit un opérateur différentiel d'ordre 1. Le
prix a payer a cette fin est le suivant : si il existe un espace vectoriel S(Rl‘) et
des matrices 01, 02, 03. 04 qui agissent sur cet espace, et telles que

2

0, =-I, 0,0, + 0,0, =0, alors 1l'opérateur vectoriel

i i’j joi —_—

0 2 + 0 2 + 0 2 + 0 2 est une racine carrée de -A. Reste a construire
1 Bxl 2 3x2 3 8x3 4 BxA

ces matrices (de Dirac) et cet espace.

Rd est 1l'espace canonique euclidien de dimension d ; epseesey désigne la
base canonique orientée directe de Rd. Cliff (Rd) est 1l'algébre de Clifford asso-
ciée, c'est-a-dire la plus petite algébre réelle contenant Rq assujettie aux condi-
tions :

= _9sd
(1.22) e; ey + ejey 261.

L'algébre de Clifford est ainsi un espace vectoriel réel de dimension Zd, qui
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ressemble fort & une algébre extérieure, mis & part que l'on a ici ei = -1 et non

dei/\dei = 0 (cf. chap.III). Si J = jy<...<jy est une partie de {l,...,d},

e.=e, e, ...e, constitue une base de Cliff (Rd). On peut munir Cliff (Rd)

S SR Ik

d'une structure euclidienne de facon & ce que cette base soit une base orthonormée.

L'intérét d'introduire Cliff (Rd) est que 1'on peut représenter simplement les

éléments du groupe orthogonal en remarquant que si ve Rd, lvii = 1, 1'application

p, de CLiff (Rd) dans Cliff (Rd) u > vuv applique r¢ dans Rd et coincide avec la

symétrie orthogonale de vecteur v dans Rd. Cette remarque permet de construire le

revétement universel de SO (d) dont le ™, est Z/ZZ lorsque d2 3. En effet, considé-

rons 1l'application transposition t de Cliff (Rd) dans Cliff (Rd) : t(ej TERFLY ) =
1 k

RN ([Gi] Ch. 3.2). A v élément de Cliff (Rd) associons 1l'application oy

J
k 1
qui applique Cliff (R ) dans Cliff (R ) :

(1.23) u > Yvuv.

u->p, est un morphisme multiplicatif.

Si d est pair et >2, notons Spin (Rd) le sous- groupe multiplicatif des élé-
ments de Cliff (Rd) tels que viv=1. si veSpin (R ), o, est un élément de SO (d),
et 1l'application p réalise un morph1sme surjectif de Spin (R ) dans SO (d) de noyau

/ZZ ([Gi] Ch. 3.2), et donc Spin (R ) reahse le revétement universel de SO (d).
L' algebre de Lie de SO (d) et de Spin (R ) coincide donc, et sont égales a 1'es-
pace G,(R ) des matrices anti-symétriques a coefficients réels a d lignes et a d
colonnes. Toutefois, il faut se garder de faire des identifications purement for-

melles. Ainsi, si A = (a )e G(R ), on identifie A avec 1'élément % %—a dxi/\dxj

de Az(Rd) (espace des 2 bornes sur & ) et avec 1'élément % za, Y de

Cliff (R ). Ce dernier % peut sembler surprenant, mais il s'explique de la fagon

suivante ([Gi] 3.3). Soit t » g(t) un chemin C~ & valeurs dans SO (d) tel que

g(0) = I, et g'(0) = A. Si on le remonte en un chemin & valeurs dans Spin (Rd),
. Spin ®%)

de sorte que le diagramme o soit commutatif, on obtient

(0,11 —2— s0 (a)

h'(0) = % a,. e, e.. Pour s'en convaincre, on considére la courbe g(t) dans SO (d).

g(t) ey =cos te, + sin te,

(1.24)

0
~
[nd
~
o
[}

cos te2 - sin te1

o
—
t
~
(0]
[}

e, j23.
3 J
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0 -
g'(0) =|1 0 O/. On remonte g(t) dans Spin (RQ) en posant :
0
= t in b
(1.25) h(t) = cos 7 +sin e, e

de sorte que h'(0) = % e, e = % Tajce; e

Pour accomplir le programme annoncé au début de cette section, il ne reste

plus qu'a interpréter chaque e, comme une matrice. Dans toute la suite de cet arti-

cle, nous supposerons que d = 2%, et nous complexifierons Cliff (Rd). De la struc-

ture euclidienne sur Cliff (Rd), on déduit une structure hermitienne sur Cliff (Rd)
complexifié. Soit j<&, et soit vy 1'application de Cliff (RQ) complexifiée dans

elle-méme définie par :

(1.25) u>iuey, e,

et soit Y5 1'application

(1.26) u - il e e.u
. REERTLRR

I1 est important de bien faire la distinction entre la multiplication & droite par

u dans (1.25) et la multiplication a gauche dans (1.26). Les Yj et les ?5 sont des
endomorphismes unitaires. De plus, on a Y? =1, Yin = YjYi si i#j, et ?g =1.
Comme les y, commutent, on peut les diagonaliser simultanément. On décompose ainsi

Cliff (Rd) en une somme directe I OF(e )’ chaque sous-espace F(e ) étant carac-
5 .
térisé par le fait que Yj = sj sur F(e ) (sj =+l, j=1,...,2). Comme les
J
actions a droite et a gauche de Cliff (Rd) sur Cliff (Rd) commutent, chaque espace

F(€ ) est stable par l'action par multiplication a gauche de Cliff (Rd). Choisis-
k|

sons un de ces sous-espaces et appelons le Sd’ espace des spineurs. ?5 laisse inva-
riant Sd. Comme (*}'5)2 = 1, on décompose Sd en la somme orthogonale directe de

S;'osé : si ues;, Qs(u) =u, et si ues;, §S(u) = -u. Comme il y a ZQ combinaisons

possibles de (81""’eg) et comme tous les F(e ) sont isomorphes, Sd est de dimen-

sion complexe 22. Ainsi Cliff (R@) complexifiée de dimension ZZQ, s'identifie par
multiplication & gauche & une algébre de matrice sur Sd’ les relations de commuta-
tions (1.22) se conservant. Enfin, Sz et S; sont de dimension 2’?'-1 ([Gi] 3.2).

I1 y a une autre facon d'introduire les espaces de spineurs. Il est possible
d

en effet d'identifier Rd a Cz car d est paire (le probléme est que cette identifi-
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cation n'a rien de canonique ; cela sera important quand on fera dépendre nos

espaces de spineurs d'un paramétre). On considére 1'algébre extérieure complexe

A(Cz) = A(Cl). Elle est de dimension Zl sur €. On la munit du produit hermitien
usuel, si bien que A(Cl) se décompose en la somme orthogonale A+(¢l) OA—(¢1). On

fait agir Rd sur A(Cl) en posant, si ver? et si n est une p-forme extérieure :
(1.27) u.n = uAn - (int wn,
(int u)n étant la p-1 forme extérieure :

(1.28) (ul""’up-l) > n(ﬁ,ul,...,u ).

p-1
On vérifie ainsi que les opérations sur A(¢%) définies par (1.27) satisfont aux
relations de commutations (1.22). L'algébre de Clifford sur Rd étant unique & un
isomorphisme prés, on a construit Cliff (Rd) a partir de A(Gl), c'est-a-dire on a
construit Cliff (Rd) a partir de sa représentation sur l'espace des spineurs alors
que précédemment, on avait construit 1l'espace des spineurs a partir de Cliff (Rd)
(cf. [B1]). Ceci montre qu'il y a plusieurs fagons de construire 1l'espace des spi-
neurs. Les mathématiques étant bien faites, il va de soi que la représentation
obtenue est unique a isomorphisme prés (mais cela n'est pas une preuve). Le fait
que cette représentation est unique, seulement & isomorphisme prés, est ce qui va

poser probléme lorsqu'on va faire dépendre nos espaces de spineurs d'un paramétre.

Introduisons en effet une variété V compacte orientable, munie d'une struc-

ture riemanienne pour le produit scalaire < , >,. En général, il est impossible de

globaliser a V la construction ponctuelle que lyon a fait précédemment ([Gi]

Ch. 3.3). Lorsque ceci est possible, nous dirons que la variété V est spinorielle.
Notons SO (V) le fibré des repéres orthonormés directs au-dessus de V : on obtient
dans ce cas un autre fibré, appelé fibré du groupe des spineurs, noté Spin (V), de

fibre Spin (Rd), tel que le diagramme suivant soit commutatif :
SO (V
o 250 M
(1.29) Spin (V) ——> V.

Le noyau de p dans (1.29) est égal a Z si d =22, £>1. De plus, le fibré de

/22
Clifford Cliff (V) complexifié s'identifie i un fibré en algébres de matrices agis-
sant sur le fibré des spineurs S(V), de fibre Sq- S(V) est un fibré hermitien, se

+ -

décompose en deux fibrés orthogonaux de fibre Sd et Sd. En d'autres termes, S(V) est

un fibré en super-espace, car Sd se décompose en S; os;. Un vecteur tangent de V

réalise une application de S(V) qui permute S+(V) et S_(V). Au sens de la termino-

logie donnée dans la section I.2, ce vecteur tangent définit un endomorphisme
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impair de S(V).

Rappelons qu'il existe une seule connexion VV sur TV possédant les deux pro-

priétés suivantes :

- elle est sans torsion (VXY - VYX - [X,Y] = 0 pour tout champ de vecteurs X
et Y)

- elle préserve la métrique ; ce qui signifie que pour tout champ de vecteurs
X, Y, Z sur TV,

(1.30) Z<X,Y>V = <VZX,Y>v + <x,vZY>v.

Cette connexion s'appelle la connexion de Lévi-Civita sur TV. Elle se prolonge en

une connexion sur Cliff (V), Spin (V) et S(V). Soit ¢ un élément de S,. En coordon-

q
nées locales, on a ainsi :

v - _q,ydegn 1
(1.31) V' no=dne+ (-1) nt g <V.ei,ej>eiejq),

(ei) désignant une section locale de base orthonormée de TV. Dans (1.31), ¢ ne dé-

pend pas de x¢V, mais la forme n dépend de x. (1.31) s'écrit aussi,

v =0 1
(1.32) v o(x) = axi P¥(x) + 3% 7<%, ei,ej>v eie.j o(x),

axi Bxi
les coordonnées X, constituant un systéme de coordonnées locales de V et les ei(x)
un systéme de vecteurs constituant une base orthonormée locale de TV. Le % qui appa-
rait dans (1.32) et les relations (1.22) permettent de montrer que si X(x) est un

champ de vecteur local de TV, alors

(1.33) v, (X)) = v X)) 9x) + X(x) vva o(x).

Bxi axi axi

La premiére dérivée covariante apparaissant dans (1.33) est la dérivation covarian-
te du champ de spineur X(x)@(x), la deuxiéme celle du champ de vecteurs X(x) inter-
prété comme champ de matrices sur Sd’ et la troisiéme celle du champ de spineurs

© (x). On peut maintenant construire 1l'opérateur de Dirac. Introduisons un fibré
auxiliaire hermitien £ au-dessus de V, muni d'une connexion unitaire VE. Soit

® ®y une section Cc” de V dans S(V) ®£, c'est-a-dire un élément de r°(v,s(V) e £), et
soit (el,...,ed) une section locale de SO (V). Posons :

'

(1.34) D(® ey) = 3(e, V,

g
icp)ow + Zeiepcvelw.

Cet opérateur est bien défini : il ne dépend pas de la section locale choisie de

SO (V). C'est donc un opérateur d'ordre 1 qui agit sur r°(V,S(V) ®£) et qui permute
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FQ(V,S+(V) eE) = H:. C'est donc un opérateur impair au sens de la section I.2.

Munissons H~ = EZOHT de la structure suivante d'espace pré-hilbertien :

2 _
(1.35) le oyl = Lv'<”(X)'W(X)>sx(v) <w(x),ep(x)>Ex dm(x),
dn(x) désignant la mesure riemannienne sur V. L'opérateur de Dirac D est dans ce cas
formellement auto-adjoint. De plus, il est elliptique. Enfin, il répond en partie
au probléme posé initialement de la recherche d'une racine carrée du Laplacien (mais

nous renvoyons a la section III.3 & ce sujet).

I1 ne reste plus qu'a construire la famille d'opérateurs de Dirac avec laquelle
nous travaillerons. On munit la variété M d'une structure de variété riemannienne
pour le produit scalaire < , >M' Les fibres de la filtration M -Eé-B héritent a par-
tir de la structure riemannienne sur M d'une structure riemannienne. De plus, on
suppose que chaque fibre Vy est de dimension paire, est orientable et est spinoriel-
le. On en déduit des fibrés Spin (V ), SO (V ), Cliff (V ) et S (Vy). Comme la
structure spinorielle sur V n'est pas unlque, nous devons faire une hypothése sup-
plémentaire : les fibrés precedents dépendent '"de facon C 1 de y, c'est-a-dire défi-
nissent des fibrés au-dessus de M. Sur la variété M, introduisons enfin un fibré
complexe hermitien £. On peut faire dépendre la construction précédente de 1'opé-

rateur D du paramétre y. HT v est l'espace des sections c” de Vy dans S+ (Vy) LE
t, +

H; = H: yolff v est ainsi une fibre en super-espace de dimension infinie au-dessus
’ ’
\'

de B. Soit V ¥ la connexion de Lévi-Civita sur Vy et V7 la restriction a Vy de la

g

connexion unitaire V> sur £. Si x »> (e y(x),...,e (x)) est une famille de sec- .

tion locale de SO (V ), si x> v (x)o w (x) est une sect1on de Vy dans S(V ek,

on pose :

Dy(cpy°wy)(>c) =3( (x)v ( ) @y (x))°'l) (x) +
(1.34)"

()()‘Ey (x)
+ X)9 (x)oV Y (x).
e, y( x) 'y

D, est un opérateur impair du fibré en super-espace H?.
I.4) Programme de la démonstration :
Le programme de la démonstration de Bismut est alors le suivant :

-]
i) H, étant muni d'une graduation naturelle, donner une définition natu-

relle d'une superconnexion sur Hf de fagon a ce que le théoréme I.2 reste valide.

ii) Choisir une "bonne" super-connexion dépendant d'un paramétre e de facon
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a ce que le probléme du calcul de la super-trace intervenant dans le théoréme I.2

apparaisse comme celui d'un développement semi-classique.

iii) Calculer cette limite au moyen d'une représentation stochastique conve-
nable. C'est uniquement a partir de ce moment que nous nous écartons des calculs
de Bismut. I1 est 4 noter que Berline et Vergne ([B-V]) n'utilisent pas de proba-

bilité pour calculer cette limite.

II. SUPERCONNEXION EN DIMENSION INFINIE :

II.1) Définition d'une super-connexion :

Rappelons que Hof constitue un fibré en super-espaces de dimensions infinies au-
dessus de la variété des paramétres B. Pour définir une super-connexion par analo-
gie avec la dimension finie, avec en vue la généralisation du théoréme I.2, nous
introduisons le produit tensoriel de A(B) avec H, c'est-a-dire 1'espace des for-
mes définies sur B & valeurs dans H:, noté A(B)eH . On peut construire cet espace
d'une autre fagon : en tout point x de la variété M, choisissons un sous-espace
THM de 1'espace tangent en x a M, supplémentaire & 1'espace tangent en x a la
fibre V_. Supposons que la projection TH -+ M dépende de fagon c” de X, si bien que
THM définit un fibré vectoriel au—dessus de M. De plus, THM s'identifie naturelle-
ment grice i la projection de M dans B & 1'espace tangent en y & B, si xeV_. L'es-
pace des sections ¢” de B dans A(B)eH , T (B,A(B) oH”) s'identifie naturel)]’.ement
a 1'espace des sections C de M dans A(’I’HM) e(Seg), noté I (M,m*(AB)® (SeE)). De
plus, localement, toute section de B dans A(B) oH™ s'écrit In(y) oep (x), (p (x)
étant une section ¢” de V dans Sef, dépendant de facon c” de yeB, et n une forme
définie sur B a valeur dans C. En général, on ne peut, contrairement 4 la dimension
finie, supprimer la dépendance de ¥ en y¢B. Toutefois, le théoréme de Stone-
Weierstrass nous permettra de nous ramener au cas de In(y) e ®(x), ¢ ne dépendant

pas de y, au moins dans une premiére étape.

Définition II.1 : Une super-connexion V: sur H est un opérateur impair différen-

tiel du premier ordre sur r”(B,A(B) ® (S £)) possédant les propriétés suivantes :

i) Pour tout nel (B,A(B)), tout @el (B,A(B)e(SeE)), on a :

(2.1) V(n®) = dnw + (-1)38 N q vo.

ii) La partie de rang 0 de la super-connexion est un opérateur différentiel

d'ordre 1 en xevy, qui coincide avec 1l'opérateur de Dirac Dy a un opérateur tenso-

riel prés. Les parties de rang >0 de la super-connexion sont des opérateurs diffé-

rentiels d'ordre 0 en x (c'est-a-dire des opérateurs tensoriels).
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Regardons en coordonnées locales la signification de cette définition : soit
M = BxV. Supposons que les e définissent un systéme de coordonnées locales sur
a a
B(asn). Si I = {a . <o }, posons dyI = dy 1A... Ady P. Soient n(y) une forme
définie sur B a valeurs dans C et ¢ une section c” de V dans Se® ¢, ne dépendant pas
de y. Il existe alors des opérateurs linéaires A y(x) de (SOE)x dans (Se g)x dé-
’

pendant de fagon c” de yeB et de xeV tels que :

(e (x) = dn(y) e(x) + (-1 N n(y)

(2.2) deg n I
D p(x) + 2(-1) n(y)Ady” A; (%) (x).
y I Y

Le fait que V: soit un opérateur impair se traduit par le fait que AI,y(x)
permute la parité des spineurs si #I est pair et la conserve si #I est impair. La
courbure R: de la super-connexion est 1'opérateur (V:)2 : c'est un opérateur tenso-
riel en y pair (comme produit de deux opérateurs impairs). Il existe des opérateurs
d'ordre 52, RI,y dépendant de facon c” de y, conservant la parité des spineurs si

#1 est pair et la permutant si #I est impair tels que :
(2.3) RL(n®) (x) = £ n(y) Ady" Ry LR
I

De plus R est d'ordre £1 en x si I#¢ et la partie d'ordre 2 de R est égale

L,y 8,y
a D; (nous calculerons en appendice les termes de cette courbure afin d'étre plus

explicite).

La remarque essentielle que 1l'on peut faire sur nos définitions est la sui-
vante : contrairement au cas de la dimension finie, on impose des conditions treés
fortes sur les coefficients de la super-connexion V:. Ceci est fait pour que la
super-connexion posséde des propriétés analogues a celle d'une super-connexion en
dimension finie ([Q]). Ainsi, en dimension finie, la forme tr V2n tr Rn est fer-
mée ([Q]), ce qui implique que la forme tr exp [-R ] est fetmee. Dans notre situa-
tion, tr (V )2 n'est pas définie, car des d1vergences apparaissent. Toutefois,

on remarque que (V y)2 = R: v est un opérateur d'ordre 2 elliptique sur A(By) OHy
’

de partie d'ordre 2 D;. La quantité exp [-R: y] est donc un opérateur régulari-
’

sant, dont la supertrace est définie. On voit donc apparaitre 1'idée principale de

ce paragraphe : '"toute formule vraie en dimension finie ([Q]) qui conserve encore

un sens en dimension infinie est encore vraie en dimension infinie".

II.2) Théorie de Chern-Weil en dimension infinie :

Dans cette ligne d'idées, le théoréme le plus simple est le suivant ([B.1]
p. 112) :
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Théoréme II.2 : La forme sur B TrS exp [-R:] est fermée.

Schéma de la preuve : Il faut d'abord bien comprendre le sens des expressions que

1'on manipule. Plagons-nous en coordonnées locales, en utilisant les formules (2.2)

et (2.3). Il existe des opérateurs C pI’y(x,z) en (x,z)eVxV et en yeB tels que :

(2.4) exp [‘R:](nW)y(X) = i n(y) /\dyI IV pI’y(x,z)QP(z)dz =n(y). [py(x,y)cp(z)dz.

De plus Py y(x,z) conserve la parité des spineurs si #I est pair et 1'inverse
b
sinon, car exp [-R:] est pair. Trs exp [-R:] est alors la forme de degré pair sur

B définie par :

O I
(2.5) Tr_ exp [-Rs] = I dy

(f, Tr_ p. (x,x)dx) = [ Tr_ p_(x,x)dx.
#I pair Vos "Ly Vosy

Rappelons le principe de la preuve en dimension finie : comme Vs et Vﬁn com-

mutent, on a clairement [VS,Vin] = 0 et donc Trs [Vs,Vin] = 0. Localement,

Vo = d+A, A étant un opérateur tensoriel impair (1.20). Par suite, [d,Vin] =

-[A,Vzn], et donc TrS [d,Vzn] = -Trs [A,Vin]. Comme Vin est de degré pair, et ten-

i v Ri y étant un opérateur matriciel qui permute la parité
’ b
I

si #I est impair et la conserve si #I est pair. Comme A est impair, A = Idy AI’

soriel, Vgn = ):dyI R

AI conservant la parité si #I est impair et la permutant si #I est pair. Par suite,
Tr [A,Vzn] =-3 Tr [dyI R ,dyJ A']. I1 ne reste plus qu'a distinguer les 4 cas
s s 1J s I J

possibles et appliquer (1.19) pour montrer que Trs [A,Vin] = 0. Montrons maintenant

2n, _ 2n
que [d,VS ] = dvs

vecteur fixe de B de la fibre, indépendant de y (nous nous placons dans une trivia-

. Soient n une forme définie sur B 4 valeurs dans C, et e un

lisation locale du fibré). On a :

AT & = AT Ay Ry (@]

(2.6) % dn(y) Adyt R; (e) + 5 (-1)de8 n+#I n(y)AdyI/\dRi (e)
I Y I Y

V2% (an(y)e) + (a2 (n(y)e)

2n
s

2n _ 0.

ce qui montre la propriété. On a donc Trs dv s

=dTr_V
s
C'est le méme principe de démonstration que 1l'on utilise en dimension infinie,

Vzn étant remplacée cette fois par exp [-R:]. Comme exp [-R:] et V: commutent, on

a
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(2.7) TrS [exp [-RS],VS] = 0.
Si nous écrivons la formule (2.2) de la facon suivante,
L} oo -]
(2.2) Vs(ne) (x) = dn(y) ©(x) + Ay (1),
A: étant cette fois un opérateur tensoriel en n d'ordre 1 en x, on obtient :
(2.8) dTrS [exp [-RS]] = -Trs [As,exp [—Rs]].

I1 ne reste plus qu'a exprimer que cette derniére quantité est nulle, car exp [-R:]
est de degré pair et régularisant. Comme A: est a priori un opérateur différentiel

en xeV, on peut le régulariser en un opérateur A:(e) :
(2.9) A ) = DN ) asay’ [ A (e)(x,2)9(2)ds.
s y I ViI,y

AI y((-:) applique la fibre de Sef au-dessus de z sur celle de Se & au-dessus de X,
’
et conserve le signe des spineurs si #I est impair et le permute si #I est pair

(A:(s) est impair).

On obtient ainsi :
As(s) exp [-Rs](nw)y(x)

= 3 (_l)deg n+#1
1,J
(2.10) exp [-R:]A:(e)(nm)y(x) =

n(y) Ady‘]AdyI IVxV AI’y(s)(x,z) pJ’y(z,z')GP(z')dz dz'.

5 (_l)deg n+#I

I J L} 1 L}
_ n(y) Ady™ Ady IVxV pJ,y(x,z)AI’y(e)(z,z Yo(z')dzdz'.

1 1 1
AI,y(E)(Z,z ) o(z')dzdz'.
On a alors :
Tr [As(e),exp [—RS]]

= I
#I+#J
impair

(-n#I+D# dy’ A dy” fuxv Tr {AI’y(e)(x,Z)pJ,y(z,x)}dz dx -

#I . I J
- z (-1)"" dy Ady f. Tr_ {p; (2,x) A_ (e)(x,2z)dzdx}
$T+#T VxV s J,y I,y
impair
= z dy
#I+4J
impair

(2.11)

I J
Ady IVxV Tr {AI’y(e)(x,z) pJ’y(z,x)

(‘1)#I Py y(z,x) AI’y(e)(x,z)}dxdz = 0.
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I1 ne reste plus qu'a remarquer que l'on a :
__hyHI
(2.12) Tr {AI’y(E)(x,Z)pJ,y(z,X) (-1) pJ’y(z,X)AI’y(e)(x,Z)} =0
pour montrer que TrS [A:(e), exp [-R:]] = 0. En faisant tendre € > 0, on a encore :
(2.13) Trs [As,exp [-Rs]] =

cette derniére expression n'étant pas formelle car exp [-R:] est régularisant =

En dimension finie, on montre ensuite que la classe de cohomologie .de Trs (R:)
est indépendante de la super-connexion ([Q]). En vertu de notre principe général,

on aura alors le :

Théoréme II.3 : Trs [exp [-R:]] est indépendante en cohomologie de la super-con-
nexion v: ([B.1] p. 114).

Preuve : La preuve est identique & celle utilisée en dimension finie ([Q] p.91).

Soit teR. Soient V: s et VT s deux super-connexions : posons comme d'habitude
’ ’

(2.14) vt’s = tVo,s + (1-t) vl’S

V: s est encore une super-connexion, si t est fixé. On grossit 1l'espace des para-
’

métres B en l'espace des paramétres Bx R. La différentiation extérieure dB eny
s'étend en d + at dt. La forme Tr [exp [-R:]] (t devient variable) est une forme

fermée sur B:{R. Notons py t(x,z) 1e noyau de la chaleur associé. On a :
’

(2.15) [exp [-R. 11 = IV Tr, py’t(x,x)dx + g(y,t) Adt.

s,Y,t

De plus, [ Tr p t(x x) dx est une forme sur B & valeurs complexes dépendant de
facon C” de t Il en est de méme pour g(y,t). Dire que Tr [exp [- R ]] est une

forme fermée sur Bx R revient a dire que :
a = -
(2.16) Ty IV Tr py’t(x,x)dx = -dg g(y,t).

Cela signifie que IV Trg Py t(x,x)dx ne dépend pas de t en cohomologie. ®
’

Le théoréme qui généralise le théoréme I.2 de Quillen est alors le suivant :
notons ch (Ind Do) le caractére de Chern en phase réelle de Ind Do' Si
Ind D° = [E+] - [E_], E+ et E_ étant des fibrés de dimension finie au-dessus de B,

cela signifie que :
_ R, R
(2.17) ch (Ind Do) = Tr (exp [--E-]) - Tr (exp [-?T])

au lieu de :
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iR, iR_
(2.18) ch (Ind D) = Tr (exp [--E;-]) - Tr (exp [--E;—])

(Rt est le tenseur de courbure d'une connexion arbitraire Vt sur E+).

On a alors :

L

R
Théoréme II.4 (B.1 p.109) : TrS exp [-?§] est égale en cohomologie & ch (Ind-D),

00 00
pour n'importe quelle super-connexion VS sur H .

Ce théoréme appelle un commentaire : pour obtenir le caractére de Chern en
©\2
i(vs)
phase imaginaire, il faudrait utiliser TrS exp [ o ], expression qui n'a pas de
00
1(v9)?
sens, car exp [ on ] n'est pas en général régularisant. De plus, il faudrait uti-

liser une intégrale de Feynmann (non définie) pour représenter cette supertrace,

alors qu'en phase réelle, nous utiliserons une intégrale d'Ité (bien définie).

La démonstration de ce théoréme est en dimension finie trés simple, une fois
prouvé le théoréme II.3. En effet, la super-trace étant en cohomologie indépendante
de la super-connexion, il suffit de le prouver pour une super-connexion particulié-
re. Ceci n'est pas difficile, il suffit de choisir Vs = V+_0V_. En dimension «, ce
choix sera beaucoup plus difficile : il nous obligera & étendre la notion de super-
connexion dont les coefficients étaient jusqu'a présent des opérateurs différentiels
a des super-connexions dont les coefficients sont d'un type plus général. Nous ne

ferons que schématiser la preuve de ce théoréme ([B.1] p. 115-122).

Etape n°l : Réduction au cas ou Ker D_= {0} par_adjonction a H: d'un fibré trivial

de dimension finie.

On reprend le principe de la construction du fibré indice ([A-S.3]). En effet,

il existe un entier qe¢IN et des sections dwwi.y(x) i=1,...,q de Msur S_e¢f tels
»

'opé ) ° q °
que 1l'opérateur D v de H, yoc dans H_’y

’ ’

q
(2.19 A) > D + I A,
) (®ys2) > D, yoy ioq 1%,y
soit une surjection. Soit €>0. Notons 3+ y(s) 1'opérateur
q
(2.20 s A D + :
) (my )+ +,y Py eiilki”hy

(wy,est un élément de H:,y)' Soit D_’y(e) 1'opérateur de Hf,y dans H:’yrocq :

2.21 D <ep., ceey .
( ) o, > ( -y PyrE<@n 0 >, e<:py,tpq’y>)
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b+ <] 0 q
Posons H+ =H C

-0 o -0 00 q 00 Y.
eC', H =H et H =H eC'. Comme H est muni d'une
)y +y y y y

4 sy
structure d'espace préhilbertien, on peut munir E; d'une structure préhilbertienne

de sorte que H; et € soient orthogonaux et que c? posséde la structure hilbertien-

2i,canonique. 5+,y(€) et 5-,y(€) sont alors formellement adjoints 1'un de 1'autre.
H,  constitue un fibré vectoriel au-dessus de B en super-espace de dimension infinie.
Comme il suffit de montrer le théoréme pour un type de superconnexion sur H? bien
particulier, nous allons considérer sur ﬁf un type spécial de super-connexion : sa
partie de rang 0 coincide avec D_ (&) et sa partie de rang 1 est une connexion V(&)

0 - I3 - .
sur H qui, dans un systéme de coordonnées locales, s'écrit :

T, (x) = dn(y) (0(x),3) + -8 "y,

(2.22)

o
i dy {Aa’y(e)(x)CP(x) + Ba’y(e)(x))\, ca’y(e)x}.

Aa’y(s)(x), Ba’y(e)(x) sont C_ en €,¥,X et Ca’y(s) en € et y. Da’y(s)¢ est un
opérateur c” en y,€ de H: . a valeurs dans €9. Aa y(e)(x) est un opérateur linéaire
’ ’
qui applique (SOE)X dans (SOE)X, en conservant la parité des spineurs. B y(e)(x)
’

est un opérateur linéaire de ¢? dans (S*.°E)(X) qui tend vers 0 quand € > 0. C_ (¢)
’

est un opérateur linéaire de ¢? dans ¢t qui tend vers 0 quand € » 0.

Or 5-,y(€) ﬁ+’y(s) est donné sous forme matricielle sur H:’yicq par

N D .
) (e) Doy Py “P Py
(2.23) D_ () D €) =
sy +,y 2 >
€<,D Py >, ETKP, ey
et D+’y(e) D_’y(e) par :
5 (e) D b+ T <, >
= + . . . e
(2.24) D+’y(e) D_’y(e) D+’y yte i s ”J,y %y
La partie de rang 0 de la courbure ﬁ:(e) de la super-connexion V:(e) est donnée
sur H+,y par
—_— —_ —o D-.y D"’:Y ’ ED'syQ’i’y
(2.23)" D_’y(s) D+,y(t-:) = Rs’y(e) =

2
. PR
€<.’D':y ‘pi’y> > <¢1iy’¢sz

et sur ﬁm par :
“sY

- q
(2.24)" R (e) =D D +e I <.,9. >, .
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R” (e) est ainsi un opérateur d'ordre £2 en x dont la partie d'ordre 2 est
’

(Dy)2 (rappelons qu'il s'agit ici d'un abus de langage pédagogique : en coordonnées
locales, (Dy)2 se décompose en la somme d'un opérateur du second ordre, d'un opéra-
teur du premier et d'un opérateur tensoriel, seule la partie du second ordre ayant

-0 00 .
une signification intrinséque). Quand € »> 0, R y(e) * Ry y» qui est la courbure
’ ’
d'une superconnexion sur HT. De plus, on a, car (Dy)2 est régularisant :
(2.25) exp ['% §:(€)](®,A)y(x) = (fpy(s)(x,z) ¢ (z)dz, C;(E)A) + termes,
ces derniers permutant ﬁ:’y. C;(e)x est une forme a valeurs dans les endomorphismes
-9

de Cq, de degré pair, qui tend vers Id q quand € » 0. On a donc :
C

1 o 1 oo
(2.26) TrS exp [-2 Rs.(e)] > Trs exp [ 2 Rs.] + q.
I1 suffit donc de montrer, en vertu méme de la définition de [Ind Do]’ que :

(2.27) Trs exp [-% ﬁ;i(e)] = ch [Ind ﬁo(e)] = ch [Ker B+_(e)].

Etape n°2 : Démonstration dans le cas ou la superconnexion vérifie un certain nom-

bre de propriétés algébriques simples.

On essaie de trouver une superconnexion aussi simple que celle utilisée dans
(1.21). Malheureusement, cela est impossible car la partie qui n'augmente pas le
" degré des formes en y de la super-connexion est fixée, ce qui ne 1l'était pas en
dimension finie. Afin de '"séparer" les contributions des deux fibrés ﬁ: et ﬁf,
nous allons faire quelques hypothéses sur la connexion V (e). En effet, V. (e)
vérifie (2.22), et laisse donc stable ﬁ: et H . Sa courbure R (e) se décompose
E:(E) 0 .
donc en . . Supposons de plus que V (€) vérifie les conditions
0 R_(e)
suivantes :

i) V”(e) laisse stable Ker ﬁ;(e) et (Ker 5+(e))l

ii) V7(e) {D_(e)} = 0.

Cette derniére condition exprime & travers { } que Vw(e) annule les coeffi-

cients de 1l'opérateur 5_(5), c'est-a-dire que :

V(e)D_(e)87) = D_()T7(e)5 ™) + T(e) {D_(£)}5”
(2.29)

=D (e)(V(e)¥"),
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60: étant une section de B dans ﬁo_o (c'est-a-dire une section de M dans S_e&g).
Comme V () laisse stable Ker 5+(e), ¥¥(e) définit par restriction une connexion
sur le fibré de dimension finie Ker D+(e) au-dessus de B, dont on notera le tenseur
de courbure R-;_(e). Un calcul purement algébrique déduit de i) et ii) (cf. appendice
de cette partie) montre que la courbure ﬁ:(e) de la super-connexion V:’o(s) + D(¢)

est égale a

. Ry (e) +D_(e)D(e) , O
(2.30) R_(e) =
77 D, (e)} . RI(e) + D(e)D_(e)

On n'a pas pu séparer entiérement la contribution des deux fibrés, car il
reste dans (2.30) le terme triangulaire inférieur. Toutefois, on a une décomposi-

R (e)
tion triangulaire de exp [- Sz ], et on en déduit que :

§:(e)
'I.‘rs exp [- > 1=
(2.31) _ — -
R, () + D_(e)D,(e) R_(e) +D,(e)D_(e)
=Tr exp [- 3 ]1- Tr exp [- 2

ce qui nous permet de nous ramener a 1'étude de deux noyaux séparés qui n'inter-

agissent pas entre eux exactement comme dans (1.21).

Notons P. la projection orthogonale sur Ker B+(E) et

Ker ﬁ+(s) et 1

P -
(Ker D+(z-:))

(Ker 5_'_(5))1 comme ﬁ:(e) + 5_(5)5+(e) est régularisant, on a

(R, (e)+D_(e)D,(¢)) R, () +D_(e)D,(e)
Tr exp [~ 3 ]=Tr{PKer 5+(€)exp[- 3 ]

2.32 —o - -
30 R, (e)+D_(e)D (e)
exp [- 2

P }+Tr {P

= _ 1)
KerD, () (KerD,(e))" (Ker D, ()
Or 5_(s)ﬁ+(t—:) est nul sur Ker 5+(e) et ﬁ:(s) applique Ker ]3_'_(&:) sur Ker _15+(s).

Dans le premier terme de (2.32), on reconnait donc :

R, () + D_(e)D,(e)
Tr (PKer 5+(e) exp [~ 2

40 € — =
= Tr (exp [———2-—]) = ch (Ker D+(E)).

(2.33) ! Prer 5+(5)) )

Il ne reste plus qu'a montrer que les deux termes
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i:(e) + D_(e)D,(e)
Tr {P _ | exp [- 5 1P _ 1} et
(Ker D+(e)) (Ker D+(e))

R7(e) + D (e)D_(¢)
Tr {exp [- 3 ]} se détruisent, au moins en cohomologie. Ceci peut

sembler "intuitivement" évident, car ﬁ+(e) réalise un isomorphisme de fibré de
(Ker 5+(€))l sur H, et donc les "caractéres de Chern en phase réelle" des deux
fibrés (Ker 5+(e))l et ﬁf sont égaux. Toutefois, il faut se méfier de ce genre de
raisonnement qui n'a qu'un intérét pédagogique : n'oublions pas que pratiquement
tous nos fibrés ici sont isomorphes (pour d'autres opérateurs que D(g)) et que la

théorie ici développée fait jouer un rdle privilégié a D(e).

Comme Vw(s){ﬁa(e)} =0, on a d'aprés (2.29) :

R;(e) .D_(e) = ¥7(e) . ¥7(e) . D_(e) = V(e) . D_(e) V' (e) =
(2.34)
=D (e)V ()7 (e) =D _(e)R ()

les produits signifiant ici que l'on compose les opérateurs.

Introduisons maintenant 1'opérateur (5_(5))-1 de E: dans if, égal a4 0 sur

Ker ﬁ;(e) et a 1l'inverse de 5_(5) sur (Ker 5+(s))l. ﬁ_(c-:)(ﬁ_(e))-1 applique donc

- 00 - 00
H, sur H+ et est égal a P

., . Cette derniére propriété jointe au fait que

(Ker l_);'_(e))l

i:(e)ﬁ_(e) = 5_(e)§f(e) prouve que :

D_(e)[R™(e) + D,(e)D_()1(D_(e))! =
2.35 — - -
( ) = (R, (e) +D_(e)D () P _ It
(Ker D (e))

Or E:(e) + 5_(e)ﬁ+(s) conserve la décomposition de E: en (Ker 5+(e))l et en

Ker 5+(e), et (B_(s))—l(ﬁ_(s)) coincide avec 1'identité sur H ; on en déduit que :
P exp [-(R, () + D_(e)D (e))]P =
= L + V&0 = L
(2.36) (Ker D+(€)) (Ker D+(s))
= D_(e) exp [-(R7(e) + B, (e)D_(e))1(D_(e)7 L.

R7(e) + D, (e)D_(e)
3 ] est régularisant, on montre comme dans (2.13)

Comme exp [-

que :
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Tr (D_(c) exp [-3 (R7(e) + D,(e)D_(e))] BN Y}

(2.37)

Te {(D_(e)7 D_(e) exp [-1 R7(e) + D, () _(e))]}

Tr {exp [-3 (R7(e) + D,()D_(e))])
car (ﬁ;(e))-lﬁ_(e) est égal a 1'identité de H._ .

Etape n°3 : Choix d'une super-connexion possédant les propriétés algébriques

requises.

I1 suffit donc en vertu de la deuxiéme étape de trouver une super-connexion
possédant les propriétés algébriques i) et ii). Ceci et le théoréme II.3 suffiront
en effet a prouver le théoréme II.4. Malheureusement, ceci est difficile si 1'on
reste dans la classe des superconnexions dont les coefficients sont des opérateurs
différentiels sur la fibre Vy. Nous aurons besoin d'introduire une classe plus
large d'opérateurs, a savoir celle des opérateurs pseudo-différentiels. Rappelons

quelques définitions a leur sujet.

Soit P un opérateur différentiel agissant sur Fw(Rd,RP), a valeurs dans
Pm(Rd,Rp). Soit ¢ une application c” de Rd dans RP (une section de Rd dans le
fibré trivial RdxcRp), a support compact, de transformée de Fourier 9.

o
_ 3 . S . .
P=3 A(a)(X) ax(a) , les A(a)(x) étant des matrices a p colonnes et p lignes dépen

dant de fagon c” de xeRd. La formule d'inversion de la transformée de Fourier
montre que :

1
(2im?

(2.38) P (x) = IS Aoy @ED® exp [5<x,£518(2) e
a

On appelle symbole de P l'expression I A(a)(x)(ig)(a), et symbole principal
()

de P le terme de plus haut degré de ce symbole ([Tr]). Ce point de vue se généralise
facilement a d'autres types d'opérateurs. On dit que P est un opérateur pseudo-
différentiel d'ordre Sm appliquant Fw(Rd,Rp)dansr“(Rd,Rp') si il existe une fonc-
tion C A(x,E) de Rd1<Rd dans 1'espace des opérateurs linéaires de Rp dans Rp'
possédant les deux propriétés suivantes :

d

i) Pour toute fonction ¢ ¢” de R® dans Rp, a support compact, on a :

(2.39) P(9)(x) = —L1— [ | AGx,E) exp [1<x,6>] D (5) ds.
(2im)” R

d
ii) Pour tout multi-indice (o) et (B), tout compact K de R, on a :
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(2.40) Sup @ ® A(x,E = < X < o,
xeK, £eRd % aE (€]

Soit P un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m. On dit que P est elliptique
d'ordre m si il existe un réel RKI>0 tel que :
det A(x,£)]|
(2.41) Inf J———————————- > C, > 0.
xeK, |E|€R

Soient V une variété compacte, et E un fibré vectoriel au-dessus de V. Un opé-
rateur P appliquant I (V,E) dans I (V,E) est un opérateur pseudo-différentiel ellip-
tique d'ordre m si dans toute carte locale de la variété V trivialisant le fibré E,
P est un opérateur pseudo-différentiel elliptique d'ordre m. On vérifie que cette
définition est compatible avec les changements de cartes locales. Sous des hypo-
théses techniques que nous ne détaillerons pas, on peut composer deux opérateurs
pseudo-différentiels définis sur Fm(V,E). Ainsi si P est d'ordre <m, et si Q est

d'ordre <m', PoQ est d'ordre <m+m'.

Soit P un opérateur pseudo-différentiel elliptique d'ordre m agissant sur les
sections G de V dans E. Il existe alors un opérateur pseudo-différentiel Q agissant

Q0
sur I' (V,E), d'ordre m, tel que :

PoQ =1Id + R1
(2.42)
QoP = 1Id + Rz.
De plus, R1 et R2 sont des opérateurs régularisants :

(R1 o(x) = IV pl(x,z) ©(z)dz ; p(x,z) étant une application linéaire dépendant de

facon C de X,y, et appliquant la fibre de E au-dessus de z sur celle de E au-dessus
de x). Dans la terminologie précédemment introduite, R1 et R2 sont des opérateurs
différentiels d'ordre -«. De plus, on construit Q de la fagon suivante : pour de
grandes 'valeurs'" de £, le terme principal de AQ(x,E) est égal a A;l(x,ﬁ) dans un
systéme de coordonnées locales. Comme V est compacte, ceci permet de montrer que
tout opérateur pseudo-différentiel elliptique d'ordre m est un opérateur de Fred-
holm de I"(V,E) dans I'"(V,E). Le théoréme de 1'indice ([Gi],[A-S.1],[A-S.4]) cal-
cule d'ailleurs 1'indice d'un opérateur pseudo-différentiel elliptique (ou de celui
d'une famille d'opérateurs pseudo-différentiels elliptiques).

Pour se ramener a 1'étude d'une super-connexion possédant les propriétés
algébriques de la partie II de la preuve, on considére des superconnexions dont

les coefficients sont des opérateurs pseudo-différentiels : plus précisément, la
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partie de rang 0 de V: est égale a la somme de 1'opérateur de Dirac Dy et d'un

opérateur pseudo-différentiel D; dépendant de fagon c” de y, impair, d'ordre <1.
Les parties de rang supérieur possédent des coefficients qui sont des opérateurs
pseudo-différentiels d'ordre <1. On conserve les conventions sur les parités. On

effectue la méme généralisation pour une connexion.

Supposons momentanément que Ker D_ = {0}.

Rappelons que TxM est décomposé en TﬁPIOTxVy si xeV_. Considérons < , >M la
métrique riemannienne sur M, égale a4 la métrique de V_ sur TV_, et a la métrique
déduite d'une métrique arbitraire sur B sur TgM, et pour laquelle TzM et Txvy sont
orthogonaux. Notons VM la connexion de Lévi-Civita associée. Ceci nous permet d'in-
troduire une connexion V' : si X est un champ de vecteurs a valeurs dans TV, et si

Y est un champ de vecteurs sur M, V;X est la projection de vgx sur TV (en particu-
lier V' définit une connexion sur Sy). Si X et Y sont les remontés dans THM de

deux champs sur B, V;X est le remonté de V?X dans THM (VB désigne la connexion de
Lévi-Civita sur B). Si X est le remonté d'un champ sur B et si Y est un champ sur
v, VQX = 0. Ainsi V' préserve la décomposition de TM en THPiOTV, alors que VM
méle inextricablement les deux fibrés. De plus V' préserve la métrique. En contre-

partie, V' posséde de la torsion (alors que VM n'en posséde pas).

Rappelons que 1'espace des sections c” de B dans A(B) eH~ coincide avec 1'es-
pace des sections C de M dans A(THM) e (Seg). Ceci nous permet de définir une

s [Rd ind
connexion V sur H en posant :

(2.43) (V7 e)(x) = (V! ®)(x)

si ® est une section de M dans (Seg). L'opérateur (D_ y)-l de H: v dans Hf
, ’

b

sy

égal a 0 sur Ker D+ et a 1'inverse de D_ y sur (Ker D+)l, est un opérateur pseudo-
’

différentiel d'ordre -1 sur H;, qui dépend de fagon C* de y (nous ne précisons pas

pour quelle topologie).

-1 . 00
Comme (D—,y) dépend de fagon C de y et comme PKer D, y
b

c” de y, on peut appliquer v'” a leurs coefficients. On obtient ainsi des opérateurs
-1 ie
) "} et VO (P

dépend de facon

tensoriels en y sur Hm, Viw{(D D } dont les coefficients sont

+, -

des 1 formes sur B & valeurs dans 1l'espace des opérateurs pseudo-différentiels
d'ordre -1 sur H; (pour (D_ y)-l) et dans l'espace des opérateurs régularisants
’

). En particulier, v'” défini par :

H ( P
sur H_ pour +,-

Ker D+’

e 1o 1o -1
(2.44) Y, = v, + D-,-(V~ (@) "D + Ry, D,

10

v {PKer D+ _})

’
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100

00 1noo 00 11 oo
est une connexion sur H+ .+ On prolonge V+ .sur H en posant V_ =1V .
’ ’

C'est cette connexion que choisit Bismut, pour achever la preuve du théoréme
II.4. Elle posséde en effet toutes les propriétés algébriques demandées dans la
deuxiéme étape de la preuve. Toutefois, elle ne suffit pas a répondre pleinement a
la question. I1 faut en effet tenir compte des complications qui surgissent du fait
que l'on s'est ramené au cas ou Ker D_ = {0} en adjoignant un fibré de dimension
finie au fibré de dimension infinie H™. Dans ce cas, (D_(e))-1 (cf. 2.35) n'est
plus un opérateur pseudo-différentiel. Mener a bien tous les calculs nécessite une
extension de la notion d'opérateurs pseudo-différentiels et une extension de la

notion de superconnexion. Nous renvoyons a [Sj] pour le premier point.

APPENDICE : CALCUL D'UNE COURBURE

Soit une superconnexion Vs =3 dyI AI(y) + d en coordonnées locales. En repre-

I
nant nos systémes de notations, on a :

(2.45) v.(n(y)e) = zdn(y)e + (-1)9e8 " n(y) >:/\dyI AI(y)e
I
et donc
_ g2
R_(n(y)e) = v_(n(y)e) =
(2.46)
I I
=30 eyt raa e+ x D ) naytray? a ) e
I 1,J
V+ 0
En particulier, soient une connexion V = 0 v et un opérateur tensoriel
0 D B
en y impair D = (en dimension finie, y ~» Dy définit un champ de matrices
+

impaires). Soit la super-connexion Vs =D + V. On ne conserve dans (2.45) que les

parties I de cardinal s1. (2.46) montre que :

(2.47) R, = R + 7{D} + D°.

III. MOUVEMENT BROWNIEN ET CHOIX DE LA SUPERCONNEXION :

III.1) Rappel sur le mouvement brownien d'une variété riemanienne :

La variété riemannienne la plus simple étant Rm, commengons par rappeler la
définition du mouvement brownien sur R™. A cette fin, introduisons 1'ensemble H2
des fonctions de [0,1] dans Rm, nulle en 0, t > hi(t) telles que :
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2 _ . d 2 .
(3.1) ihi _§I° |dt h (£) % dt < =,

On désire construire une mesure sur H2 telle que pour toute subdivision

t1<t2<... <tn de [0,t], la loi de la variable aléatoire

(3.2) (h

,h, -h_ ,...,h_-h_)
t1 tz t1 t tn
t, Id 0
1 g0
soit une loi gaussienne de moyenne nulle et de covariance ."..
0 [t-tn]Id n
R
1hi?
Formellement, cela revient a construire la mesure gaussienne exp [-—E—ﬂ "dh" sur

Hz, "an" désignant la mesure de Lebesgue sur Hz. I1 est aisé a partir de (3.3) de

construire cette mesure gaussienne a partir d'approximation polygonales des: tra-

jectoires de ht (si te[ti,ti+1], t > ht + t(h - h, ) est une approximation

i tiv1 Y

polygonale). Toutefois, lorsqu'on fait tendre le pas de la subdivision

t1<t2<... <tn = t vers 0, on rencontre un probléme majeur : il est impossible de
construire cette mesure gaussienne sur HZ, sauf au prix d'un grossissement de 1l'es-

pace Hz.

Notons en effet G([O,l],]fn) 1'espace des fonctions continues de [0,1] dans ]fn,

et trw = (wl,t"“’

probabilité 1l'espace canonique des trajectoires du mouvement brownien). On le munit

W t) un élément générique de cet espace fonctionnel (appelé en
b

de la tribu borélienne associée a la norme uniforme. Il existe une unique probabi-

1ité P sur C([O,l],Rm) telle que (W, ,W, -W,_ ,...,W,_ -W ) soit une variable
t t t t t
1 2 1 n n-1
tIId 0
R,
gaussienne de covariance el et telle que P[w0 = 0]
c (t -t _.)Id
n n-1 g0

soit égale a 1. C'est la mesure de Wiener sur C([O,l],Rm). P-presque siirement, les

trajectoires de w, ne sont différentiables en aucun point de [0,1] (w1).

t
On voudrait généraliser cette construction au cas d'une variété riemannienne
V compacte. L'espace tangent en x & V est muni d'une forme quadratique < , >x qui

dépend de fagon ¢ de x. L'énergie d'un chemin h : [0,1] >V est définie par :

2 _ (1 dhdh
(3.3) i = f <Gtrac n(r) 4t

alors que la longueur de h est I; ¢<g%,%%>dt. Pour cela, il faut d'abord définir

ce qu'est une ligne polygonale sur V. Dans Rm, la distance la plus courte entre
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deux points x et y est la longueur du segment de droite reliant x & y. Sur une
variété riemannienne V compacte, la distance la plus courte entre deux points x et y

est réalisée, au moins lorsque x et y sont assez proches, par la longueur de 1'uni-

que géodésique reliant x 3 y (dans le cas de la sphére dans R3, les géodésiques
sont des arcs de grands cercles). C'est aussi elle qui minimise 1'énergie (3.3) que

1'on doit mettre pour aller de x a y.

Soit h(t) une géodésique issue de x, de vecteur tangent u en t = 0. Notons
h(1) = exp, (u). On appelle ligne polygonale un chemin h C1 par morceaux :
[0,1] » V tel qu'il existe une subdivision ty de [0,1] et des vecteurs u, apparte-

nant a l'espace tangent en h(ti) possédant la propriété suivante :

(3.4) Vte[ti,ti+1],h(t) = expht ((t-ti)ui).
i
Fixons-nous un point de départ x. On peut choisir les vecteurs uy dans (3.4)
de facon gaussienne. Plus précisément, considérons des variables gaussiennes Xi'

centrées sur Rd, de covariance (ti -ti)Id a’ indépendantes entre elles. Identi-
R

+1

fions 1l'espace tangent en x a Rd. On peut supposer que (ti -ti)ui est égale a la

+1
variable Xi transportée parallélement le long de la trajectoire obtenue jusqu'au
temps ti' On obtient ainsi une ligne polygonale aléatoire qui généralise au cas
d'une variété riemannienne 1'approximation de W, par un contour polygonal donné
dans (3.2).

Pour obtenir une trajectoire brownienne sur V, issu de x, il ne reste plus
qu'a faire '"tendre le pas de la subdivision vers 0'". Pour donner un sens rigoureux
a cette derniére expression, il faut d'abord remarquer qu'il y a plusieurs défini-

tions possibles du mouvement brownien issu de x sur la variété.

- Une définition en loi. On considére l'espace canonique Cx([O,l],V) des
fonctions continues de [0,1] dans V issues de x, et on cherche i le munir d'une

probabilité P vérifiant certaines conditions (cf. [S-V], [I-W]).

- Une définition forte. Soit (Q,F,P) un espace probabilisé d'élément géné-

rique w. On cherche un processus aléatoire [0,1] » xt(m) issu de x, a trajectoires
continues, et on dit que c'est un mouvement brownien sur V issu de x si sa loi est
Px' I1 y a beaucoup de facons de construire ces processus, alors qu'il n'y a qu'une
seule loi Px (de la méme facon qu'il n'y a qu'une seule loi de pile ou face et une

infinité de facons de jouer a pile ou face).

Le systéme de caractérisation de Px est le suivant : soit (Q,F,P) un espace
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probabilisé. Soit (F ) une filtration, c'est-a-dire une famille croissante de sous-
tribus indexées par le temps t20. Soit t > X (w) un processus aléatoire continu a
valeurs dans R ; on dit qu 'il est adapté si xt(w) est Ft mesurable. On dit que X,
est une martingale si pour tout t>0, E[lx H <o et si pour tout s<t,

E[xtIFs] = x . Notons w une trajectoire générique de ¢([0,1],V) : w : t xt(u))

est le processus canonique associé ([Me.3]). La question de savoir si x (m) est une
martingale pour une certaine probabilité est vide de sens car X (w) ne prend pas
ses valeurs dans un espace vectoriel. Toutefois, soit f une fonctmn ¢~ de V dans
R : la question de savoir si f(x (w)) est une martingale posséde un sens. Soit A
1'opérateur de Laplace- -Beltrami sur €([0,1],V). P est 1'unique probabilité sur

¢([0,1],V) possédant les propriétés suivantes :
- Px[xo(w) =x] =1

- Pour toute fonction ¢” de V dans R, le processus f(xt(m))-%f:;l\f(xs(w))ds

est une martingale (nous rappellerons la signification de A un peu plus loin).

On dit dans ce cas que Px est solution d'un probléme de martingales ([s-V] et
Ian.

Cette caractérisation (en loi) du mouvement brownien issu de X ne nous per-
mettra pas de mener des calculs effectifs. Aussi allons-nous construire le mouvement
brownien & partir du mouvement brownien plat. Ceci se fera par le biais de la théorie
des équations différentielles stochastiques. A cet effet, considérons l'espace
canonique Q = C([O,l],Rm) des fonctions continues de [0,1] dans R , muni de la
mesure de Wiener Po. Soit‘;i (wl,...,w ) le processus canonique. Introduisons m+1
champs de vecteurs sur R, XO,XI,...,X , dont les dérivées de tous ordres

sont bornées. On pose ([B.4] p. 38) :

n
t" = partie entiére de (2 r::] H

2
(3.5) TR g e S
"

n n
w, =2 (w -w ).
i,t i,tn’+ 1,tn

On considére la suite d'équations ordinaires a coefficients aléatoires :

m
&l (1) = R G + 2 X () wy ) dt
(3.6) i=1

xg(x) =

Puisque les champs de vecteurs X ont des dérivées de tous ordres bornées, (3.6)

posséde un flot stochastique CPt(x,w) pour ts1l. De plus ([B.4] chap. 1), il existe
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un ensemble de probabilité 1, Qo’ et des fonctions wt(x,w) telles que :
. d
i) t > ¢E(x,w) est continue pour tout weﬂo, tout xeR".

ii) x -~ ¢ (x,w) est c” pour tout weQ , tout erRd tout te[0,1]. C'est de

plus un d1ffeomorph1sme de R

iii) Pour tout compact K C[O,l]xIRd,
(3.7) Sup FD:(x,w) - wt(x,w)l +0
(t,x) ek

en probabilité.

iv) Considérons la plus petite o-algébre FZ rendant les fonctions w - L
b

sSt de Q dans R mesurables ; adjoignons-lui les ensembles de mesure nulle pour la

mesure de Wiener sur C([O,l],Rm). On obtient ainsi une filtration F;. Pour des

raisons techniques, posons Ft = N F', de sorte que Ft est une filtration continue
s>t
a droite ( N F_ = Ft)' @t(x,w) est alors Ft mesurable.
s>t
Quand n » =, wg tdt > dwi t "formellement". On peut donner un sens a cette
’ ’

différentielle formelle en procédant de la fagon suivante :

Introduisons un processus (yi t(w)) 4 valeurs dans R", a trajectoires conti-
’
nues ; supposons que pour tout t, (yi t(w)) est F mesurable. On dit dans ce cas
’
que y, t(w) est Ft-adapté. Prenons une subdivision (tk) de [0,1] et considérons la
’

somme de Riemann :

1
(3.8) T S (y (w) + s (w))(w -w, L, ).
g2 Thty ter1 tes1

On dit que le processus (yi t(w)) est intégrable au sens de Stratonovitch si cette
,

somme de Riemann converge en probabilité vers une variable aléatoire notée

§ fo yi,s(w)dwi,s lorsque 1'on prend une suite de subdivisions dont le
i
pas tend vers zéro, et si cette limite ne dépend pas de la suite considérée. Un

processus continu n'est pas forcément intégrable au sens de Stratonovitch : cela

provient de ce que le mouvement brownien n'est pas a variation finie et du fait

que dans (3.8), on a considéré 1'expression l(w )y (W +y, . (w))
bty bty

. W,

2 1’tk+1 1,tk
si bien que des divergences peuvent apparaitre quand le pas de la subdivision tend
vers 0.

Par contre, si 1l'on considére 1'expression (w w )y (w), on
i,t i,tk

k+1 *k

remarque que Vit (w) est Ft mesurable, et est donc indépendant de 1'accroissement
*"k k

i,t
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w -w, . Ceci suggére que lorsque le pas de la suite de subdivisions
hitgyy Dbty

tend vers 0, les divergences s'annulent. Plus précisément, on dira que

(yi,t(w)) est intégrable au sens d'Ito si la suite de sommes de Riemann non anti-

cipatives :

(3.9) zIyy (w)(w -w, , ) =1
ik it k+1

converge en probabilité vers une variable aléatoire lorsque 1'on considére une

suite de subdivisions de plus en plus fines dont le pas tend vers 0, et si la limite

obtenue ne dépend pas de la suite de subdivisions considérée. On notera cette limite
1 PR
i Io yi’t(m)ﬁwi(t). Le théoréme essentel est le suivant : tout processus continu F.

adapté est intégrable au sens d'Ito. La démonstration de ce théoréme repose en

partie sur le fait que

2, _ 2
(3.10) E[(Ik) 1= lz( Iii(tk+1-tk) E[yi’tk(w)]

si Sup E[Zlyi t(w)l ]<». (3.10) passe a la limite lorsque le pas de la subdivision

tend vers zéro. Ainsi, il faut noter que si E[f Zly t(w)l dt] est finie, on a :

SR ARCLAL

n =]

(3.11) o

EE(I s 2, .l .2
y; (W) w7 = E[f, = y] (W) dt].
i=1 ’ i ’

Si 1'on prend des sommes de Riemann sur [0,t] dans (3.9) au lieu de les pren-

m
dre sur [0,1], on obtient un processus L; Ty s(w)éwi continu Ft adapté qui est
=1 1
t i
une martingale si E(fo T yi u(w)du] <®. Ceci est clair si le processus y, t(w) est
i ’ ’

constant sur les intervalles ]tk’tk+1] d'une subdivision. Pour passer au cas géné-

ral, on approche le processus continu vy t(w) par une suite de processus Ft adaptés
’

constants sur les intervalles ]tk,t ] comme dans (3.9), on utilise (3.10) et on

k+1
applique 1'inégalité de Doob ([Me.3] ch.V,VI) qui permet de contréler le comporte-

ment de toute la trajectoire d'une martingale Xy ss1 par le comportement de la

martingale prise en son temps final.

3.11)" P{ sup |x W)z s =5 E[|x (w)l ] (Lemme maximal de Doob).
ss1l A

Au lieu d'intégrer par rapport aux trajectoires d'un mouvement brownien, on
peut intégrer par rapport a des processus plus généraux. Appelons semi-martingale

tout processus a valeurs réelles xt(w), Ft adapté, possédant la propriété suivante :
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il existe des processus continus y3 t(w)Ft adapté tels que :
’

_ t t
(3.12) x (W) = x (w) + s yo’s(w)ds + ? I yj’s(w)éwj
(en fait, il y a des définitions plus générales, cf. [J] et [Me.3]). Si cette décom-

position existe, elle est unique ([Me.3]). Considérons m semi-martingales Xy t(w)
’

et m processus adaptés continus vy t(w). Dans (3.8) et (3.9), on peut remplacer
’

w par x, -X On donne ainsi un sens aux expressions

-Ww
1ty Ltrer

it ”

Lty K

t t .
Io ? yi,s(w)dxi,s et [o i yi’s(w)éxi’s. Tout processus continu (yi’t(w)) adapté
est intégrable au sens d'Ito suivant les trajectoires de la semi-martingale X; oy
’
Par contre, il n'est pas forcément intégrable au sens de Stratonovitch. Toutefois,
(yi t(w)) est intégrable au sens de Stratonovitch si on suppose que (yi t(.w)) est
’ ’

une semi-martingale. Plus précisément, écrivons :

B t t
(3.13) yi’t(w) = yi’o(w) + Io zi’o’s(w)ds + ; Io zi’j’s(w)éwj
et posons :
_ '
(3.14) d<yi(w),xi(w)>t = zi,j,t(w) zi,t(w)dt.

<yi(w), xi(")>t est appelé crochet oblique associé au couple de semi-martingales

Yi,e0 ®i,t ([Me.3], [J]). On a la relation :

t t 1 t
(3.15) Io )i yi’s(w) dxi’s(w) Io E yi's(w) Gxi,s(w) +3 Io d<xi(w),yi(w)>s.
Ainsi toute intégrale de Stratonovitch est une intégrale d'Ito. De plus, les pro-
cessus que 1'on obtient par ces procédés sont encore des semi-martingales. Enfin,
il y a compatibilité au sens suivant entre les intégrales construites : consi-
dérons trois semi-martingales 2 valeurs réelles xs(w), ys(w), zs(w). Posons

= (t :
Zt(w) = fo ys(w)dzs(w). On a :

t t

(3.15)' fo xs(w)ys(w)dzs(w) = fo xs(w)dZs(w).

Si on utilise 1'intégrale d'Ito, en posant Z;(w) = f; ys(w)ézs(w), on a encore :
t t

(3.16) Io xs(W)Gz;(w) = Io xs(w)ys(W)st(w)-

Ainsi, 1'intégrale d'Ito semble plus commode & manipuler que 1'intégrale de Strato-
novitch, d'un point de vue probabiliste : la classe des processus intégrables est

plus large, et 1'intégrale le long des trajectoires d'une martingale est encore une

. 1
martingale n (ce qui nous permettra d'appliquer 1'inégalité (3.11)'). Paradoxa-

(1) a des conditions techniques d'intégrabilité pres.
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lement, nous utiliserons constamment 1'intégrale de Stratonovitch. Cela provient de

la propriété suivante : soient (xi t(w)) une semi-martingale a valeurs dans ® et
’
f une fonction C de Rd dans R, bornée. f(xi t(w)) est encore une semi-martingale
»

a valeurs réelles, et 1l'on a la formule :
- t o,
(3.17) £(x (W) = £(x (W) + Io £1(x (W) . dx _(w).

Si on utilise 1'intégrale d'Ito, cette formule devient beaucoup plus compliquée

([J], [Me.3])

£(x, () = £(x () + [5 £ (x (W) 6x (W)
(3.18) 2
+ % b L; 5;§—§;~ (xs(w)) d<xi(w),x,(w)>s.

i,j i J

La formule (3.17) montre que 1'intégrale de Stratonovitch est de nature plus

géométrique que celle d'Ito (cf. [Me.1]).

Grice a ces rappels, on peut écrire rigoureusement 1'équation différentielle

vérifiée par ¢E(x,w) dans (3.7) : comme dans (3.6), w? N est F + mesurable et

t
n

comme FtCF + (“2 t)dt constitue une "approximation anticipative de dw', et
»

t
n

wt(x,w) sera donc solution de 1'équation différentielle de Stratonovitch suivante :

m
(3.19) dxt(x) = Xo(xt(x))dt + ii]_xi(xt(X))dwi s xo(x) = x.

Soit f une fonction C~ bornée de Rd dans R ; supposons que ses dérivées de
tous ordres soient bornées : la formule d'Ito-Stratonovitch (3.17) et les régles de

conversion de 1'intégrale de Stratonovitch en intégrale d'Ito montrent que :

£(x, (x}) = £(x) + £ X (x, () £(x, (x)) dt +

(3.20) m 1+ ™
ﬁ Xi(xt(x))f(xt(x))swi +3 Io 121 Xi(xt(x))f(xt(x))dt.

1

t
sy
i

De plus, le fait que (3.19) posséde une unique solution montre que la loi condition-
nelle de t » xt(x) quand on connait F_ est la loi du processus t > xt_s(xs(x))
(xt(x) est un processus de Markov). Ceci et (3.20) montrent que 1l'on réalise sto-
chastiquement le semi-groupe Pt associé a l'opérateur différentiel

L= Xo + % igl X? en posant :

(3.21) P f(x) = E[f(xt(x))]-
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En effet, (3.21) définit bien un semi-groupe, car

Ppypr £(x) = E[f(x, ()] = E[E(f(xt+t.(x))|Ft.]]

(3.21)!
= E[E[f(x (x ,(x))]] = Pt(Pt.f)(x).

Considérons maintenant une variété riemannienne compacte V de dimension d et A

1l'opérateur de Laplace-Beltrami associé. On cherche 2 construire i partir de moﬁve-
ments browniens plans W, un processus xt(x) issu de x de sorte que pour toute fonc-
tion C* de V dans R, le processus t - f(xt(x)) - f(xo) - % L; Af(xs(x))ds soit une
martingale. Localement, L = Xo + % igl Xz.
et des Xi en fonction des coefficients de la métrique dans [I-W]. La remarque que

On peut trouver une expression de X0 et

1'on peut faire est la suivante : dans un systéme de coordonnées locales, la métri-

que s'écrit I a, la mesure riemannienne g(x)dx, et la partie du second

o258 8y
20J i,j 3_ 3
ordre (il s'agit d'un abus de langage) de A = 3 a ’J(x) 3% 55 oSt reliée a la
1,3 %%
métrique : en effet a"’J(x) est la matrice inverse de la matrice donnant la
métrique. Xo alors est choisi pour que L soit formellement auto-adjoint pour la
structure préhilbertienne sur les fonctions C~ de Rd dans R donnée par le produit
hermitien [ PR g(x)dx.
X
R
1 T2
Le fait que localement A s'écrive XO + 3 T Xi et (3.20) suggére que 1'on
i=1
peut construire une réalisation concréte de la loi Px du mouvement brownien a par-
tir d'une équation différentielle stochastique (3.19), jusqu'au moment ot 1'on sort
m
de la carte locale out A s'écrit Xo + % z Xg (ce premier temps de sortie est un
i=1
exemple de ce qu'on appelle en probabilité un temps d'arrét [J]). Ensuite, on peut

"recoller" avec une autre solution sur une autre carte locale. Le probléme est que
1'on doit "changer" de cartes locales et donc de champs de vecteurs. Pour contour-
ner cette difficulté, on peut procéder de deux fagons différentes :

Construction de Schwartz ([Sch]) : on plonge V dans un espace Rd. On construit

suffisamment de champs de vecteurs sur Rd io(i)""’im(;) tels que :

i) Si xeV, io(ﬁ),...,im(Q) sont des vecteurs tangents a V en x.

m
z Xi coincide sur V avec 1l'opérateur de Laplace-
=1

ii) L'opérateur L = io +

N

1

Beltrami.

Cette construction est rendue possible au moyen de partitions de 1l'unité et
d
parce que localement A = X + L z Xi, car V est supposée compacte. On

° 2 a1
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remarque aussi que m2d dans ii). On introduit un mouvement brownien m dimensionnel,
et on considére la solution it(i) de 1'équation différentielle de Stratonovitch :
x, (x) = X (x (x -
dx (x) = X (x,(x))dt + 5 X, (X,(X)) dw,
(3.22) t ot i=1 1t t

xo(;) = X.

Si xeV, it(x) est un processus aléatoire a valeurs dans V, en vertu du "caractére
intrinséque' de 1'intégrale de Stratonovitch. (3.20) montre que la loi du processus
xt(x) est solution du probléme de martingales initialement posé. De plus, on réali-

se le semi-groupe Pt associé a l'opérateur de Laplace-Beltrami A sur V en posant
P, £(x) = E[£(x (x))].

Construction de Malliavin ([M]) : la méthode précédente introduit un grand nom-

bre de mouvements browniens auxiliaires LA et de champs de vecteurs ii’ afin de contour-
ner le probléme du recollement des champs de vecteurs dans les expressions locales

de A. En contrepartie, elle n'est pas intrinséque. Malliavin propose une autre méthode,
plus intrinséque, et qui construit le mouvement brownien sur la variété V d dimension-

nelle a partir d'un mouvement brownien plat d dimensionnel. Le prix a payer est

T
qu'il faut considérer le fibré O(V) —> V des repéres orthogonaux sur V. C'est une

variété compacte. Soit I(x) = (el(x),...,ed(x)) un repére orthonormé au-dessus de x :

notons (XT(T),...,X;(T)) le systéme de champs de vecteurs sur O(V) défini ainsi :
X:(T) est le relévement horizontal de ei(x) en t(x) pour la connexion de Lévi-

Civita (cf. section suivante). On peut alors introduire 1'équation différentielle
de Stratonovitch sur O(V) :
= 3% . =
(3.23) d’l’t(‘l') = iilxi(‘tt(‘t))dwi s TO = t(x).
C'est la limite en probabilité de la solution des équations différentielles
ordinaires (cf. 3.6) :

n
(3.24) dT:(X) = ,EIX?(T:(T))"I;,tdt ; tg(x) = 1(x)
i=

qui s'interpréte ainsi : en x, on choisit un repére ro(x). Sur [0,2-n], on choisit
TRERERE A ) dans le systéme de
1,—; d,—;
2

repéres définis par 1(x), et on effectue le transport paralléle de 1(x) suivant cette

une géodésique au hasard avec la probabilité (w

géodésique. On arrive ainsi en un point de X, de V, avec un repére T (x1 ) au-

2" n on
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dessus de x | . On recommence le procédé. Comme la loi d'une gaussienne centrée réduite

211

est invariante par changement de base orthonormée, la loi du processus t - ﬂTt(x) est
indépendante du repére choisi initialement au-dessus de x.
Bismut utilise systématiquement cette construction : nous utiliserons plutét

la construction de Schwartz, a titre pédagogique.

III.2) Relévement horizontal du mouvement brownien et formule de Feynman-Kac

matricielle :

Soient Xi i=0,...,m, des champs de vecteurs ¢” de dérivées de tous
ordres bornées. Introduisons une application c” x - A(x) de Rd dans 1l'espace des 1
formes sur Rd a valeurs dans l'espace des applications linéaires de RP dans RP.
Supposons que les dérivées de tous ordres de A(x) soient bornées, et considérons le

systéme d'équations différentielles de Stratonovitch :

m
dxt(x) = Xo(xt(x))dt + 151 Xi(xt(x))dw ;
dtt(x) = -<A(xt(x),X°(xt(x))dt>1t(x) -
(3.25) m
-z <A(xt(x)),Xi(xt(x))dwi>rt(x) = -<A(xt(x)),dxt(x)>1t(x)
i=1
xo(x) =x To(x) = IdRp.

t > Tt(x) est un processus de matrices aléatoires a p lignes et p colonnes.

De plus, tt(x) est inversible : la formule d'Ito-Stratonovitch (3.19) montre en

effet que :
ar.h () = 1 () <Alx, (x)),dx, (x)>

(3.26) = T;I(X)<A(xt(x)),Xo(xt(x))dt> + 1;1(x) igl <A(x, (x)), X, (x, (x))dw, >
T;l(x) = IdRP

Introduisons une application & C de RY dans RP : tgl(x)w(xt(x)) est un

processus aléatoire a valeurs dans RP. De plus, la formule d'Ito-Stratonovitch

montre que :

e ) @ (x, (1)) = 71 (x) <AGr (1), X (x,(0)) dt> P(x, (x))

m
(3.27) + 3z
1=

. Tgl(x) <A(x, (x)),X; (x () dw; > P(x (%))

+ 1710 <X (%, (), rad  (x,(x))>dt +
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+ T;l(x)

[/ ]

. <X'(xt(x)),g£;d [ (xt(x))dwi>.

i
On peut interpréter ces formules d'une facon plus géométrique ([Me.1]) : RP définit
un fibré vectoriel (trivial) au-dessus de Rd. x > A(x) s'interpréte comme le champ
des matrices de Christoffel associé a4 la connexion V qui & un champ de vecteurs Y

sur Rd et a la section @ de Rd dans RP associe la section VY,mz
>
(3.28) x > <A(x),Y(x)> o(x) + <Y(x),grad o(x)>.

Tt(x) est un opérateur aléatoire linéaire qui applique la fibre de RP au-
dessus de x sur la fibre de RP au-dessus de xt(x). Si on effectue 1'approximation
de xt(x) par xz(x) donnée par (3.6), on obtient un opérateur T:(X) ¢ de plus, si u

est un vecteur fixe de RP

(3.29) den(x)T:(x).u = <A(x2(x).dx2(x))>T:(x).u + dTZ(x).u =0
t

par (3.25). Tg(x) est 1'opérateur de transport paralléle pour la connexion V de la
fibre de RP au-dessus de x sur celle de RP au-dessus de xz(x). Ceci justifie 1'ap-
pellation suivante : T (x) est l'opérateur de transport paralléle de la fibre au-
dessus de x sur ce11° au-dessus de Xy (x) pour la connexion V suivant la trajectoire
de xs(x) sst. T (x) est 1'operateur de transport paralléle pour la connexion V
suivant la trajecto1re de xs(x) st parcourue en sens inverse. (3.27) s'écrit alors

de facon plus synthétique :

a(r; () 8(x, (x)) = ’El(x)("xo(xt(x»”(xt("))d” +

(3.27)"

-1 m _ -1
T, (x)(ii1 in(xt(x)) QP(xt(x))dwi) =T, (x)det(x)cp(xt(x))

(Théoréme 1.1 [B.4] p. 425).

La diffusion xt(x) est gouvernée par 1l'opérateur X° + % 2 X2 On reléve L
i=1

en un opérateur LH qui agit sur les sections ¢ de Rd dans RP en posant :

H 1 T
3.30 L eo(x) =V o)+ V¥ \/ p(x).
(3.30) D =% @t I T 0k )

LH posséde un semi-groupe P = (3.27)'. Les régles de conversion de l'intégrale de
Stratonovitch en intégrale d'Ito, le fait que 1l'équation donnant T (x) est une

équation linéaire, montrent que :

(3.31) P, ©(x) = E[1; (0@ (x, ()]



387

A 1l'opérateur LH, on peut ajouter un potentiel C, c'est-a-dire une application
c” de Rd dans 1l'ensemble des matrices carrées a p lignes et p colonnes a coeffi-
cients réels (ou complexes). On suppose que x - C(x) est borné ainsi que toutes ses
dérivées. Dans le cas scalaire (RP = R, A = 0) le semi-groupe associé a L+C se
représente au moyen d'une formule de Feynman-Kac ([W]). Dans la situation présente,
le semi-groupe ﬁt associé a LHi-C se représente a partir de celui de LH au moyen

d'une formule de Feynman-Kac matricielle ([M]). Posons en effet :

dUt(x) U (X)T (x)C(x (x)) (x)dt
(3.32)
Uo(x) =

Dans cette formule, on remarque que T (x) applique la fibre de RP au-dessus
de x sur celle au-dessus de X, (x), C(x (x)) celle au-dessus de X, (x) sur elle-méme,
et T (x) nous raméne sur la fibre au- dessus de x. U (x) est donc un opérateur li-

néaire de la fibre au-dessus de x sur elle-méme.

Soit s<t. Comme les équations (3.26) et (3 32) sont des équations linéaires,
la loi conditionnelle du processus t -+ {x (x), T (x) U (x)} sachant que F_ est

égale a la loi du processus défini pour t>s par :

R CH IR LN CH I
(3.33) -1
U )t () U (x (x) 1 ()}

Soit % une section C~ de RY dans RP (ou dans €P). (3.33) implique que :

E[U, (x) 7 () @ (x,(x))] = E[E[U, () 7 () # (x, (0))[F 1] =
(3.34)
B[V (x) 1 N LU, (x () ;) (x (0) @ (x,_ ()T

En d'autres termes, la formule
= _ -1
(3.35) P ®(x) = E[Ut(x)tt (x) @(xt(x))]

définit un semi-groupe dont on vérifie que le générateur est LH-+C.

On a déja vu que 1'étude du semi-groupe de la chaleur associé a 1'opérateur
de Laplace-Beltrami sur une variété riemannienne compacte V se raméne a 1'étude
d'une diffusion sur Rd, aprés plongement de V dans un espace Rd de dimension assez
grande. La démarche est a peu prés identique pour un Laplacien agissant sur les sec-
tions d'un fibré. Soit en effet E » V un fibré vectoriel réel (ou complexe) muni
d'une connexion V. On peut construire le Laplacien horizontal AH, relevé de 1'opé-

rateur de Laplace-Beltrami, pour cette connexion V : il agit sur les sections ¢
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C” de V dans E. Si E est trivial, et si on plonge V dans Rd, on peut prolonger E en

un fibré trivial sur Rd et ¥ en une connexion V sur le fibré prolongé : on applique
la construction précédente. Si E n'est pas trivial, on sait ([A]) que 1'on peut trou-
ver un autre fibré E1 au-dessus de V tel que EOE1 soit trivial : on introduit une

1 On se
raméne ainsi au cas précédent, car le transport paralléle pour la connexion VeV

connexion arbitraire sur El’ notée Vl’ et on considére la connexion VeV

1
préserve la décomposition de EOEl. On procéderait de facon identique pour repré-

senter stochastiquement le semi-groupe associé a LH+C, C étant un potentiel agis-

sant linéairement sur les fibres de E.

III.3) Choix de la superconnexion :

Afin de représenter stochastiquement le semi-groupe associé a la courbure

00 00
Ry s agissant sur Hy, nous allons choisir d'aprés ce qui précéde une superconnexion
’

§: telle que :

~00 ~H
3.36 R, _=-b_+C
(3.36) - v Cy

ZI; étant un Laplacien horizontal agissant sur un fibré convenable au-dessus de la

variété Vy et Cy un potentiel matriciel agissant sur ce fibré.

Rappelons qu'en tout point x de M, on associe un sous-espace T M qui soit un
supplémentaire de 1l'espace tangent a la fibre V_ passant par x, et que THM consti-
tue un fibré au-dessus de M, et donc un fibré au-dessus de V_. Soit une métrique
riemannienne sur B, notée < , >B ; elle se transporte en une métrique sur THM, car
THM est isomorphe a T B si xevy. Soit la famille de métriques < , >V sur Vy. A

y
partir de la métrique < , >B sur B et la famille de métriques < , >y sur Vy’ on
construit une unique métrique sur M, telle que Tl;M et Txvy soient orthogonaux, et

H

telle que la restriction de < , >M a TxM soit < , >, et celle de <, >, a Txvy soit

B M

<, >V . Soit VM la connexion de Levi-Civita associée.

y

Pour essayer d'introduire notre superconnexion, nous allons nous ramener a ce
que 1'on connait déja, c'est-a-dire 1'opérateur de Dirac. Quitte a introduire un
cercle Sl, et a prendre comme espace des paramétres Sle, on peut supposer que la
dimension de M est paire, si bien que l'on peut construire au voisinage de x le
fibré des spineurs pour < , >M’ et 1l'opérateur de Dirac DM qui agit sur les sections
d'un voisinage de x sur le fibré des spineurs tensorisé avec le fibré auxiliaire £,

On a alors la formule de Lichnerowicz :

M, 2 H, 6K £
(3.37) (D) =-4" + 2t i eiejOR (ei,ej).
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Dans (3.37), AH désigne le Laplacien horizontal sur M pour le fibré des spineurs,

K la courbure scalaire de M, (ei) une section locale de base orthonormée de M pour
la métrique de M et la connexion de Levi-Civita de M, et R® le tenseur de courbure
pour la connexion VE sur le fibré auxiliaire £. L'idée de Bismut pour introduire

la superconnexion 5: qui permettra de mener les calculs est la suivante : remar-
quons d'abord que le théoréme II.4 est un théoréme local en y. Soit fa(y) un systéme
de bases orthonormées définies sur un voisinage de Yo dans B : il se remonte en un

H

systéme de bases orthonormées f_ (x) de T_M si xeV_. Soit e, (x) un systéme de
a,y X y 1,y

bases orthonormées directes de Tx(Vy) défini sur un voisinage de x_. On a :

M M
D' =32 ei’y(x)Ve. (x)oI + 3 fa y(x)

i,y o ’
(3.38)

M 13 £
v eI +Ze, (x)eV + 2 f (x)eV .
fa,y(x) ;1Y ei’y(x) a % fa,y(x)
M : . :
Or Ve. (x) applique les spineurs de Txvy sur les spineurs de TxM et non sur les

’
spineurs de Txvy' De méme, V? (x) applique les spineurs de TgM sur ceux de TxM
a,y
et non sur ceux de TgM. Afin de remédier a cet inconvénient, Bismut introduit la
méme connexion V' que celle utilisée dans la troisiéme partie de la preuve du théo-
réme II.4 : Si Y est un champ défini sur TV, et X un champ sur TM, V!Y désigne 1la

X
projection de VZY sur TV. En particulier, si X est un champ sur TV, (V%Y)(x) =

\') \')
(VXyY)(x) lorsque ery (v ¥ désigne 1a connexion de Levi-Civita sur Vy). Si Y est

le relevé d'un champ sur TB et X un champ sur TV, ViY = 0. Si Y est un champ sur

THM et X un champ sur THM qui se déduisent de deux champs XB et YB sur TB, ViY
H B

est le remonté dans T M de VXBYB (VB est la connexion de Levi-Civita sur B). V!

conserve le produit scalaire < , >M’ la décomposition de TM en THb101V : en revan-

che, elle posséde une torsion T'. Deux connexions différant d'un tenseur, on peut

poser :

(3.39) v”= V' + 8.

M P
Comme V' et V' préservent le produit scalaire, S est un tenseur antisymétrique
(Sx(.) est un opérateur antisymétrique).

S.(.,.) posséde quelques propriétés remarquables ([B.1] Th. 1.9)

- il ne dépend pas de la métrique sur B

- <Sei’y(x)ej,y(x)’ek.y(x)>M =0, Sfa y(x)fB’Y(X) appartient a Txvy’ alors

que Sfa’y(x)ej’y(x) appartient a Tﬁvy. Ceci résulte en grande partie du fait que
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la torsion T' de V' prend ses valeurs dans Txvy’ car la famille des plans tangents

a V est une famille intégrable.

L'idée de Bismut est alors de transformer les produits de Clifford f (x) en
produits extérieurs f (x) agissant sur A(THM), £%(x) étant la base duale dedu1te
de f y(x) grice a la métrique sur B. Il obt1ent};1ns1 un operateur qui agit sur
les sections c” de V dans A(THM) (S 05 ) dépendant de facon ¢ de y @

~oo

® g
VA’y (X)v ( ) I+ f e, (x)OV 1’y(x) +
Q
(3.40) + i ei,y(X)Sei,y(x)(')oI + 3 fy(x)Sf , (x)(.)oI +

o g o ' -
+ 3 fy(x)ovfa y(x) + 2 fy(X)AVfo. y(x)ol A1+A2+A3+A4+A5+A6,.
’ ’

Afin de mieux comprendre cette formule, nous allons la réécrire avec des ®
comme dans la section I.2. Dans les deux premiers termes, on reconnait IOD 1'opé-
rateur de Dirac qui agit tensoriellement sur H sans augmenter le degré des formes
en y. Dans A6’ on reconnait (d®I)eI, la partie non tensorielle en y de la super-
connexion (il y a bien sfir beaucoup d'abus de langage). Dans AS’ on reconnait

Z(f (x)e1I) OV (x) ceci augmente le degré des formes en y de 1. Dans A, on
a G,y

reconnait i( 3 <Sf (x)fB,y(x)’ei,y(x)> fa’y(x)Af (x)ee (x))OI Dans A

i,o,B ¥

P

1
(+ = 5«8 . (x),E (X)>f ( )°e (X)e (x)}°I +{ 2
1,j,a 2 ei,y(X)eJ.y x asy x i,0,B

e, y(x)fa,y(x)’fB,y(x)>fa,y(x)AfB,y(x)oei,y(x)}OI' Ainsi apparaissent des ter-
’

mes qui augmentent de deux degrés le degré des formes en y (contrairement aux super-

connexions utilisées dans la preuve du théoréme II.4).

Alors que DM n'était défini que localement, V est défini globalement sur
tout M, car il n'y a pas d'obstruction a la construct1on du fibré A(T M). De plus,
5: ne dépend pas de la métrique sur B, essentiellement parce que S ne dépend pas

de’la métrique sur B.

Cette transformation des produits de Clifford en produits extérieurs permet
a Bismut de calculer la courbure de la superconnexion V a partir de la formule de
Lichnerowicz (3.37). Notons Vy la connexion construite sur le fibré (A(T M))e (S )

-d de V. (xeV ar
au-dessus v ( y) p

v v
s g7 =(1ay Y - 1 A
\7y =v7+S ()=(I8v 7)+{ z 2<S.(ej,y(X)),fa’y(x)>fa’y(x)o

K

(3.41) I

1
eJ,y(x)}*'{z afs <S-(fa,y(x))'f8,y(x)>f 0y (x)Af (x)OI}
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Notons Ky(x) le tenseur de courbure scalaire sur Vy, pris en x, pour la métrique

riemannienne < , >V sur Vy’ et notons Cy(x) le potentiel agissant sur
y
H .
A(TxM)O(SXOEx) par la formule :

=1 3 &
Cy(x) =3 i?j (Ioei’y(x) ej,y(x))ORX(ei,y(X),ej’y(X)) +

(3.42) s ((f;(x)/\fg(x))sl)ORi(fa’y(x),fB’y(x)) +

o,B

s 3
= (£ 8e; () eRIUE, (x),e; ((x)).

Soit enfin Z}; le Laplacien horizontal associé a ﬁy. On a le théoréme suivant,

dont la démonstration se trouve dans [B.1], p.124-125 :

Théoréme III.1 : La_courbure ﬁ: v de 5: est donnée par la formule :
’

seo ~H 1
3.4 R =-A oI +-K +C_.
(3.43) s,y y 47y Ty
Remarque : Bien que le choix de la super-connexion semble uniquement dicté par la
volonté d'obtenir des formules de Feynman-Kac matricielles, il résulte en fait de

propriétés profondes de la cohomologie de 1l'espace des lacets de M.

Remarque : N. Berline et M. Vergne ([B-V]) remarquent que 1l'idée de transformer une
multiplication de Clifford en une multiplication extérieure revient a changer d'es-
pace de spineurs. Posons en effet n = dim B, et considérons 1'espace

E = ROIRdO (Rn)*, muni de la forme quadratique non dégénérée Q, non positive, sui-
vante : Rd est muni de la forme quadratique euclidienne canonique. RnO(Rn)* est
muni de la forme de dualité canonique : si ue R", uFe (RM*, Qu,u®) = u*(u). Rd et
R%e (R™)* sont orthogonaux. Introduisons 1l'algébre de Clifford complexifiée de E
pour Q, c'est-a-dire la plus petite algébre sur C engendrée par E et les relations
de commutation uu' + u'u = -2Q(u,u').(u,u'€¢E). L'espace des spineurs associés est
égale a A(R™) complexifié tensorisé par 1'espace des spineurs euclidiens de Rd.

Si ue Rd, la multiplication de Clifford par u sur A(R") oS, est égal a I8u, u dé-

signant cette fois la multiplication de Clifford sur les siineurs euclidiens. Si

uF e (RM*, 1a multiplication de Clifford sur ARD) OSd est égale a u*8 I, et ueR",
elle est égale a4 -2i(u) @I (i(u) désigne le produit intérieur par u : si n est une
p-forme, i(u)n (ul, vee ,up_ 1) = (u,u1 yeuse ,up_ 1), U, ,up_ 1 ;ppartenant a RM).
N. Berline et M. Vergne construisent alors une connexion sur A(T M) e (Sef) de facon

a ce que la super-connexion 5: soit 1'opérateur de Dirac associé ([B-V], Cha. III.1l).
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IV. LE THEOREME DE L'INDICE DES FAMILLES :

IV.1) Le calcul des variations stochastiques :

Nous nous bornerons a esquisser les grandes lignes du calcul des variations
stochastiques. Le lecteur plus intéressé peut consulter [Me.2], et les références y

figurant (mais la liste n'est pas compléte). Plagons-nous d'abord en dimension

2
finie. Munissons R" d'une mesure gaussienne dP = (¥27) n exp (-Ihg' ) dx, et considé-
rons une fonction f de R" dans R, C”. Soient k et p deux entiers 2 0. On dit que stk
P
(a) ’
si | |Z E[la ) flp] < o, Réciproquement, soit f une distribution dont on suppose
al sk

que toutes les dérivées au sens des distributions appartiennent a tous les Lp(dP).
Alors f est une fonction C . Ceci provient en grande partie des inégalités de Sobo-

lev :

1 1

(4.1) [f(£(x)[Pax]P < ([ [grad £(x)[%dx)?
si g<n et si-1-=l+l.
P 9 n

La remarque essentielle est que 1l'on a de plus en plus besoin d'intégrabilité sur

les dérivées de f pour en déduire sa régularité, quand n croit. Considérons par

1

exemple la fonction f(x) = ixl ~. Elle n'est pas c”, méme pas finie en zéro ;

.

toutefois, lorsque n tend vers 1l'infini, il existe une suite pn(a) +> » telle que

() p ()
(4.2) B[] £ ® ]<e.
lax(a) |

Ceci montre qu'en dimension infinie, les deux notions précédentes qui coincident (a des
points techniques prés) en dimension finie vont &tre différentes. Prenons par exemple

la solution (xt(x),rt(x),Tgl(x)) de (3.25), (3.26) : elle ne dépend pas de fagon
continue des trajectoires de w, au sens de la norme uniforme sur C([O,l],Rm).
Toutefois, (4.2) montre qu'il n'y a rien de déraisonnable a généraliser en dimen-
sion infinie un calcul différentiel qui rende (xl(x),tl(x),Til(x)) ¢~ en un certain

sens.

L'espace de Hilbert initial est 1'espace #2 des fonctions t » (hi(t)) de
[0,1] dans Rp, absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue sur [o,11,

nulles en zéro, muni de la norme | | énergie définie par :

m
2 _ 1 d 2
(4.3) m? = 5 1[5 h(e)["at
i=1
(en probabilité on l'appelle 1'espace de Cameron-Martin). Pour construire la mesure

Ik
gaussienne exp (-_—5—

troduisant 1l'espace canonique m([O,l],Rm) des fonctions continues de [0,1] dans

) "dh" sur HZ, on est obligé d'abandonner cet espace, en in-
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R™. Une des idées essentielles du calcul des variations est que 1l'on n'a pas besoin

de grossir 1l'espace H2 pour obtenir 1l'espace tangent a C([O,l],Rm). Plus précisé-
ment, soit F une fonctionnelle brownienne mesurable de C([O,l],Rm) dans Rd. On dira
que F est différentiable au sens de Malliavin s'il existe un processus t - DtF de
[0,1] dans 1l'espace des applications linéaires de R" dans Rd telles que, pour tout

h de Hz, on ait en probabilité :

(4.4) lim M"— thF (t) dt.

€>0

Dans (4.4), le point important est de remarquer que l'on fait une variation de w

dans une direction de Hz, et non dans une direction quelconque de C([O,l],Rm) comme

pour les dérivées de Frechet usuelles. Soit p>1l. On dira que F est dans D1 p si
B 1 1
(4.5) IFn E[(f ID, FI 24t)%1P = E[IDFIPIP < w.
Si Dt F est encore différentiable au sens de Malliavin, et si FeD1 p’ on note
1 ’
D (F) sa différentielle au sens de Malliavin et on dit que F est dans D si
tl,t2 2,p
pl 1

_ 2 2.p _ (2)p PP ¢ o
(4.6) IFl, E[(”"Dtl,tzF" dt, dt,))"1" = E[[D""F[T]° <.
On généralise ceci sans peine : F est dans Dk p si F est k fois différentiable au

’
sens de Malliavin, de différentielle D F et si :
tl""’tk
1 pl

- (K)p(pp - 2 2P ¢ w

(4.7) 1Pl o = E[[DF|PIP = E[(f”"ntl,...,tk” dty,e..,dty )70 <o,

On dira que F est ¢~ au sens de Malliavin, si pour tous p et k, Fer K
’

Les solutions d'équations différentielles stochastiques sont c” au sens de
Malliavin, dés que les champs de vecteurs qui petmettent de les construire sont

assez réguliers. Considérons en effet (x (x),r (x), 1 (x) U, (x)) les solutions de

(3.25), (3.26) et (3.32) : elles sont C" au sens de Malliavin dés que les dérivées

de tous ordres des champs Xi, et des champs matriciels A et C sont bornées. De plus,

_1 .
le(x)ﬂp,k. "Tl(x)"p,k’ Ity (x)up’k, lIUl(x)llp’k ne dépendent que des normes unifor-

mes de ces dérivées.

Munissons R de la probabilité gaussienne exp (_Hxn ) dx = dP. Soit f une

fonction C~ de R" dans Rd, appartenant a tous les DP (dP). Par définition, f est
une submersion en x si 1'application linéaire tangente en x, Df(x) est une surjec-
tion de R" dans RY. Introduisons la matrice symétrique Df(x) Df(x) : elle est po-

. PP d ..
sitive définie sur R, dés que f est une submersion en x. Si f est une submersion
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en tout point X, on a pour tout p > 1, toute fonction continue a support compact :
(4.8) E(g(x) det (Df(x)"DE(x)) P] <.

I1 est remarquable en dimension finie que la réciproque soit vraie (dans [L.2], on

montre qu'elle n'est pas vraie dans un certain sens en dimension infinie). De plus,
si f vérifie (4.8), et appartient a tous les Dp k(dP), la loi image de f posséde
’

00
une densité C .

Conformément a nos principes généraux, c'est la formulation (4.8) que l'on va
choisir pour étendre a la dimension infinie la notion de submersion. Soit F une
fonctionnelle brownienne définie sur C([O,l],Rm) a valeurs dans Rd, ¢” au sens de
Malliavin. DFtDF est une matrice positive aléatoire sur Rd. Introduisons une autre
fonctionnelle brownienne G & valeurs dans R, ¢~ au sens de Malliavin. Considérons
la mesure p sur Rd qui, a toute fonction ¢~ bornée de Rd dans R, associe
u(f) = E[Gf(F)]. On a le théoréme suivant ([I-W], [Me.2]) :

Théoréme IV.1 : Supposons que pour tout entier p>1 :

(4.9) E[(det DF *DF) P} < w.

La mesure p posséde une densité c” q(z) sur F@ par rapport a la mesure de Lebesgue

sur Rd. De plus, les dérivées de tous ordres de q(z) sont bornées, et il est possi-

ble de majorer sup liLC;S q(z)| par une expression universelle ne dépendant que
zeR 9z

de (o), des quantités IFI , IGH et de E[(det DF tDF)-p].

= P,k pyk ——

Par la suite nous aurons besoin d'une version plus fine du théoréme ([L.1])
donnée dans [Wa] dans un cadre plus abstrait. Considérons une fonctionnelle brownien-
ne F(X,e,w) a valeurs dans Rd, dépendant d'un paramétre e€¢[0,1] et d'un paramétre
A appartenant & un ouvert relativement compact de RP ou a une variété compacte. On

dit que F vérifie 1'hypothése Hl si elle posséde les propriétés suivantes :

- elle posséde une version ¢” en (A,e) (sur un ensemble de probabilité 1 indé-

pendant de (A,e), (A,e) > F(X,e,w) est ™),
- elle et toutes ses dérivées en (A,e) sont ¢” au sens de Malliavin,

- pour tous entiers i,j, tout multi-indice (a), la dérivée iéme a4y sens de
a(j) a(a) -
Malliavin de 2=+——~ -*—— F(A,e,w) posséde une version C en (A,e),
() (o)
o€ oA
- pour tout entier j, tout entier j', tout multi-indice (a) et (a'), tout

entier k et tout réel p>1, on a :
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a,a',j,j'
F ’ ’ =
] “p,k

(4.10)

(a) (i) (a') G3")
3 (k) 3 3 Py
sup E["aA(a) € D ax(“') Be(j.) F(X,e,wIT] < e,

€e[0,1], AeK E

On dira que F(\,e,w) vérifie H2 si pour tout entier p>0 :

(4.11) sup E(det (DF (e,A,w) "DF(e,A,w)) P]<w.
ce[0,1], AeK

Introduisons une autre fonctionnelle G(A,e,w) & valeurs dans R, qui vérifie
encore Hl' On dira qu'elle vérifie H3 si pour tout j<d :

,(3)
——(35 G(A,0,w) = 0.

o€

(4.12)

Notons p(X,e) la mesure sur Rd définie par :
(4.13) f > E[G(A,e,w) £f(eF(A,e,w))].

On a le théoréme suivant :

Théoréme IV.2 : Supposons que F(A,e,w) vérifient Hl et H2 et que G(A,e,w) vérifient

Hl et HB' Si €>0, n(A,e) posséde une densité q, e(z), c” en €>0, XeK, zeRd. De
’

plus, la loi de F(A,e,w) posséde une densité Py e(z), c” en €20, AeK, zeRd.
»

Sur tout compact de K, on a uniformément :

(d)

(4.14) lin q, (0) = 5+ E[Jifaj G(A,0,w) [F(X,0,w) = 0] p, _(0).
. aE ’

>0 Ase

Remarque 1 : Nous utiliserons ces théorémes dans des situations particuliéres ou la

méthode développée dans [B.5] conviendrait aussi bien (cf. [N] sur ce sujet).

Remarque 2 : En dimension finie, on a le choix pour démontrer les théorémes précé-

dents :

- ou bien on utilise le théoréme des fonctions implicites en remarquant que

fal(y) constitue une sous-variété de Rd, car f est une submersion,

- ou bien on utilise des formules d'intégration par parties. En effet, il
n'est pas trés difficile de montrer que si f est une submersion de R" dans Rd dont
les dérivées vérifient certaines conditions d'intégrabilité, on a pour toute fonc-

tion C~ a support compact g de Rd dans R, tout multi-indice (a),
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a(a)
(4.15) E[;;(;j g(£(x))] = E[g(£(x)) Ligy]

pour une fonctionnelle L(a) convenable. Dans [L.1] et [Wa] on utilise cette méthode,
en dimension infinie. Toutefois, Bismut ([B.6]) donne un sens a la premiére méthode
en dimension infinie pour un type de fonctionnelle "simple". Comme on le remarque
dans [L.2], cette méthode nécessite moins de régularité pour les fonctionnelles F

et G que celle qu'on utilise dans [L.1].

IV.2) Le théoréme de 1'indice pour une famille d'opérateurs de Dirac non tordus :

Dans cette partie, on suppose, afin de simplifier les calculs, qu'il n'y a

pas de fibré auxiliaire . Dans ce cas, on a d'aprés (3.40) :

R L
4, R, =-a+-L,
(4.16) _ Ay %

Rappelons que la métrique sur M < >M est construite de la fagon suivante : sur
TVy, elle coincide avec < , >v . Sur THM elle coincide avec celle de B rappelée
sur THM. Soit €>0. Modifions Z N >M en < , > (s) de la facon suivante : THM et
T Vy restent orthogonaux, < , >M reste inchange sur THM et est multiplié par ¢ -2
sur Txvy' Pour simplifier, nous écrirons e les champs locaux e (x) et f les
champs locaux f ’y(x) Si (el,...,e ) est une base orthonormée de T V pour

<, >M’ (sel,...,ee ) est une base orthonormée de T V pour < , > (e) De plus,
nos fibrés restent inchangés. Donc l'action de (el,...,e ) sur S(Txvy) reste inchan-
gée, car l'on a toujours (1.7). La connexion de Levi-Civita pour < , >M(e) sur TV
reste inchangée. Ceci posséde deux conséquences : d'une part la connexion v' sur TM
reste inchangée ; d'autre part D_ est transformée en e¢D_. Voyons maintenant com-
ment se transforme le tenseur S ((3.39)). Notons VM(e) f; connexion de Levi-Civita

pour la métrique < >M(s). Par définition, on a :
(4.17) we) = v + s(e).

Introduisons le tenseur de torsion T' de V' 3 soient deux champs de vecteurs sur M :

par définition :
(4.18) T (X Y) = V Y - V X - [X,Y].

Si X et Y sont deux champs sur TV, T'(X,Y) = 0, car la connexion V' est égale a la
connexion de Levi-Civita sur TV et car la connexion de Levi-Civita est sans torsion.
Si X est un champ sur TV et Y le remonté d'un champ sur TB dans THM, V&Y =0,
[X,Y]eTV et V;XeTV. Done T'(X,Y) appartient & TV dans ce cas. Supposons maintenant

que X et Y sont les remontés dans THM de deux champs de vecteurs XB et YB sur TB. Par

définition, V.Y est le remonté de VB Y, dans THM et V!X celui de VB X,. Or la con-
X XB B Y YB B

nexion de Levi-Civita sur B est sans torsion. On a donc :
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B B =
(4.19) Vg Yp - Yy Xy - [¥p,¥p] = 0.
B B
Or le remonté dans THM de [XB,YB] différe d'un élément de TV de (X,Y]. Il s'ensuit

de cela que dans tous les cas ' (X,Y) e TV.

Par ailleurs, soient X, Y, Z trois champs de vecteurs sur M. Comme VM(e) est

sans torsion, (4.17) implique que :

(4.20) T'(X,Y) + Sg(e)Y - Sy(e)X = 0.

Comme VM(e) et V' conservent le produit scalaire < >M(e), on a :
(4.21) <SX(5)Y,Z>M(E) + <Sx(s)Z,Y>M(e) =0

(Sx(e) est un opérateur antisymétrique pour la métrique < , >M(e)). De ceci, il

résulte que :

2<5,(e)Y,2>(e) + <T'(X,Y),Z>M(e) + <T'(Z,X),Y>M(e) -

(4.22)
- <T'(Y,z),x>M(s) = 0.

Or T' est a valeurs dans TV. (4.22) implique que si on identifie S(e) a un opéra-
teur agissant sur A(TB) .Sx’ on a pour tout j :

s () =L 1 <5 (e,),f > ef%e, +

e, 2, e, i"’"a’M i

2e N
(4.23) ] e J

1 o, Ba
+—=5 I <S (f),f > f Af"eI.
452 a,B ej a’’BM

I1 en résulte que la superconnexion 5: définie en (3.40) est transformée en :

\Y
~00 — - y
Vs(s) = iIOei’y(x)Ve (x)

i,y
+ L{52 T Les e, (x),f (x)>, f2%x)de, (x)e, (x) +
2 i,i,a 2 ei’y(X) isy a,y M Ty i,y 3>y
(4.24) + 1 o B,y a
4° i,z,s <S"'i,y(x) fa,y(X)’ fB,y(X)> fy(X)Afy(x)°ei.y(x)} +

+ 3 fX(x)av!
a Y fa,y(x)
1
+—== 1 <S e. (x),f, (x)>FfXx)Af 5 .
282 a,B,i fﬂv'y(X) 1y ’ B’y ) Y(X) ﬁ’y(X)’ei’y(X)
Notons V_(e) la connexion sur A(TJ{M) ®S considéré comme fibré au-dessus de Vy,

déduite de ﬁy ((3.41)) au moyen de nos transformations :

v
(4.25) Gy (e) =139 + 5 (e).
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Soit Zl;(e) le Laplacien horizontal associé a 1'opérateur de Laplace-Beltrami pour

la connexion ey(s). La courbure ﬁ:(e) de la superconnexion 5:(5) vérifie :

~co 2 -H €2
(4.26) Rs(s) = -g Ay(e) + - Ky.

Comme les noyaux de D et €D sont égaux ainsi que leurs conoyaux, on a
ch [Ind D] = ch [Ind (eD)]. Le théoréme II.4 implique donc que :

R (e)

(4.27) Tr_ exp [- 1 = ch ([Ind (D)]).

Remarquons que la formule (4.27) est locale en y. On peut donc supposer que
la fibration M+ B est triviale. On peut plonger la variété V dans un espace Rd_: De
fagon plus précise, il existe une famille c”de plongements w (z) de V dans Rd

dépendant de facon c” de yeB, xeV, ze¢V, possédant les deux proprletes suivantes :
- ‘by x(x) =0, ‘Dy x(z) est a valeurs dans Rd si z appartient a un voisinage
’ ’

de x, et constitue un systéme de coordonnées exponentielles de V au voisinage de x

pour la métrique < , >v .
y -
- Il existe un entier m, et m+1 champs de vecteurs Xi - x(z) sur ZRd, Cw en
’ ’
yeB, xeV, zeRd de dérivées de tous ordres bornées telles que le mouvement brownien

issu de x sur Vy pour la métrique < , >, ait grice au difféomorphisme wy X méme loi
’

\'

que la solution de 1'équation différentielle stochastique de Stratonovitch sur Rd :

m
dxs(y,x) = E iy, x(x (y,x))dw + X 0,y ,x(xs(y’X))ds 3 xo(y,x)=0.
(4.28) i=1

De plus, on peut supposer que les d+1 premiers champs de vecteurs sont a valeurs de

Rd sur un voisinage de 0. Si au lieu de considérer la métrique < , >V sur Vy, nous

prenons la métrique —12- <, >v , nous devons introduire la solution de 1'équation
€ y

m
2
dxs(y,x,s) =¢ E Xi’y’x(xs(y,x,s:))dwi + € Xo’y’x(xs(y,x,s))ds
(4.29) i=1

xo(y,x,e) = 0.

On voit apparaitre deux transports paralléles possibles : le premier est le
transport paralléle suivant les trajectoires de x (y,x €) pour la connexion ﬁy(e) 3
il est noté T (y,x €). C'est un opérateur pair (au sens de la section I1.2), qui
applique 1la fibre de A(THM) @S au-dessus de x sur la fibre au-dessus de x (y,x €).
Le second Ts(x,y,e) désigne le transport paralléle suivant les ttaJectoites de

xs(y,x,e) pour la connexion de Levi-Civita sur TVy. C'est une isométrie de 1'espace
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tangent en x a Vy sur l'espace tangent en xs(y,x,s) a Vy. I1 s'interpréte aussi

comme un opérateur pair appliquant Sx sur S et Idsxl(y,x,e) comme un

xl(y,x,e)
opérateur pair de la fibre de A(THM) ®S au-dessus de x sur celle au-dessus de

xl(y,x,e).
Soit pr(x) une section C de Vy dans A(THM) OSy.

D'aprés la section III.2, on a la formule :

2
-l R” = -_E.-. 1
(4.30) exp [ 2 Ry’S(E)] pr(x) E[exp [ 8 IO Ky(xs(y,x.e))ds]

T xe) @ (x (73,001

Notons 7 la projection de Rd dans Rd. Posons F(y,x,e,w) = % ﬂ(xl(y,x,e)).
F(y,x,e,w) satisfait aux hypothéses Hl et H2 du théoreéme IV.2, parce que les champs

X, (0) engendrent Rd (isd) et car :
1,¥,X

% n(xl(y,X.E)) =
(4.31)

box (x_(y,x,€)) ds

= rl : -
= é i ' X (xs(y,x,e.)) dwi + € 6 0,y,xXs

o1 i,y,x

(aous renvoyons a [L.1] ou a [W] sur ce sujet). La loi de nxl(y,x,s) posséde une
1

MRS
d .
xeV, ze¢R, €20, notée py,x,s(z)'

P a4 d el . P
densité p e(z), C en yeB, xeV, zeR , €>0 et F(y,x,e,w) une densité C en yeR,
s £E2-

Soit Xy,x(g) umz;i fonction C” de BxVde dans [0,1], nulle en dehors d'un
voisinage de 0 dans R, égale a 1 sur un voisinage de 0. Supposons de plus que ce
voisinage soit assez petit pour qu'il existe une seule géodésique reliant x & z, si
xy’x('z') :iO et si ZeV_. Supposons aussi qu'il soit assez petit pour que mZ =0, EeVy
et xy’x(z)==0 impliquent que z = 0. D'aprés (4.27), la quantité que nous devons

évaluer lorsque € -+ 0 est la suivante :

2
= - 1
(4.32) q}’,x,e B py,x,e(o) xE[xy’x(xl(y,x,e)) exp [ 8 Io Ky(xs(y,x,e))ds]

Tr (?Il(y,x,s)) |1tx1(y,x,e) = 0].

En général ?;l(y,x,s) n'applique pas la fibre de A(T::M)osx sur elle-méme :
on ne peut donc définir sa supertrace. Toutefois, si xy,x(xl(y,x,e)) est non nul,
il existe une seule géodésique reliant x a xl(y,x,e). Notons ;s(y,x,e) le processus
égal a xs(y,x,e) quand ss1, et égal & la géodésique reliant xl(y,x,e) a x entre le
temps 1 et le temps 2. Remarquons que s-»xs(y,x,e), se[0,2] est un chemin dans V

qui part de x (=0) et rejoint x (=0) au temps 2. On note tgl(y,x,s) et ?il(y,x,s)
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les transports paralléles correspondants Comme X, (y,x e) =0, 'r (y, ,€) est un

opérateur de la fibre de A(T M) S au-dessus de x sur elle-méme. On peut donc défi-

nir sa supertrace. De plus, ‘r (y,x €) = 't (Y,x €) lorsque X (y,x,e) =x (=0).

Ceci nous permet d'introduire la mesure sur R u(y,x,¢€)

(4.33) f"E[X (%1 (¥,%,€)) exp [-— Io Ky(xs(y,x ,€))ds] .

{‘tz- (y,x,€)} f(ﬂxl(y,x,e))]
ce que nous écrirons plus simplement :
(4.33)" £ > E[G(y,x,e) £(eF(y,x,e))].

u(y,x,€) est une mesure a valeurs dans A(T_B). De plus 9y x,c D 'est rien d'autre
que la densité en 0 de cette mesure. Notons qy (z) cette densite Notre objectif

est de calculer lim

(O)d'nx. Pour cela, on désire appliquer le théoréme
E-)

J’V yxe

IV.2. Comme nous 1l'avons déja dit, il n'est pas difficile de vérifier que F(y,x,€)
vérifie les hypotheéses H1 et !-22 ({L.1]) . Il est par contre plus difficile de
montrer que G(y,x,e) vérifie H. (& cause des -i- qui apparaissent dans (4.23) et H3).
On peut d'ailleurs interpréter ces différentes hypothéses a la lumiére des procé-
dures d'annulation qui interviennent dans la méthode de la chaleur classique ([6i1),

pour un seul opérateur de Dirac. Ind D+ = tr exp [-t Dj_ D+] - tr exp [-tD+ D:]

* . ok _ % 3
(D+ est l'adjoint de D+). exp [ tD+ D+] et exp [ tD+ D+] se représente par des
noyaux régularisant pt(x,z) et p;(x,z) (c'est 1'hypothése HZ)’ et 1'on doit calcu-

ler lim IV (Tr pt(x x) - Tr p;(x,x))dx. L'hypothése (H3) est ce qui permet de
t->0

montrer que Tr p:(x,x) - Tr p;(x,x) converge vers une limite finie quand t-0, alors

+ 2 i+ n - 1 +i - n
que p,(x,x) = I tc,(x)+0(t), et que p(x,x)= I t c.(x) + 0(t), et
t i=-d © t i=-d t

+ -
donc que les termes qui divergent dans pt(x,x) et pt(x,x) s'annulent.

Pour montrer que G(y,x,e) vérifient Hy, on doit effectuer ce qu'on appelle

en physique un comptage des puissances de €. Pour cela, nous allons calculer expli-
citement T (y,x €). On remarque que T (y,x €) est un opérateur qui applique la

fibre de A(THM) eS au-dessus de x sur elle-méme. On va décomposer cet opérateur en
trois morceaux : l'un égal a I8A, 1'autre a A3I et le troisiéme exprimant des
"interactions" entre les deux éléments du produit tensoriel. On procéde en deux

étapes.
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Premiére étape :

Un candidat naturel pour le premier opérateur intervenant dans la décomposi-

tion de %z_l(y,x,s) est Is?z-l(y,x,s). Plus précisément, posons :
(4.34) Tl yme) = W (5%, I6T  (y,x,0)).

Moyennant 1'identification de A(THM)OS a A(TyB)-S U (y,x €) est un opérateur qui
agit sur la fibre de A(THM) ®S au-dessus de x. Quelle est 1'équation différentielle

qu'il vérifie ? Quitte & choisir la famille de plongements z-npy x(z), on peut trou-
b

ver une application C~ (y,x,z) -»Ay x(z) de BxVxR? a valeurs dans 1'espace des
b

formes linéaires de Rd a valeurs dans l'espace des matrices complexes a d lignes

et d colonnes telles que :
- sizeV N
y
T~V
zy

T.V_[[A, (2)] [0]
(4.35) A Gy= 2V
[ o ](o]

- ?S(y,x,s) est solution de 1'équation différentielle de Stratonovitch :

d"t's(y,x,e) = - (A;’x(is(}’nxﬁs)) . dis(y’}he))?s(y»xoa)

(4.36) _
'rs(y,x,e) = Ide.
sz(y,x,E)v
De plus, 'rs(y,x,t-:) se décompose en sz(y’x’s)v l:[ ] [O]ji a cause de (4.35)
{ 0 101

et la formule d'Ito-Stratonovitch (3.17).

Pour trouver 1'équation gouvernant ?S(y,x,s), on doit faire intervenir des

termes en df*. A partir de maintenant, A(THM) ®S sera toujours considéré comme

A(TyB)OS, alors qu'il était utile auparavant de garder les deux interprétations
(en particulier, pour l'obtention de formules de Lichnerowicz). Ceci va nous per-
mettre d'effectuer sans probléme les opérations de prolongements & S. Ainsi, il _
existe des applications c” de BxVde d

a valeurs dans €, notées Sa,B,y X(E) (a,Be[1,...,n]) et des applications C de
- ’
d

BxVx R, su,y,x(i) (ae[1l,...,n]) a valeurs dans l'espace des formes linéaires

dans 1l'espace des formes linéaires sur R
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d . . .
sur R* a valeurs dans Rd, possédant les propriétés suivantes :

- si EGVy, So, . x(E) est a valeurs dans l'espace des formes linéaires de Rd
’ ’

a valeurs dans T~V
zy
- Ts(y,x,e) est solution de 1'équation de Stratonovitch :

a7 _(y,x,e) = -{(I 3Ay’x(;s(y,x,e)) .d;s(y,x,e) +

s
+l 5 _1_( . - Q Ba
4 ; 5 Sa’s,y’x(xs(y,x,e)).dxs(y,x,e))df ANdfPe I
a,B €
1 - - ol

(4.37) +% 2 af%s = Sa’y'x(xs(y,x,s)).dxs(y,x,e)} 1 (y,x,¢€)
;o(y,x,e) = ToI
"Eo(y,x,e) =1IeI.

Comme ;s(y,x,e) est a valeurs dans V_, S; x(xs(y,l-z,s:)) . d;s(y,x,t-:) est en fait un
’

y
opérateur impair de 1l'espace des spineurs. Posons

+ =y 1 ~ Qa B
Sy’x(z) 7 aEB Sa,B,y,x(z)df Ad £
i
(4.38) into oy _ 1 a5 -
Sy,x(z) ) i df Qsa,y,x z)

~y _ 1 ot sy a 1 .int -
Sy’x(s)(z) "2 Sy’x(Z)OI + 2 Sy,x(Z)’

Si EERdﬂVy, posons :

' int -y _ 1 = a ~ ~
(4.38) Sy,x(z) =3 aZi Sa,i,y,x(z)df .ei,y,x(z)
e, étant un champ de bases orthonormées directes ; de plus e, v x(0) est la
2 )

base canonique de Rngy. On a alors :

(4.39) d%s-l(y,x,s) = %s-l(y,x,e)(l;Ay,x(;s(y’x’s)) : d;S(y,x,E)) *
+ ';'-l(y,x,€)(Sy,x(€)(;s(y’x’s)) : d;s(y,x,e))-

Remarquons que si l'on n'avait pas de terme en Sy x(t-:), la solution de (4.39) serait
’
13-1-5—1()',:(,5). Si 1'own pose ';'S-l(y,x,e) = Us(y,x,e)(I 5?5_1(y,x,e)), on voit au

moyen des régles du calcul de Stratonovitch que Us(y,x,e) est solution de 1'équa-

tion :
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au_(y,%,€) = U (y,%,€) (1457 (y,%,€))
(4.40) (Sy’x(E)(';s(y,x,e)) . d;s(y,x,e))(ld3?s(y,x,e))
Uo(y,x,s) = IdA(TB);Id'

Ce qui est intéressant dans cette équation est que seuls figurent les termes
i + .
d'interactions S:mter entre les df et les spineurs et les termes Sy ¢ oune figu-
t]
rent plus d'éléments spinoriels. La deuxiéme étape consiste a séparer la contribu-

tion de ces deux derniers termes.

Deuxiéme étape : Calcul de Uz(y,x,e) par utilisation de la formule de Campbell.

Hausdorff.

On remarque que lorsque Eevy, ueT- Vy, v, x(z)(u) est un opérateur sur

A(B) ®S qui commute avec S (z)(v) (veT V ). On peut donc séparer dans (4.40) 1la

int
YsX

tion de l'équatlon différentielle de Stratonovitch :

contribution de S (z) et de S (z) Plus précisément, notons V (y,x €) la solu-

av_(y,x,¢e) = -i- v_(y,x,¢)(1d 8'1'_‘,:1(y,X.E))

(5,5, (7,%,€)) . dX (y,%,€))(T43T (y,x,)) =
(4.41)
= Vs(y,x,e)st(y,x.E)

V (y,x,e) = Ia1.
s y

int

Puisque S (z)(u) et S (z)(v) commutent et puisque tous les opérateurs S (z)(u)

commutent entre eux (les forces d'ordre pair commutent), on a :

U (y,x,€) =

(4.42)
=V (y,x s){exp[ —— z

(x (y,%,€)).dx (v,%,¢)) df*rdeP)
a,

8 é a,B,y,x
Le terme exp désigne 1'exponentielle extérieure des formes (c'est en fait un poly-
ndme) ; il intervient dans (4.42) comme la solution déduite de (4.40) ol ne figurent
plus que les termes en S (z).
YsX
I1 ne reste plus qu'a calculer le terme d' "interaction" V (y, ,€). Pour

g ; K y(x).
On obtient -df Adf eej’y(x) ek,y(x) +dfPras® oek'y(x) ej,y(x). Ceci est égal a

cela, calculons le crochet de Lie des: 2 opérateurs d f* Oe (x) et deOe

0 si j#k (car e e = -ekej dans 1'algébre de Clifford) et est égal a 2df%rd P
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sinon. D'autre part, lorsque u et v décrivent TE Vy (Esvy), les crochets de Lie

[Sint(i)(u), Smt(i)(v)] commutent. V_(y,x,e) est donc solution d'une équation 1li-
Y’x ysX — S

néaire dUS(y,x,e) = Vs(y,x,s) dHS(y,x,e), chaque Hs(y,x,e) étant un processus dans

une algébre d'Heisenberg. La formule de Campbell-Hausdorff implique que :
1
(4.43) Vs(y,x,e) = exp [Hs(y,x,e) +5 j'j [Ht(y,x,t-:) dHt(y,x,e)]].

Pour bien comprendre le sens de cette expression, on remarque qu'il existe

des processus scalaires Aa,i’s(y,x,s) et Aa’s’s(y,x,e) tels que :

a A 1
Hs(y,x,e) = azi Aa’i,s(}':x;s)df Oei£ [Ht(Y»X,E).dHt(y,x,e)] =

(4.44)

= ¥ A (y,x%,€) ag*a de 81
a,B,s
a,B

Dans (4.44), les e, désignent la base canonique de Rd. Ces deux derniers termes

commutent. Donc Vs(y,x,e) se décompose en le produit de

exp [% A, 8 s(y,x,e)dfml\dfs];l etdeexp [ A ., s(y,x,e)dfa'sei]. Ces
a’s ’ t] a,i bl i o "
exponentielles ne peuvent contenir que des produits extérieurs df 1A L AdEP

a,
contenant au plus n df . Ce sont donc en fait des polyndmes, et pour calculer ces

polyndmes, on tient compte des relations de commutations entre les dfmsei et
af*naff,

Nous pouvons désormais récapituler tous nos calculs. Nous obtenons :

G(y,x,e) = Tr:S l[xy’x(xl(y,x,e))

exp [L2 Ij S; x(-):s(y,x,s) . d;S(y,x,s)]
€ ’
A 1 2 .t Aa=-1 int -~
exp [2—5_2. Io [IO {I'TS (y,x.s)}(sy’x(xs(ym.é:)) .

— A= A=-1
dx_(y,x,e)){Ie1_(y,x,e)},{Ie1_"(y,x,€)}
(4.45) s s t

(S)iv?z(;t(y.x@)) cdx (y,x,e)){T o7 (v,%,€)}]]

exp [% J’f (Ida}-;l(y,x,s))(sint

y,x(;s(y,x,E)) .

6% _(y,%,€))(1d 8T _(v,%,)) (146 T, (y,x,e))]
2 —
exp [‘%‘ fj Ky(xs(y,x,s))ds].

Cette formule explicite permet de montrer le :
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Lemme IV.3 : G(y,x,e) vérifie H, et H,.

Preuve : Remarquons d'abord que la seule exponentielle qui ne soit pas un polyndme
2
dans (4.45) est exp [—%— Ii Ky(xs(y,x,e))ds], qui vérifie clairement Hl' Les autres

exponentielles sont en réalité des polyndmes et, a priori, ce sont les seuls termes
génants, car on y voit apparaitre des divisions par € et par €”. Mais, en fait,

;é(y,x,e) =0, d;s(y,x,e) = 0(g) et ;s(y,x,e) = 0(g) quand € > 0. Donc les termes en

% et en JE disparaissent. Par suite, G(y,x,e) vérifie Hl.
€
Montrons maintenant que G(y,x,e) vérifie H3 A cette fin, posons

Z = (w

s 1,8 "wd,s)' Remarquons que Z; = F(y,x,0), car en 0, les champs X, (0)

1,¥,X
sont égaux aux éléments de la base canonique de R (ou du moins, on peut le suppo-

ser) si i$d ou nuls si i=0, i>d. On a alors :

;15 fz ; x(xs(y.x,e)) . dx S(¥x,€) = -5 y < 2(y,x €)).x 2(v:%,€) -
(4.46) L2 s 4 - B _
- :2- I (5-2- Sy,x(xs(y,x,e:)) - dx_(y,x,€)) x_(y,x,¢).

Or ;z(y,x,s) =0, d;s(y,x,s)= stS si ss1, et a -eZlds si s>1. On en
déduit que :

1 (2 st
lim = [°s] (x_(y,x,e)).dx S(vsx,€) =
€0 e2 o "y,x s

(4.47)
1 .3 + 1.3 +
Iy (G5 Sy,x(0) - 4202, + 5 (= 50 (0).2))2,.

On traite de facon analogue le terme qui intervient dans la deuxiéme exponen-

tielle extérieure. Il tend quand € » 0 vers :

int 1nt 1nt int
(4.48) 4187500 7, si"0) 4z ] - - 'x(0) 2,,5.7(0) 2]

Or la supertrace de n@U est égale a nTrSU si n est une forme extérieure scalaire
et U un opérateur agissant sur les spineurs. On en déduit que quand € » 0, puisque

1l'algébre des formes paires est commutative :

G(y,x,e) =~ exp [~ Ig (i. s+ x(O)dZs) Z  +

+3 0y iz, siMH0)az )T x e 1 (2 SROERIAE
(4.49) AL OERE OF R EL 23 PRCR RN

exp [2 [2 (157 (y,x,6)) (Smt(x (7,%,)) . d¥_(y,%,2))
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(1é1g(y,x,eN] I 3?2_1(y,x,s)11-

I1 y a deux types d'opérateurs qui apparaissent dans la supertrace dans
(4.49) : le premier mélange les multiplications par df% et les multiplications par
e y(x). Le record ne fait intervenir que des multiplications de Clifford. Toute-

’

fois, on sait que la super-trace d'un produit e y(x),...,ed y(x) est égale a
d > ’

(-2i)2 ([B.1], 4.34), et que celle de tout autre produit de Clifford est nulle. Il
suffira donc de garder la contribution des produits de Clifford e y(i),...,ecl y(2)
» 4

dans la super-trace. D'aprés (4.36), ?s(y,x,t-:) est donné par 1'équation :
(4.50) d:t—s(y,x,e) = -(A;’x(;s(y,x,s)) . d;s(y,x,e).

Or Ay x(0) = 0 car nous sommes en coordonnées exponentielles. De plus, au voisinage
’

de x (=0), Vy est égale a Rd. Quand € >0, on a donc pour s¢[0,1] :

- _ (.2 3 2
dts(y,x.s) = -(e Y Ay’x(O) . Zs) Ldz_ + 0(e%)
(4.51) 3

2
Y Ay,x(o) . ZS) dZS + 0(e”)

d¥;1(y,x,e) = e(

et si se[1,2] :

4T (v,x,6) = -e2(Z A (0).2,)Z,(2-5)ds + 0(e2)
(4.52) s 9z y,X 171
d?s"l(y,x,e) = 52(5% Ay (0).2)2,(2-5)ds + 0(e).

I1 s'ensuit que lorsque € -0,

Tl =1-% (fF (A (0).2). 4, -
(4.53) 2 % 2 Yo Y3z fy,x 77 %’ - Y

1,3 2
- Io (-3—2- Ay,x(o)dzs) .Zs] + 0(e%).

Par définition, la courbure de la connexion de Levi-Civita sur Vy en X, Ry %’ véri-
’
fie, puisque nous sommes en coordonnées exponentielles, pour tout (X,Y) de Rded

({D-N-F]) :

) )
4,54 R X,Y) = (—= 0). X - (= . . Y.
(4.54) g0 = GEA (0. 1) X - (R A (0).%) .
Dans (4.53), on reconnait, lorsque €0 :

2
—--1 - _ e (1 2
(4.55) T (y,x,e) = 1Id 5 [o Ry’x(dZS,ZS) + 0(e%).

Or dans (4.49), il faut interpréter ?il(y,x,s) comme un opérateur linéaire sur

1'espace des spineurs. Par suite, la matrice antisymétrique Ry x(dZS,ZS) =
b

= ( (dZs,Zs)) doit étre écrite comme 1 T R(dZs,Zs)e

44,3

R <
1,,V,% iej’ et sous ce point
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de vue :

--1 1 (1 3
(4.56) T, (y,x,€) = exp -3 Io izj R (dZs,Zs)eei ce; + 0(e”)].

b

i.j,}’.x

Il est important de remarquer que dans (4.57), tout produit de Clifford

e ey apparaitra avec un € élevé au moins a une puissance supérieure a k.

Pour montrer que G(y,x,e) vérifie H3, il suffit de montrer que 1l'exponentielle qui
apparait dans la super-trace dans (4.49) vérifie la méme propriété. Appelons-la
exp [A]. En intégrant par parties, et en utilisant le fait que §é(y,x,s) =0, on

obtient comme dans (4.46) :

- el 2
exp [A] = exp [-5 Io azi‘(a2 sa,i,y,x(o)dzs)zs
(4.57) ’
o A € I ) a A
df se, + 7 o i (aE sa,i,y,x(o)zl)zl df Oei].

exp [A] vérifie donc la méme propriété que ;gl(y,x,e). Donc H3 est vérifiée =

On remarque que dans exp [A] (la‘til(y,x,e)), le terme en sd dans la super-
trace ne provient que des produits de Clifford ersecesey minimum, car ei = -1 : cela
signifie que si erseerey est obtenu & partir d'un produit de Clifford ol apparais-
sent des ej a4 une puissance impaire > 1, alors ce produit de Clifford sera multi-
plié par une puissance de € strictement plus grande que d. Cela suggére que l'on
peut remplacer les produits de Clifford par e, par des produits extérieurs par dxi
pour estimer la supertrace. Donnons auparavant quelques définitions. Soient deux

formes n et n' sur Vy (a valeur dans A(TyB)). On dira que n=n' si leurs composan-
tes de degré d en dxi sont égales. Soit dwy(x) la mesure riemanienne sur Vy' C'est
une d-forme extérieure en x.

ZS est un mouvement brownien plat sur Rd, de point de départ O. Z1 suit
donc une distribution gaussienne de covariance 1'idendité. On peut désintégrer ‘la
mesure de Wiener, en conditionnant suivant la valeur au temps 1 de Zs' On obtient
ainsi une famille de mesure paramétrée par la valeur de Zl' Lorsque Z1 = 0, on a une
mesure sur l'espace des lacgets de Rd issue de 0 . Notons la PO' C'est la loi du pont

brownien partant de 0 et arrivant en 0 ([I-W]).

Proposition IV.4 : Lorsque € >0, on a uniformément sur BxV ([B.1], p.137)

d
=P
= (-1iy2 o -~ 11 . int int -
elin()) qy.x’E(O)dwy(x) ( Tr) E “[exp [2 jo [sy’x(O)zs,sy’x(o)dzs]
(4.58) - rE st o [-L 1! 3 gint
Iy (82 Sy’x(O)dZS) 2. ekp [-5 [ azi ((32 sa’i’y’x(o)dzs) . Z)

ip o 1.1 j
4 21 o J
f Adx Jexp [ 8 fo (izj (Ri’j’y’x(o)dzs) .Zs)df Adx”].
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Preuve : On peut appliquer le théoréme IV.2. La densité de Z1 en 0 est (% d
D T
d

Multipliée par la contribution de la super-trace e , on obtient (-%)2. Les

170008y
termes quadratiques en Z1 qui apparaissent dans (4.49) disparaissent =

Lorsqu'on regroupe les termes qui apparaissent dans les exponentielles exté-
rieures dans (4.58), on obtient une 2-forme sur TxM : elle est intimt;.ment liée a
la connexion de Levi-Civita sur M. Soient en effet X et Y deux vecteurs sur TxM.
On vérifie (B.1 : th. 4.14) que :

\/
=1l gy
(4.59) <X, Yoy =5 [0 <R I(XY)Z,dZ >

M ’

R étant la courbure de la restriction de la connexion de Levi-Civita sur M a TVy
(X et Y sont des vecteurs tangents a M dans (4.59), si X est un champ sur M et Y
un champ sur TV, la restriction de cette connexion est égale a la projection de
V;Y sur TV). On a donc le théoréme suivant :

Théoréme IV.5 : Lorsque €0, on a uniformément sur BxV ([B.1] p. 142) :

(4.59) lim ROENORERE 1)% EPO[ 2p [ £/ RVY( )
. Lin q p eXp [ i £ < vy Zs’dzs>]

o

Nous allons faire maintenant quelques rappels sur les classes caractéristiques
d'une variété : cela peut sembler un peu incohérent, car nous avons déja parlé de
ces classes en dimension infinie. Toutefois, ce n'est qu'a partir de ce moment que
nous en aurons besoin, afin d'exprimer de fagon cohomologique la formule (4.59)
([D-N-F], [K-N]).

Considérons un fibré principal (de dimension finie) E -—“-9\/ sur une variété
V de dimension d, de groupe structural G et d'algébre de Lie g. On dit qu'une appli-
cation k-linéaire f gxgx...xg~>C appart1ent al (G) si elle est invariante par
1'action de G. Par exemple, si G = Gl (IR ), l'algebre de Lie de G est 1l'ensemble
des matrices carrées, 1l'application trace appartient a Il(G) tandis que 1'applica-
tion déterminant appartient a I d(G)' Introduisons une connexion V sur ce fibré ;
son tenseur de courbure est une 2-forme & valeurs dans 1'algébre de Lie g. Si
feIk(G), considérons la 2k-forme extérieure d>vf définie par

L f(xl,.. . ’sz) =

(4.60)

1
) ; c:E 52:0 FRGKG (1) %a(2)) - R (2-1)7 Xo(2m)))
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la somme étant prise sur les permutations o de {1,...,2k}, la signature d'une per-
mutation étant notée € La remarque essentielle est que si 1'on change de con-
nexion V G invariante, ¢V(f) ne varie que d'une 2k-forme exacte (c'est ce qui dé-
coule de ce qu'on appelle une formule de transgression, comme dans le théoréme
II.3). On peut donc définir la cla§s§~de cohomologie de @Vf sans aucune ambiguité.
-iéme

L'application ¢ de Ik(G) dans le 2 groupe de cohomologie de V s'appelle

1'homomorphisme de Weil. On peut étendre ¢ de la fagon suivante, en introduisant
I(G) = = Ik(G)° f est dans I(G) si f s'écrit =f
k=1

QVf = Z¢V(fk), la somme étant en réalité finie car il n'y a pas de formes exté-

X’ fkeIk(G). Dans ce cas,

rieures non nulles de degré > d.

Considérons maintenant quelques exemples : supposons que G = SO(d), d paire =
2%, et que V est une variété riemannienne orientée.L'algébre de Lie de G est donc
1l'ensemble des matrices antisymétriques. Si A est une matrice antisymétrique, A se
0 X
décompose dans une base orthonormée directe en bloc de la forme . L'en-
-xj
semble des xj intervenant dans cette décomposition reste invariant si on change de

A
base orthonormée directe. Le pfaffien de A est égal & II x,. C'est un polynéme
j=1

homogéne en les Xy Si on considére la fonction f£(A)

X,
. 4
(4.61) A> T i .
i=1 sh(-§1)

On obtient une forme @vf appelée genre d'Atiyah-Singer (en forme, et non en coho-
mologie). Elle représente lorsqu'on change de connexion V qui préserve l'action de
S0(d) une seule classe de cohomologie sur V, appelée classe d'Atiyah-Singer. Le
caractére de Chern (dont nous avons rappelé la définition dans la partie I) rentre
dans ce cadre : le fibré E est complexe, le groupe structural G est le groupe
linéaire szimE(C), A est une matrice complexe a dim £ lignes et dim £ colonnes
dont les vecteurs propres sont notés xj. L'application f associe & A 1'expression

ix,
§ exp [52].

Dans la situation présente, notre variété est M, le fibré est TV ; il a pour
groupe structural SO(d). La connexion sur TV est la projection de la connexion de

Levi-Civita de M sur TV. On peut donc définir le genre (en forme) d'Atiyah-Singer

AR Y). C'est une forme sur TM. On a le théoréme.
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Théoréme IV.6 : En cohomologie, Ch ([Ind D ]) est la forme c” sur B :

\'

R
(4.62) f; A& = cn (fma p.D).

y

Schéma de la preuve : On fait disparaitre les i qui apparaissent dans (4.59) en nous
servant du fait que le théoréme II.4 nous donne Ch [Ind D,] et non Ch [Ind D ]. On

obtient alors :
P o 1 ALYy, -
(4.62) Ch [Ind D ] = Ivy E " [exp [-3- Io <R (.,.)Zs,dZs>]].

On utilise ensuite les formules d'aires de Paul Levy pour en déduire le théoréme

(fYn.

Remarque : La méthode ici utilisée peut &tre appliquée au cas oi l'on ajoute un

fibré auxiliaire £.
Remarque : Ikeda et Watanabe ont développé une méthode similaire pour la preuve

du théoréme de Hirtzebruch, généralisable a notre cas [I.W].

REMERCIEMENTS : Nous remercions J.M. Bismut pour des explications données sur son
article. Nous remercions aussi D. Bakry, D. Bennequin, J. Brody et M. Emery pour

avoir assisté sans broncher & la série d'exposés que nous avons consacrés a ce

théoréme.
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&1 Remarque sur le début du chapitre I 1 : En fait, il y a une difficulté supplémen-
taire qui provient du fait que l'on n'a pas de régles de simplification des
fibrés : si E+ E' et E = E"" sont isomorphes, E' et E'" ne le sont pas forcément.
Pour contourner cet obstacle, on dit que (El’EZ) est équivalent a (E',Eé) si il
existe deux fibrés F et F' tels que (EIOF, EZOF') soit isomorphe en tant que fibré
a (EiOF', Eé oF') .
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