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Inégalités isopérimétriques et calcul stochastique

Michel Ledoux

Cet article d’exposition présente une approche simple basée sur le calcul
stochastique mise en évidence par B. Maurey permettant d’établir certaines inégalités
de type isopérimétrique pour les mesures gaussiennes, ainsi que quelques unes de
leurs applications usuelles notamment & des questions d’intégrabilité de normes de
processus gaussiens ou de variables génériques des chaos de Wiener.

Les inégalités isopérimétriques forment un domaine des mathématiques dans
lequel, ainsi que dans ses applications, interagissent la géométrie, ’analyse et la théorie
de la mesure (voir par exemple [O] pour une introduction). Ces derniéres années,
les inégalités isopérimétriques et leurs variantes sont en particulier devenues un outil
privilégié dans I’étude de diverses questions de géométrie locale des espaces de Banach,
a commencer par le céléebre théoréme des sections presque sphériques des corps
convexes d’A. Dvoretzky. Le lecteur trouvera dans la synthése [MS] une présentation
détaillée de ce type d’applications. Si, le plus souvent, I’inégalité isopérimétrique
sur la sphére est l'outil préféré, il y a quelquefois avantage a considérer I'inégalité
isopérimétrique dans ’espace de Gauss; ce point de vue procure, en particulier, une
approche trés intuitive du théoréme de Dvoretzky & partir de ’invariance par rotation
gaussienne (cf. [P]).

Un trait fondamental du cadre gaussien est de pouvoir aisément formuler
Pensemble des résultats en dimension infinie; les inégalités de base restent cependant
celles en dimension finie. L’inégalité isopérimétrique gaussienne a été établie par C.
Borell [B1] & partir de I'inégalité isopérimétrique sur les sphéres et de ’argument
limite bien connu du lemme de Poincaré. Rappelons briévement ces deux faits. Soit
S;"l la sphére de centre l’origine et de rayon p dans R™, a’,’,‘“1 la mesure uniforme
normalisée sur S';‘"l; a tout ensemble mesurable 4 de S,’,"l, associons une calotte
sphérique H (c’est-a-dire une boule pour la distance géodésique sur 5';,“1) de méme
mesure que A. L’inégalité isopérimétrique énonce alors que, pour tout réel » > 0,

oy (4r) > 0p 7 (H,)

ou A, et H, sont les voisinages respectifs d’ordre r (pour la distance géodésique) de
A et H. Comme dans toutes les inégalités de ce type, I’intérét réside bien entendu
dans la possibilité d’un calcul explicite du membre de droite en fonction de r et
o~ 1(H) = o3~!(A). Le lemme de Poincaré assure quant & lui que la famille de
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n-1 : ‘ N :
mesures (o /n ) est asymptotiquement gaussienne au sens ou, pour tout entier k et

tout ensemble mesurable A de R*, si I, ; est la projection canonique de R™** sur
R*, la suite

oA I (A) N SR

converge, quand n tend vers l'infini, vers la mesure gaussienne canonique de A dans
RE. C’est une des formalisations possibles de Iidée intuitive bien répandue (cf. [MK))
suivant laquelle la mesure de Wiener peur étre visualisée comme la distribution
uniforme sur une sphére de dimension infinie de rayon racine carrée de linfini. Cet
argument limite et 1’inégalité isopérimétrique sur les sphéres donnent donc lieu &
l'inégalité correspondante dans ’espace de Gauss (de dimension finie) qui se décrit
ainsi : soit ¥ = v, la mesure canonique de Gauss sur R" de densité

Y(dz) = (20)""/2 exp (~}|of?) do.

Désignons par @ la fonction de répartition de cette densité en dimension 1 :

®(t) = (2m)~1/2 /t exp(—1iz?)dz, t€[—o00,+0d].

-0

Nous noterons en outre par ¥ la fonction 1 — @ et par ®~! la fonction inverse de ®.
(A titre de petit pense-béte, noter que ®~1(0) = —oo0, ®~1(3) =0, ®~}(1) = +o0;
rappelons également 1'inégalité usuelle : ¥(t) < exp (—t2/2) pour t > 0.) L’inégalité
isopériméirique gaussienne indique que pour tout borélien A de R™ et tout réelr > 0,

(1) O loy(A+rB)>® loy(A) +r

ot A+rB={z€R":z=a+rb, z €A, |b| <1} est le voisinage euclidien d’ordre
r de A, B désignant la boule euclidienne unité (fermée) de R"™. Autrement dit, si au
borélien A on associe un demi-espace H = {x € R" : (z,u) > A}, [u| =1, A € R, de
méme mesure ¥(H) = y(A), la mesure du voisinage d’ordre r de A est plus grande
que celle du voisinage d’ordre r de H puisque

y(A+rB) > ®(® 'oy(A)+r)=7(H +rB).

C’est D’interprétation de 'inégalité sur les sphéres & la limite avec la correspondance
entre les calottes sphériques et les demi-espaces; en outre, il y a égalité dans (1) pour
les demi-espaces et ces ensembles, comme les calottes sur les sphéres, sont les éléments
extrémaux de l'inégalité [E3].

Si I’inégalité isopérimétrique gaussienne apparait, aprés un passage a la limi-
te, comme une conséquence relativement aisée de l'inégalité sur les sphéres, la
démonstration de cette derniére reste assez délicate (voir toutefois [FLM]) et s’appuie
sur une technique de symétrisation due & J. Steiner. L’un des traits marquants
des travaux d’A. Ehrhard [E1], [E2] est une approche directe de l'isopérimétrie
gaussienne par l'introduction d’une technique de symétrisation propre adaptée a
la mesure de Gauss, dont une conséquence est une démonstration intrinséque de
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Pinégalité de Borell. Ce point de vue a également permis & A. Ehrhard d’établir
une inégalité du type de Brunn-Minkowski gaussienne et de développer tout un calcul
isopérimétrique gaussien ainsi que ses applications aux intégrales de Dirichlet et aux
solutions extrémales [E2], [E3].

Il est probable que 'on puisse déduire inversement 1’inégalité isopérimétrique
sur les sphéres de l'inégalité dans ’espace de Gauss (qu’il faudrait trés certainement
considérer dans sa version infini-dimensionnelle) mais, & notre connaissance, cette
question, a priori non triviale, n’a pas encore été examinée & ce jour.(En terme de
concentration, noter toutefois [MS], p. 141.)

A ce stade de P’exposition, il vaut la peine d’indiquer comment ’inégalité (1)
est d’ordinaire employée dans les applications : le plus souvent, on ’applique & des
ensembles de mesure plus grande que % (par exemple); il s’ensuit alors que pour tout
r >0,

®loy(A+rB)> @ (L) +r=r,
et donc, par composition avec ¢ et passage au complémentaire,
(2) vz €R":z ¢ A+rB) < ¥(r) < exp(—ir?).

Cette inégalité exprime ainsi une décroissance extrémement rapide, lorsque r devient
grand, de la mesure gaussienne du complémentaire du voisinage euclidien d’ordre r
d’un borélien de mesure au moins % Cette propriété participe des phénomeénes de

concentration de la mesure dont on pourra trouver un présentation en [GM].

L’objet de cet exposé va étre de montrer, en suivant B. Maurey (cf. [P]),
comment des arguments simples de calcul stochastique (essentiellement la formule
d’Ité pour le mouvement brownien) permettent de retrouver, sinon ’inégalité (2), du
moins des inégalités suffisament proches pour la plupart des applications, que ce soit
4 la géométrie des espaces de Banach ou & l'intégrabilité des processus gaussiens ou
dérivés. La précision perdue empéche cependant I’accés & 'isopérimétrie elle-méme et
ses solutions extrémales.

Soit (B;);>0 un mouvement brownien & valeurs dans R™, issu de Dorigine,
(Pt):>0 son semi-groupe. Pour toute fonction f sur R"™ & valeurs réelles suffisament
réguliére, une application immédiate de la formule d’It6 montre que

f(B1) —Ef(B1) = Pof(B1) — Pif(Bo) = /: V(P1-:f)(B;).dB;.

Une telle identité met d’ores et déja en évidence une inégalité de Poincaré gaussienne
(voir par exemple dans cet ordre d’idée [C]) :

E|f(B1) — Ef(B1)|? < E|Vf(B1)]*.

Ce type d’inégalités est étroitement lié & Disopérimétrie et aux phénomeénes de
concentration de la mesure (cf. [O], [GM]) et suggére ainsi I'intérét de la formule
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précédente pour ces questions. Désignons par || f||Lip la norme de Lipschitz, supposée
finie, de f, i.e.

£ lip = sup {'i(—)—‘i(”J 5y ER" o # y} ,

|z -yl
et supposons pour simplifier ||f||Lip < 1. Ainsi,

|Pi—if(2) — Piotf(v)| < |2 —

ce qui équivaut & dire que, pour tout ¢ de [0,1] et presque tout z,
IV(Pi-ef)(2) £ 1.

Si 7 désigne le temps aléatoire fol |V(P1—:f)|?(B:) dt, presque sirement 7 < 1.

L’intégrale stochastique fol V(P1-+f)(B:).dB; ayant méme loi qu’un mouvement
brownien unidimensionnel (X;);>o au temps 7, il en résulte que, pour tout réel » > 0,

P{f(B:) — Ef(B1) > u} = P{X; > u}
< P{Orgfgcl X >u}=2¥(u).

En reformulant ce résultat dans les notations du début de Pexposé et en vertu
d’un simple argument d’approximation, pour toute fonction lipschitzienne f telle que
[ fllLip < 1 et tout réel u > 0, nous avons donc

(3) y(z €R™: f(z) > [fdv+u) <2¥(u).

11 est & noter que la constante numérique 2 du membre de droite de cette inégalité ne
peut étre améliorée comme le montre le choix, sur R, de la fonction f(z) = |z|Aa pour
a > 0 suffisament petit. Signalons également qu’outre cette inégalité, B. Maurey et G.
Pisier [P] établissent des inégalités plus générales pour fonctions & valeurs vectorielles;
les techniques sont alors différentes et ’argument précédent ne semble plus en mesure
de fournir la conclusion. Par ailleurs, mentionnons qu’A. de Acosta et J. Zinn [AZ]
ont donné une démonstration de (3) & partir d’un raisonnement sur les sommes de
variables aléatoires indépendantes et le théoréme limite central.

Bien que la formule (3) soit déja efficace dans nombre de situations comme
nous le verrons plus loin, il nous faut & présent tacher d’exploiter cette inégalité afin
de nous rapprocher de I'inégalité isopérimétrique (2). Considérons un borélien A de
mesure gaussienne 7(A) > 0. Pour tout réel r positif, posons

fr,a(z) = min (d(z, A),r)

ol d(z,A) est la distance euclidienne du point z & I'ensemble A. Clairement
|| fr,allip < 1 de sorte que ces fonctions, lorsque r varie, sont suceptibles de
Papplication de l'inégalité (3). Posons M, 4 = f fr.ady; cette inégalité pour frie,a
et u =1 — Myyc,a qui est positif pour € > 0 suffisament petit fournit :

7(1’ € Rn : min (d(.’B, A),T+ 5) > 7‘) S 2‘1’(1‘ - MT+G.A):
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et donc, lorsque ¢ tend vers 0,
(4) Y(x€R":2 ¢ A+rB) <2¥(r— M, a)

puisque d(z,A) > r si et seulement si ¢ ¢ A + rB. La comparaison de ce que
nous venons d’obtenir avec I'inégalité de Borell (2) indique qu’il nous faut & présent
controler M, 4 = f fr,ady, si possible a partir uniquement de r et de la mesure de A.
Nous utilisons & cet effet une simple formule récursive :

Mr 4= / v(z € R" : d(z,A) > t)dt
0
5/ min {7(A), 20(t — M 4)} dt.

0

Une premiére estimation est alors
M, 4 < ry(A°).
Celle-ci fournit
Y(z €R" 12 ¢ A+rB) < 2¥(ry(4)) < 2 exp (-5 r*1(4)?),

inégalité qu’il est d’ores et déja instructif de comparer & (2). Mais, en reportant dans
la formule récursive, on a aussi

Moa < /0 " min {7(4°), 2¥(t7(A))} dt.

Si nous désignons alors par §(u) la fonction décroissante sur ]0,1] définie par
o
§(u) = / min {1 — u, 2¥(tu)} dt,
0

nous avons My 4 < 6 o y(A) uniformément en r; c’est I’estimation que nous retenons
pour lapplication a (4). A noter pour ce qui va suivre que § o y(4) — 0 quand
v(A) — 1. Ainsi donc, pour tout réel r > 0,

Yz €R" :z ¢ A+ 7rB) <2¥(r—b60v(A)).
Comme il est aisé d’observer que, pour € > 0,
V(r—e) <2 exp(er + 3e2) ¥(r),
nous concluons finalement que pour tout r positif
(5) 7@ €R":z ¢ A+rB) < 4explboy(A)r+ 1607(A)%)]¥(r).

Si nous comparons ce que nous venons d’obtenir, & trés peu de frais, avec Pinégalité
(2), nous remarquons bien sir un facteur supplémentaire dans le terme majorant. Ce
facteur toutefois est du premier ordre en r alors que ¥(r) décroit en exp (—r2/2); en
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outre, il est affecté d’un coefficient qui peut &tre rendu arbitrairement petit pourvu que
la mesure de A soit suffisament grande. Grace & ces deux propriétés, I’inégalité (5) peut
étre utilisée dans la majeure partie des applications comme l'inégalité isopériméirique
(2) fournissant des résultats ayant le méme ordre de précision. A titre d’exemples,
nous décrivons brievement ci-dessous quelques applications & 'intégrabilité de normes
de vecteurs gaussiens et des variables génériques des chaos de Wiener généralement
déduites de I'inégalité de Borell. Signalons que, comme l'inégalité isopérimétrique de
Borell [B1], 'inégalité (5) peut étre énoncée pour des mesures de Gauss dans des
espaces de dimension infinie et le procédé usuel d’approximation sera explicité plus
loin dans un cas particulier. La formulation en dimension infinie fait intervenir en
lieu et place de B, la boule euclidienne unité dans R, la boule unité de l’espace
autoreproduisant associé & la mesure gaussienne considérée (I’espace des fonctions de
Cameron-Martin dans le cas de la mesure de Wiener, par exemple). Il nous reste &
mentionner, pour conclure cette premiére partie, que nous ignorons s’il est possible de
déduire la véritable inégalité isopérimétrique des arguments décrits précédemment. Il
faudrait trés certainement reprendre les choses au niveau de (3), sinon avant.

Les principales applications de 'inégalité isopérimétrique gaussienne concer-
nent & ce jour, outre I’isopérimétrie elle-méme (travaux de C. Borell et A. Ehrhard),
la géométrie des espaces de Banach (théoréme de Dvoretzky) et les propriétés
d’intégrabilité de certaines variables gaussiennes. Nous renvoyons & [P] (cf. également
[MS]) pour le premier type d’applications. Nous esquissons par contre briévement le
second type de conséquences 3 partir des inégalités, plus faibles mais tout aussi effi-
caces, précédentes. Nous nous servirons indistinctement de (3) ou (5) suivant les cas.
Nous concentrons d’abord notre attention sur I'intégrabilité des vecteurs gaussiens.

Soit (X )ieT un processus gaussien centré sur un ensemble T'supposé dénombra-
ble pour éviter toute question de mesurabilité; on suppose que

P{sup|X:| < oo} =1
T

(ou seulement > 0), et on s’intéresse aux propriétés d’intégrabilité de la loi du sup.
Le premier résultat dans cette direction est le théoréme de X. Fernique [F], H.J.
Landau et L.A. Shepp [LS] (voir aussi [MaS]) qui découle immédiatement de ce qui
précéde. Le seul petit travail consiste & se ramener a la gaussienne canonique sur R”.
Soit T, = {t1,...,tn} une partie finie de T'; désignons par I' = U U? la matrice de
covariance symétrique définie (semi-) positive du vecteur gaussien (X, , ..., X,) dans
R™. Ce vecteur a méme loi que U A ot A suit la loi gaussienne canonique ¥ = ¥» dans
R". Considérons alors

f:R"—R
z — |IUzllo

oit ||./|oo est la norme sup de R™. La norme lipschitzienne || f||Lip de f est infériz_eu‘re ou
égale & la norme ||U|| de U en tant qu’opérateur de R” muni de la norme euclidienne
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dans R"™ muni de la norme sup et celle-ci vaut, par construction,

|U|| = sup (EX2)Y/2.
i<n

L’inégalité (3) appliquée a f fournit, pour tout u > 0,

(6) P{S;p | X¢| > Esup |Xy| +u} < 2¥(u/||U])).

En considérant —f on a également

(6) P{S’}lp X +u < ES;plXtI} < 2¥(u/||U]).

Soit alors ¢ = supy (EX2)!/2, fini sous notre hypothése. Choisissons u suffisament
grand pour que 2¥(u/g) < % ainsi qu’un réel M également assez grand pour que

1
P{sup |X,| < M} > .
T 2

Comme ||U|| < o, par intersection entre la probabilité précédente et celle de (6 ), il
s’ensuit que

Esup |X:| < M + .
T,

Les choix de M et u étant faits indépendamment de T}, C T sous la seule hypothése
P{supy | X;| < 00} = 1, il en résulte d’ores et déja que E supy | X;| < co. En outre, on
peut alors passer & présent & la limite dans (6) sur les parties finies de T, et obtenir
ainsi, pour tout u > 0,

P{sup |X;| > Esup |X;| +u} < 2¥(u/o).
T T

En particulier,

. 1 1
(7 ull’ngo "3 LogP{sgp |X:| > u} = ~357

ou, de fagon équivalente,

1 . .
E (exp 55 sup lXt|2) < oo stet seulement si a> o,
202 7

Cette bréve discussion montre que la taille d’un processus gaussien borné se
mesure essentiellement & partir de 2 paramétres : le nombre o = supy (EX?)1/2 1i¢
aux moments faibles et une quantité, médiane ou espérance, liée & la topologie forte
de la norme sup. Cette observation est encore plus clairement mise en évidence par
le théoréme suivant dii 5 M. Talagrand [T] qui précise Pintégrabilité précédente;
ce résultat est établi par Talagrand 3 Iaide de Pinégalité de Borell (2) mais en lui
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substituant (5) la démonstration est la méme. Reprenons le processus gaussien de
tout & I’heure et considérons

7 =inf{A > 0: P{sup |X;| < A} > 0},
T

autrement dit le premier saut, en fait I’unique, de la loi du sup. M. Talagrand montre
alors que pour tout v’ > T,

1 .
E (exp s oup X4 - r')?) < oo,

précisant ainsi I’intégrabilité précédente.

Pour plus de détails sur toutes ces questions, le lecteur pourra consulter la
thése d’A. Ehrhard [E4] ou une discussion sur la densité du maximum d’un processus
gaussien compléte et prolonge celle-ci. Outre les outils précédents, I’auteur s’appuie sur
une inégalité de type Brunn-Minkowski établie & I’aide de la symétrisation gaussienne
[E1]. 11 est bon de comparer celle-ci & 'inégalité isopérimétrique : si A et A’ sont des
convezes de R™, pour tout X de [0,1],

(8) P loyMA+(1-NNA)> A0 toy(A)+(1- N2 toy(4)

ot la somme AA+ (1 — A)A’ est comme toujours entendue au sens de Minkowski. 11
n’est pas connu 3 ce jour si cette inégalité de concavité s’étend, comme c’est le cas
pour l'inégalité analogue avec la mesure de Lebesgue, & tous les boréliens de R™. Cette
extension présenterait un intérét certain car il est aisé de constater que I'inégalité (8)
contient en fait ’inégalité isopérimétrique (1). En effet, si r est un réel positif, (8)
appliquée & A et A’ = ;55 B ou B est la boule euclidienne unité de R fournit :

& loy(AA+rB)> A0 toy(A)+ (1 -2 1oy (E—I—AB)

L’inégalité isopérimétrique apparait lorsque A tend vers 1 puisque

lim (1-\)@ oy (—=B)=r

A—1 1-2A ’
ce qui se constate, soit par un calcul direct, soit par (7) (®1(1 — u) est équivalent a
(2 Log1)!/2 lorsque u — 0).

Nous terminons cette discussion par une application des inégalités isopérimétri-
ques & Dintégrabilité des variables génériques des chaos de Wiener due & C. Borell
[B2]. Nous énongons les principales conclusions en renvoyant le lecteur 3 [B2] pour
les détails. Dans un cadre simplifié, en se limitant en particulier au deuxiéme chaos,
lidée de la démonstration se formule en fait trés aisément : soit la forme quadratique

n
Qz,z) = Z 455 T, z = (zi)i<n €ER™.
i,j=1
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La question consiste & examiner le degré d’intégrabilité de |Q| sous la loi gaussienne
canonique vy = vy, dans R™, plus précisément 3 déterminer le comportement asymp-
totique de y(z € R" : |Q(x,z)| > t) lorsque # croit vers infini. Comme ’a montré
C. Borell, les outils précédents sont parfaitement adaptés & I’étude de cette question.
Introduisons le nombre

o= sup |Q(z,z)|.
lz|<1

Le résultat principal indique :

L1 n, __1
9 Am = Logy(z € R" : [Q(z,2)| > t) = 55

en particulier,
1
/exp %IQI dy < oo pourtout a> o,

Les étapes de la démonstration sont les suivantes. Soit & > 0 arbitraire mais fixé, et
soit, pour tout r > 0,

A={z€R": sup iz 1Q(z,2) + rQ(z,y) + rQ(y,z)| < ¢}.
lyl<1 T

On peut trouver r, assez grand tel que, pour tout r > r,, on ait y(4) > 1 (par

exemple). B désignant comme toujours la boule unité de R”, I’inclusion suivante est
satisfaite :

A+rBC{z €R":|Q(z,2z)| < r’(c +¢)}.
Ainsi, en vertu de 'inégalité isopérimétrique (5), pour r > r,,
7(z €R" : |Q(z,2)| > r¥ (0 +¢€)) < 4 exp[6(3)r + 6(3)%19(r),
de sorte que
lim %Log*y(z ER":|Q(z,2)| > r’(c +¢)) < —l,
r—oo r 2
soit la moitié de (9). A partir d’une décomposition appropriée de 7, il n’est pas difficile

de se convaincre que I’inégalité inverse est aussi satisfaite. Pour les éléments des chaos
d’ordre d > 2, on a

L1 1
tl—lglo 7272 LogY(z ER™ : |Q(z,...,z)| > 1) = ~5g7d

identité qui s’établit de la méme fagon.

Des résultats standards sur les intégrales stochastiques multiples permettent
d’interpréter ces conclusions relativement aux chaos de Wiener associés & un mouve-
ment brownien réel (B );>0 (¢f. [B2), qui contient aussi des choses plus générales). Le
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chaos de Wiener de degré d associé 3 (B1)i>0 est constitué des variables aléatoires X

de la forme
o0 81 Sg~1
X=/ stl/ dB“.../ dB,, f(s1,...,84)
0 0 0 ‘

ol f est une fonction déterministe de carré intégrable i.e.

e} $1 Sd-1
/ d.91/ dsz.../ dsq f2(sy,...,84) < oo.
0 0 0

/; dsl/o 1dsz.../o d_ldsdf(sl,...,sd)g(sl)...g(sd)}

ol le sup parcourt les fonctions g sur R telles que f:’ 9%(s)ds < 1. Alors, le théoréme
de C. Borell [B2] énonce :

Posons

o:sup{

. 1 1
tllglo Zﬁd_LogP{lX‘ >t} = ~og2/d ;
en particulier,
1 2/d
E(expEl; ) < 0o pourtout o> 0.

Il est probable que lextension de Talagrand [T] décrite précédemment pour les
processus gaussiens ait ici un analogue.

Je remercie M. Yor pour lintérét qu’il a témoigné & Uexposition de ces résultats.
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