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LA PROPRIETE DE SOUS-HARMON’ICI'TE‘ DES DIFFUSIONS
DANS LES VARIETES

Dominique Bakry

0. Introduction et notations

Si f(z) est une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert du plan
complexe, la fonction log|f(z)| est une fonction harmonique. Par suite, pour
tout p > 0, la fonction |f(z)[P est sous-harmonique : cette propriété est la clé qui
permet d’établir la dualité H — BMO sur la droite ou sur le cercle.

STEIN et WEISsS ont étendu cette propriété aux ouverts de R™ : dans
ce cadre, l’analogue d’une fonction holomorphe est constitué par un systéme
u = (u1,...,U,) de fonctions satisfaisant les équations de CAUCHY - RIEMANN

0 0

—u = —u; ;
Oxd ' fzi 7

0
Z(—a—:ﬁui'——O.

2

1/2 -2 .
Sil’on pose |u| = [Z u?] ,on aalors Alu|’ > 0 pour p > Z——l (Voir [St-W],

par exemple.)

Le point important ici est que I’on puisse choisir p < 1. En effet, chacune
des fonctions u; étant harmonique, il n’est pas difficile de voir que la fonction
|u| elle méme est sous-harmonique. C’est sur cette propriété que FEFFERMAN et
STEIN s’appuient pour étudier les espaces H! et BMO de R” dans [FS].

On peut reformuler autrement la propriété de sous-harmonicité de R"™; en
effet, localement, un systéme vérifiant les équations de CAUCHY - RIEMANN s’écrit

u; = é_ih’ ou h est une fonction harmonique. On a donc |u| = |Vh| et la
z

propriété de sous-harmonicité de R s’énonce :

. . -2
Si f est harmonique dans un ouvert de R", A|VfIP >0 pour p > n—l
n —



Différentes extensions de cette propriété ont été étudiées, toujours en liaison
avec I’étude des espaces H! et BMO (voir par exemple I’article de COIFFMAN
et Weiss [CW] pour I’étude dans les groupes de LiE semisimples compacts). On
peut en effet la reformuler dans un cadre général : étant donné un opérateur L
différentiel du second ordre sans termes constants, on lui associe naturellement
une notion de longueur du gradient en posant |Vf|? = %(sz — 2fLf). (Cela
coincide avec la définition usuelle lorsque L est le laplacien.) La propriété de
sous-harmonicité s’énonce alors :

ilexisteun 0 < p<1ltelque Lf = 0= L|Vf|F > 0.

Le principal résultat de cet article est le suivant : si L est un opérateur
elliptique sur une variété de dimension n, pour tout p > 2=2 j] existe une

n-1?
fonction 7(z,p) telle que
Lf=0= (L—-rI)|VfP >0.

Les cas intéressants seront ceux ou r est minorée, ou mieux est positive.

Dans la premiére partie, nous introduisons deux notions reliées a L, les
notions de courbure et de dimension. Lorsque L est le laplacien d’une variété
riemannienne, la dimension est celle de la variété (et c’est le seul cas ou cela se
produit), tandis que la courbure est la courbure de Ricci de celle-ci. En général,
ces deux notions sont corrélées; nous étudions la fagon dont elles se comportent
dans un certain nombre de transformations élémentaires qu’on fait subir a L, et
qu’on utilisera par la suite.

Dans la seconde partie, nous démontrons la propriété de sous-harmonicité,
que nous énongons en termes de courbure et de dimension de 'opérateur L.

Le reste de I’article est consacré a ’étude de quelques applications du lemme
de sous-harmonicité. Le chapitre 3 introduit différents types de prolongements
harmoniques qu’on peut construire a partir de fonctions définies sur la variété.
Dans la quatriéme partie, on montre comment obtenir en courbure minorée
des inégalités maximales dans L!, du type des inégalités maximales dans H!
obtenues dans R™. Dans la cinquiéme partie, on s’intéresse plus particulierement
au cas de la courbure positive, pour laquelle on obtient des équivalences entre des
normes H! définies & partir de considérations probabilistes et d’autres définies
4 partir de transformations de RIESZ : nous généralisons ainsi les résultats de

[B4].

Enfin dans la derniére partie, nous montrons comment, a partir de la
propriété de sous-harmonicité (ou du moins un résultat corrélé), on peut obtenir



des inégalités du type SoBOLEV : il s’agit 1a d’une simple curiosité, sans
intérét pratique, du moins pour le moment.

Quelques notations.

E désigne une variété connexe de classe C®, et C° désigne ’espace des
fonctions continues sur E & support compact. Tous les opérateurs L que nous
rencontrerons seront des opérateurs différentiels du second ordre sur E, sans
termes constants, elliptiques et a coefficients C*.

Nous adoptons la convention de sommation sur les indices répétés : z; X*
désigne ", z;X'. Lorsqu’une métrique g est donnée sur E , les indices sont
abaissés ou remontés conformément a cette métrique, c’est a dire que

Xi:ginj et Xi:ginj,

ol la matrice g%/ désigne la matrice inverse de la matrice gij. La longueur d’un
vecteur X dans la métrique g est notée |X| : dans un systéme de coordonnées
locales, c’est la quantité/X;X*. De méme, on désignera par |T'| la norme d’un
tenseur 7'.

Le produit tensoriel de deux champs de vecteurs X et Y (ou plus
généralement de deux opérateurs linéaires) est noté X ®Y ; la quantité X OY
désignera leur produit tensoriel symétrique, c’est & dire la quantité

1
FX®Y +Y®X].

Enfin d désignera 'opérateur de différentiation extérieure opérant sur les
k-formes.

1.— Courbure et dimension des générateurs de diffusions

Nous reprenons ici, dans le cadre des diffusions sur une variété, les notions
mtroduites dans [B1] dans un cadre abstrait. Notre variété E étant fixée une fois
pour toutes, nous nous donnons sur E un opérateur différentiel L du second ordre,
elliptique et sans terme constant, c’est a dire,dans un systéme de coordonnees
locales,

Lf(@) = 4% (2) g o5 /(&) + (&) (2)

ou les coefficients g/ et b* sont de classe C*® et ou la matrice (¢9%) est définie
positive. La matrice inverse (g;;) définit alors sur E une structure



riemannienne. Appelons V la connexion de LEVI-CiviTa et A l'opérateur de
LAPLACE-BELTRAMI de cette structure :

Af =gV, f(z).

On peut alors écrire 'opérateur L sous la forme A + X. L’expression du champ
de vecteurs X dans un systeme de coordonnées locales fait intervenir les symboles
de CHRISTOFFEL I'), de la connexion V :

. 0 0 0
Iy, = yw(a?gpz + 519k~ bﬁﬁcl)-
On a X* = b —I', g%,
Nous appelerons cette décomposition en A + X la décomposition canonique
de L.

Supposons que I’on se soit donné deux variétés Eq et E5 munies d’opérateurs .
L; et L2, ainsi qu’une application ® de E; dans E2 : nous dirons que &
transporte E1 sur Eg si, pour toute fonction f de classe C*° définie sur E,,
on a

Ll(foﬁ) = Lz(f)OQ

Lorsque ® est un difféfomorphisme de E; sur Egz, il envoie toujours
I'opérateur Ly sur Popérateur La(f) = Ly(fo®)o®~1. Dans ce cas, il envoie les
laplaciens sur les laplaciens, ce qui n’est pas le cas en général : par exemple, la
projection de la sphére unité de R"™ sur un de ses diametres envoie le laplacien
sphérique sur 'opérateur de JacoBi, défini sur l'intervalle | — 1, +1[ par

Lf(z) = (1-2*)f"(z) — (n - 1)zf'(z),

qui n’est un laplacien que lorsque n = 2.

Définition.— L’opérateur carré du champ associé a L.
C’est ’opérateur bilinéaire symétrique
1
I(f,f) = 3L~ 27L1),

défini pour toutes les fonctions de classe C*° sur E.



Remarques.—

1. Lorsqu’il sera nécessaire de le préciser, nous utiliserons la notation 'V (£, £).

2. Lorsque L est de la forme A + X, un calcul en coordonnées locales montre
que

ij 0 . 0 )
P(f,f)=9’5;f8—x; ;

c’est donc toujours un opérateur bilinéaire positif. Puisqu’il s’identifie
au tenseur cométrique (¢g*/), il nous arrivera également d’utiliser la notation

L'(df, df).
3. L’opérateur I' se conserve par transport : si ® envoie Ly sur L2, alors
Tl (fo®, fo®) =TL2(f, f)od :

la construction de I'opérateur carré du champ a partir de opérateur L ne
dépend que de la structure d’algebre de I’espace des fonctions C* sur E.

Définition.—L ’opérateur carré du champ itéré T',.

C’est 'opérateur bilinéaire symétrique défini par

2T2(f, f) = LI({f, f) — 2T'(f, Lf).

Remarques.—

1. De méme que plus haut, on utilisera si besoin la notation I'

2. On pourrait de la méme maniere définir les opérateurs I'y par récurrence a
partir de

2rk+1(f) f) = er(f) f) - 2rk(fa Lf)

Nous n’en aurons pas besoin.

3. De méme que 'opérateur I'; 'opérareur I'z est un opérateur intrinséque qui
se conserve par transport.

4. Contrairement a I', P'opérateur I'z n’est en général pas positif, comme le
montre le calcul suivant :



Calcul de ’opérateur T'; lorsque L = A.

Rappelons la définition du tenseur de courbure de la connexion V associée
a A . Lorsque X est un champ de vecteurs, le tenseur VVX n’est en général
pas symétrique en ses deux premiers indices : dans un systéme de coordonnées
locales, on peut écrire

ViV; Xk - V;V,;XF = R;;* X,

ou mjk 1 désigne le tenseur de courbure de la connexion.

Le tenseur de Riccr Rj; désigne alors le tenseur contracté R;%; : c’est un
tenseur symétrique, et, dans la suite, nous appelerons Ric le tenseur Ric’ ’, c’est
a dire le tenseur précédent dans lequel on a remonté les deux indices a ’aide de
la métrique g.

De la définition de A comme trace de VV et de celle du tenseur de
courbure découlent immédiatement la formule de BOCHNER-LICHNEROWICZ-
WEITZENBOCK :

A|Vf|2 —2VF.VLS = 2|VVS|? + 2Ric(df, df),

ou |VV f|? désigne la norme de HILBERT-SCHMIDT de la matrice hessienne de f,
c’est a dire, en coordonnées locales,

|VVFI2 =V, V; fVVI T
Dans ce cas, on obtient donc
Ta(f,f) = [VVfI? + Ric(df, df).

On voit donc que 'opérateur I'z n’est positif que si le tenseur de Ricci lui méme
Pest. D’autre part, il est clair sur la formule précédente qu’un tenseur symétrique
R satisfait a linégalité T'z(f, f) > R(df,df), pour toutes les fonctions f de
classe C* sur E si, et seulement si, Ric > R, pour 'ordre naturel des tenseurs
symétriques.

De méme, la plus petite valeur propre r(z) du tenseur Ric est-elle car-
actérisée par I'inégalité 'y > r(z)T.

Rappelons que p désigne la dimension de la variété E. Pour toute matrice
symétrique M d’ordre p, on a

1

|M|? > =(tr M)?,

e~



ou tr M désigne la trace de la matrice M. Lorsque M est la matrice VV f, on a
trM = Af , et donc on obtient 'inégalité, valable pour toutes les fonctions f

de classe C*

T2(f, f) > = (Af)? +r(z)T(f, f). (1)

SR

En notations abrégées, nous écrirons ceci sous la forme I'; > }%A@A + rI.

Réciproquement, si 'on a deux fonctions ¢(z) > 0 et p(z) qui satisfont a
Pinégalité 'y > cA®A + pI' | alors ¢(z) < i; et p(z) < r(z).

Calcul de 'opérateur I'; lorsque L = A + X.

On se raméne au calcul précédent en écrivant

T2(f, f) = AT(S, ) — 2D(f, Af) + XT'(f, f) - 2D (£, Xf).

Il ne nous reste donc qu’a calculer la seconde moitié : nous écrivons

X|df* = 2df d(X f) — 2V° (df, df),

ou V*X désigne le tenseur VX dont on a relevé le premier indice et qu’on a
rendu symétrique. On obtient donc

L2(f, f) = [VV £ + R(L)(df, df ). )

ou R(L) désigne le tenseur Ric — V*X.

Définition.— Le tenseur R(L) = Ric — V*X sera appelé le tenseur de Riccl
de L.

Par analogie avec le cas du laplacien, nous pouvons maintenant introduire
la notion de dimension pour 'opérateur L : supposons que ’on se soit donné
une fonction n(z),1 < n < oo, définie partout sur E et un tenseur R deux fois
contravariant symétrique (i.e. en tout point x, R(z) est une forme bilinéaire
symétrique sur I’espace cotangent T,,E ) : nous avons la



Définition.— Nous dirons que le couple (n,R) est un couple (dimension,
courbure) admissible pour L si, pour toute fonction f de classe C*° définie sur
E, l'inégalité suivante est satisfaite :

Ta(f, ) 2 R d7) + - (L) )

En notations abrégées, nous écrirons
1
I'o >R+ —LQL.
no

Lorsque le tenseur R est de la forme p(z)T', nous dirons simplement que le couple
(n, p) est admissible.

Remarques.—

1. Si (n,R) est un couple admissible, il en va de méme de (n/,R’), ou n’ > n
et R <R.

2. Si (n,R) est un couple admissible pour L, et si ¢ est une constante
strictement positive, le couple (n,c?R) est admissible pour 'opérateur cL.
En particulier, si le couple (n, p) est admissible pour L, le couple (n, cp) est
admissible pour cL.

3. De méme que plus haut, appelons r(z) la plus petite valeur propre du tenseur
R(L) : elle est entierement caractérisée par la propriété suivante : r(z) est
la plus grande fonction sur E telle que (oo, r) soit admissible.

4. Supposons que I’application & transporte Ly sur Lz et que le couple (n1, R;)
soit admissible pour L;. La fonction @ transporte le tenseur Ry sur un
tenseur Ro. Si la fonction n; est de la forme ny0®, le couple (n2, R2) est
admissible pour Lz. Et donc, d’aprés la remarque 1, par transport, on
augmente la courbure et on diminue la dimension.

5. D’aprés ce qui précéde, dans le cas ou L = A, (n,R) est admissible si et
seulement si n > p et R < Ric.Dans ce cas, il existe donc un meilleur
couple admissible. C’est loin d’étre le cas en général, comme le montre la
proposition suivante :



Proposition 1.1.—

(i) Le couple (n,R) est admissible si et seulement si

n>p et X®X<(n-p)R(L)-R] (4)

(i1) Si le couple (n,R) est admissible, il en va de méme du couple

, n—p n —n
——R R(L
(" . FER+L—RD)

et cecl pour tout n’ > p.

(iii) En particulier, pout tout ¢ > 0, le couple (p + ¢, R(L) — %X@X) est
admissible.

Preuve.Les assertions (ii) et (iii) découlent immédiatement de (1). Quant & la
premieére, elle se déduit aisément du lemme élémentaire suivant :

Lemme 1.2. Dans ’espace euclidien R?, considérons une forme bilinéaire R,
un vecteur X et un réel positif n. Les deux assertions suivantes sont alors
équivalentes :

(1) Pour toute matrice symétrique M et tout vecteur Y,

M? + R(Y,Y) > ;ll- (XY + trM)?;
(i) n>p et X®X < (n-p)R.

Preuve. (1) s’écrit
IM[? — %(tr M)? — % (tr M)X.Y + R(Y,Y) > %(X.Y)z. (5)
En nous restreignant aux matrices M de la forme ¢tId, on obtient :
p(1- 2y —2Zix Y - %(X.Y)z +R(Y,Y) > 0. (6)
C’est un polynéme du second degré en t, positif : on a donc
Erxy) <p- B[RV, ) - - (XY,

D’ou l'implication (i) = (ii). Dans I’autre sens, si Pon écrit [M|? > L (tr M)2,
on voit que I'inégalité (5) se rameéne a I'inégalité (6), avec ¢ = tr M. 1

3=
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Remarque.—

La proposition précédente montre que, parmi les opérateurs elliptiques du
second ordre sur une variété, seuls les laplaciens ont un “meilleur choix”
(dimension, courbure). On peut se poser la question de savoir quels sont les
opérateurs qui offrent un meilleur choix (n,r). (Rappelons que cela signifie
qu’on se restreint aux tenseurs R de la forme rI'.) Pour cela, diagonalisons
le tenseur R(L) dans une base orthonormée : soient r; < ry < ... < 7, ses
valeurs propres et soient (X*) les coordonnées du vecteur X dans cette base.
L’inégalité (4) devient

VY = (Yi) - (ZX".Y")2 <(n—-p) > (ri —r)(Y)2.

i
Ceci ne peut étre vrai que si r; > 7 et si
Xz’ 2
SEL oy,

i Ty —7T

En particulier, s1 Xy désigne la projection du vecteur X sur ’espace propre
associé a r1, on a

X1 < (= p)(r1 = 7).

Il n’y a donc pas de “meilleur choix” possible dés que X; # 0. Mais, deés
lors que X; = 0, le couple (ng,r1) est le “meilleur choix”, ou 'on a posé

(X7)?
ng =p+ —_— .
piry 8 T0

Nous verrons plus bas un exemple de ces “quasi-laplaciens”.

Parmi les opérations élémentaires qu’on peut faire subir & notre opérateur
L, il y en a deux particulierement importantes :

(1) Addition d’un champ de vecteurs : L - L+Y.

(2) Transformation conforme : L — L.

Etudions leffet de ces deux transformations sur les couples (dimension,
courbure) admissibles pour L. Pour la premicére, on a le résultat suivant :
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Proposition 1.3.— Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1). Le couple (n,R’) est admissible pour l'opérateur L' = L+ Y.

(i1). Pour toutes les fonctions f de classe C* ,

TH(f, ) > (R + VX)) + (L)%

(ii1). Le couple (n, R) est admissible pour L, ou ’on a posé
1
R=R'+ VY + — (Y®Y +2Y6X),
—D

le symbole YOX désignant le produit tensoriel symétrique de X et Y, c’est

a dire 1(Y®X +X®Y).

Preuve. La formule (2) nous montre que
(T3 —T5)(/, 1) = V* Y (df, df).

L’équivalence entre (i) et (ii) est donc immédiate. Quant & ’équivalence avec
(ii1), elle découle immédiatement de la proposition 1.1. 0

L’étude des transformations conformes est un peu plus délicate :
Proposition 1.4 —
a. La décomposition canonique de 'opérateur L’ = e*L s’écrit A’ + X/, ol

A=era-P2gh) e

2

y

X' = (X + %ng).

b. Le tenseur de Riccr de 'opérateur L’ vaut

1 —
R(L') = e [R(L) + 5L(WT - XOVh - %vmw :

c.Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le couple (n,e?*R’) est admissible pour 'opérateur L’ = ¢”L.
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(ii) Le couple (n,R) est admissible pour I'opérateur L, ol I’on a posé

1 n—2
R=R'- =L(h)T
5 L(h) i

(XOVh+ p—;—gvm@w).

1 n—2

(iii) T3 > R/ - LWL — —— Vh@Vh + %(L+ == 2Vh)®(L+ = '2‘ 2

(iv) Le couple (n,R”) est admissible pour 'opérateur L” = L + %QVh, ou R”
désigne le tenseur

Vh).

n_2VVh—n_2

R'=R'— %L(h)I‘ - VhQVh.

Remarques.—

(a). Dans les caractérisations (iii) et (iv), la dimension p de l’espace E
n’intervient pas : ces caractérisations sont intrinséques et se conservent par
transport.

(b). Par passage a la limite lorsque la dimension n tend vers l'infini dans la
caractérisation (iii), on obtient ’équivalence suivante :
(i). (0o,e?R/') est admissible pour L’ = ¢"L.

(ii). I3 > R' - iL(A)T + LOVhA.

Preuve. Appelons V' la connexion riemannienne associée a la nouvelle
métrique ¢’ = e~"g. Dans un systéme de coordonnées locales, un calcul sim-
ple mais un peu ennuyeux montre que

a = «_L( 0 @ ayp 4 af i v
VY = VY = 2 (5 Y+ 65 o5 () = 0P gy 55 (M)YT). (1)

De la méme maniére, nous obtenons
-2
Ric(A') = e2» [Ric(A) + —;-A(h)r‘ + ”—4— (2VVh + Vh@Vh — T'(h, h)r)] . (8)

(On peut trouver le détail de ces calculs dans [Sch], par exemple.) De I’égalité
(7), nous tirons

V', YH =V, Y4 — g(Y,dh), (9)

dot  A'f=V,("V*f) =€t [Af - %(Vh,df)]. (10)
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Ceci nous donne la décomposition canonique de I’opérateur L’. On a donc bien

X' = eh(X + &;—2Vh)

et, toujours d’apres 1’égalité (7),on en tire

- 1
VX' = e [VUX + ”72 [VVh+Vh@VA - %I‘(h, W] - (X, dh)T+ XOVh|.
(11)

En combinant les formules (11) et (9), et en utilisant la définition du tenseur de
Riccr de L/, on obtient

R(L') = e [R(L) + %L(h)r ~XOVh - ”4;2%@%],
ce qui nous donne le point b.

Finalement, en utilisant la caractérisation de la proposition 1.1., on obtient :

le couple (n, R’) est admissible pour I'opérateur L’

-

—2 —2
(X + pTVh)(X)(X + p—2-Vh) <

(n - ) [R(L) + %L(h)l‘ — XOVh- #vmw _R
<~
X@X<(n-p[R(L)-R] , ou
R=R' - %L(h)r + - —[XOVh+ L= 29hevh|. (12)
n—op 4

Ceci nous donne ’équivalence entre (i) et (ii).

D’autre part, I’équivalence (12) s’écrit également

n

(X+n—2 n;2

—=VhE(X+">2Vh) < (n—p) [R(L)——R’+%L(h)1‘+

-2

T VheVh|.
(13)

D’apres le lemme 1.2., I'inégalité (13) s’écrit aussi

-2

n n
2

ri(f, f) > %(Lf + Vh)? + [R' - %L(h)I‘ - 4_ 2Vh®Vh] (df, df). (14)
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D’ou I’équivalence entre (i) et (iii).

Soit alors L” l'opérateur L+ %Vh. D’apreés la proposition 1.3., nous avons
5 =15 -~ 29Vh.
Par conséquent, I'inégalité (14) s’écrit encore
s’ > %L”@L” +R - %L(h)I‘ "= 29hgun_ " 5 29vh.
D’ou I’équivalence entre (i) et (iv). 0

Dans la suite, & coté des opérateurs L définis sur notre variété E, nous serons
amenés a considérer des opérateurs définis sur Ex]0, 0o, qui seront de la forme
0? 0
— —2a—+L).
ot? ot )

Nous aurons besoin de savoir comment on passe des couples admissibles pour L
aux couples admissibles pour L*? : nous nous restreignons aux couples de la
forme (n,r), c’est & dire aux tenseurs de Ricct de la forme 7T

La,ﬁ — ezﬁt(

Proposition 1.5.—
(a) Le couple (n’,e?P!r’) est admissible pour 'opérateur L? si et seulement si
les trois conditions suivantes sont réalisées :
1) n’ >p+1.
(i) [B(n' —2) - 2a][2a — (p— 1)) > r'(n’ —1-p).
(iii) Le couple (ng, ' + 2a3) est admissible pour L, ou ’on a posé

(' —2)82+2(n' = 3)af — 4a? — (0’ = )7’
o= (n' —2)p% — 7' = 2af ’

(b) En particulier, supposons qué le couple (n,r) soit admissible pour L, ou n
et r sont des constantes. Posons :

1. £ = signe(r), c’est adiree = +1sir>0et e =—1 sir<0.

2. Pour tout réel ¥ € [-1,+1] et pour tout réel £ tel que [¢] > ¢,

o =/EoDFS ot A6 =/ 2T €+ WE ).
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Dans ces conditions, lopérateur L*€):A(E?) admet le couple
(n',e? (€.9)p ) comme (dimension, courbure), avec

n,:1n__—_1_913+2’ et r':r[1—€§(£+l9\/§2—6)].

Preuve. Si (2') désigne un systéme de coordonnées locales dans un voisinage
Ve, d’un point z¢ de E, (:ci,t) est un systéme de coordonnées locales dans
Vzo%]0,00]. C’est dans un tel systéme que nous ferons tous nos calculs.

Tout d’abord, nous commengons par le cas ot # = 0. Nous posons pour
simplifier L* = L*°. Si la décomposition canonique de L s’écrit A + X, la
décomposition canonique de l'opérateur L* s’écrit A; + X®, ou

A —Qi+A et X“——2aﬁ+X
1= ¢z - at ’

Avec les notations matricielles évidentes, on a alors

w3 aiy)

La proposition 1.4. nous permet alors de calculer la décomposition canonique
de L*# .

L*P = AP 4 X*F avec
B 245t 6 a,pB 26t 0
AP = A~ (p-1)f5] et X*F=c [X-{-[(p—l)ﬁ-?a]%].

Posons v = 2a — (p — 1)8. Toujours d’aprés la proposition 1.4., on a

e_‘th(L"’ﬁ)

=ran-20 (5§ )-(F)o(%)-6-0(5)s(4)

_( By -ptX )
= \-8AX R(L)-2a8T )"

Nous pouvons alors utiliser la caractérisation de la proposition 1.1. : le couple
(n',7') est admissible pour l'opérateur L% si et seulement si n’ > p+ 1 et

0 0 -7 -
(X - 7a)®(x - 75) < (n, 2 1) <7fﬁx R(L) _ (E/)j 2013)1-\> : (15)

Cette derniére inégalité s’écrit

7? =X , 8- -B'X
(—7x mx) s(m "“”( —pX R(L)—(r’+2aﬁ)l“>’ (16)
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ou encore

<("’—p-1)(ﬂ7—r')—72 [y - (0 —p-1)BI'X ) >0
[y—-(@ -p-1)pX (n' —p—-1)[R(L) — (' + 2a8)T] - X®X ) =
(17)

Ceci ne se produit que si 'une au moins des deux situations suivantes est
réalisée :
A. n>p+l , (0 -p-1)(By—r)>7" et (18)
[y — (n' —p— DAPXOX <
[ — p— DBy =) =77 [(n' = p - D[R(L) - (' + 208)T] — X©X].

(19)
B. n>p+l , (W—p-DBy-r)=9* ; 7=(@"-p-1F (20)
et XX < (n —p-1)[R(L) - (' +2a8)T]. (21)

Occupons nous tout d’abord du cas A. L’inégalité (19) s’écrit encore
[[7 —( —p-1)8)" + (0 —p—1)(Br—7) - 72] XeX < ooy

(' —p-1)[(n' —p-1)(By—7) - 7?] [R(L) — (' + 2a8)T].

Or, linégalité (18), qui est stricte, entraine que le coefficient de X®X dans (21)
est strictement positif, et que n’ > p + 1 : aprés simplification par (n' — p — 1),
(21) devient :

[(n' —p—1)82 — ' — B7] X®X < [R(L) — (+' + 228)T]. (23)
Si T'on se rappelle que v = 2a — (p — 1)B, on voit que (18) s’écrit
[B(n' —2) —2a][2a = (p—-1)B] > (0 =1 -p) ; (24)
et que (22) devient
X®X < (no — p)[R(L) — (+' + 2a8)T],
ot l'on a posé

B =) —20] 20— (p—D)B] —7'(' — 1 p)
=p+ (n' — 2)ﬂ2 — 7' —2af

(0 =2)p?+2(n' — 3)aB — 4a? — (n' — 1)’

- (n' —2)32 — 7' —2af3 ’

o

(25)
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Ceci exprime le fait que le couple (ng,r” + 2af) est admissible pour
Popérateur L, et donc le cas A. se résume a

(i).n" 2p+1;
(ii). [B(n' —2) — 2a][2a — (p— 1)B] > r'(n' — 1 — p);

(iii). Le couple (ng, 7’ + 2a3) est admissible pour I'opérateur L.
Le cas B., quant a lui, se divise en deux sous-cas :

B1l. n=p+1:alors2a=(p+1)Fetle couple (p, 7 +2ap) est admissible pour
I’opérateur L.

Ce cas ne se produit que si L et L*? sont des laplaciens. Mais si

n’ = p+ 1, Pinégalité [B(n' — 2) — 2a][2a — (p—1)8] > r'(n’ — 1 — p) s’écrit
[2a — (p—1)B)? < 0, et donc 2« = (p+ 1)8 , d’ou I’on tire ny = p. Le sous
cas B 1. se rameéne donc a

(i) n' =p+1;
(ii). [B(n' —2)-2a][2a - (p—1)8] > r'(n' — 1 - p);

(iii). Le couple (ng, 7’ + 2a3) est admissible pour ’opérateur L.
B2 n'>p+1let[f(n—-2)-2a]2a—(p—1)F]=7'(n' —1-p).

On pourrait le traiter comme le cas précédent, mais il est plus simple
de remarquer que le couple (n,r’) est admissible pour L*# si et seule-
ment si, pour tout € > 0, le couple (n’ + €,7' — ¢) l’est. Pour un tel cou-
ple, linégalité [B(n’' — 2) — 2a][2a — (p — 1)B] > r'(n’ — 1 — p) devient une
inégalité stricte, et on est ramené au cas A. Il reste juste & passer a la limite
lorsque € — 0 pour voir que cette situation est équivalente &

i). ' >p+1;
(11)”. [B(n' —2) —2a]2a — (p— 1)) =r'(n' — 1 —p);

(ii1). Le couple (ng,r’ + 2a3) est admissible pour 'opérateur L.

La premiére partie de la proposition est donc démontrée. Pour la seconde,
il suffit de remarquer que, pour les valeurs «(€), 8(¢,9), 7' (€, 9),n'(Y) que nous
donnons,on a ng = n , 7’ + 2af = r, et qu’en outre les inégalités (i) et (ii) sont
satisfaites. C’est juste un calcul élémentaire, quoiqu’un peu pénible, que nous
laissons au lecteur.
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Remarques.—

1. La proposition précédente décrit le passage des couples (n,r) admissibles
pour Popérateur L aux couples (n/,r') admissibles pour 'opérateur L*# :
comme le montre a.(iii)., la dimension p de ’espace E n’intervient pas dans
le calcul de n’ et 7' : c’est un résultat intrinséque.

2. Supposons qu’on se soit donné des constantes (n,r,{,V) satisfaisant aux
inégalités n > p, ¥ < 1, €2 > ¢ = signe(£). Posons, comme dans b. de la
proposition précédente,

o) =V -Diy . AEN =+ WE—) e

n'Z%l-:—q;z-i-Q, , r':r[1—5§(§+1§\/£2—5)],

Si le couple (n’, ¢?P'r') est admissible pour opérateur L*# alors le couple
(n,r) est admissible pour Popérateur L . Cette propriété reste vraie lorsque
[9] = 1, c’est a dire lorsque n’ = oco. Ainsi, quitte & changer d’opérateur
L , nous pouvons rammener I’étude des opérateurs admettant un couple
admissible (n,7) constant a celle des opérateurs admettant une courbure de
Ricct minorée.

3. Placons nous dans la situation de la partie b. de la proposition, et étudions
le comportement des couples (n’,7') admissibles pour L*# lorsqu’on fait
varier les parameétres £ et ¥ dans les coefficients « et 3.

La dimension n’ de L*? ne dépend que de |J| et varie de n + 1 a linfini
lorsque le paramétre || varie de 0 a +1.
D’autre part, v’ dépend de 9 et de £&. On a r/(9,€) = (=9, =€) et, lorsqu’on

fixe ¥ et qu’on fait varier £, r varie de % (1—e/1 — ¥?) a —oo. En particulier,
le maximum obtenu est g—, et il est ateint lorsque 92 = 1, c’est a dire lorsque
n' = oo.

Lorsque la courbure r de L est strictement positive, la courbure ' de L*#
s’annule pour les valeurs { =1, { = -l et £ = —_51\/%%%_1’)

4. Si nous posons p = e~P! Popérateur L*? s’écrit

o? 2001 0 1
2 e = L).
# [3p2+(1+ ﬂ)p6p+ﬁ2p2 ]

Plagons nous alors dans la situation ou (n,r) est un couple constant

—g] J
admissible, avec » > 0. Prenons 0 < ¥ < 1 et £ = %?%—), de fagon
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20 n—19? 1 n' —2
a avoir ' = 0. Danscecas,1+—F: T =n'—1et -5_2: T.En
transcrivant la proposition 1.4.b., on obtient la forme suivante :
62 n —1 9 n n —2
0p? p Op  rp?

Pour tout n’ > n + 1, 'opérateur L' = L a une

courbure nulle et une dimension n’.
Lorsque L est le laplacien de la sphére unité S*~1 de R™ et qu’on prend

n’ =n,on ar=mn—1 et Pexpression précédente n’est autre que le laplacien de
R™, exprimé en coordonnées polaires.

Un exemple de quasilaplacien & courbure et dimension constantes.

Considérons la sphere unité S”~! de R™. Choisissons un entier p < n et
appelons ® la projection de $”~! sur un sous-espace de dimension p passant par
le centre de S”~! : ® transporte le laplacien de S”~! sur un opérateur L, , défini
sur la boule de rayon 1 de R? qui s’écrit

0

0 0 ;
5 o7 ~ (" T V¥ g
Il apparailt que cet opérateur est un quasilaplacien sur la boule, de courbure et

de dimension constantes.
En fait, considérons I'opérateur

L,,= (6’7 - :vimj)

L,\,n,p = (5ij - )\:L'i.’L‘j)—;-—w—r - n/\a:i-——,-
T

ou n est un réel supérieur ou égal a p et A est un réel quelquonque : il est défini
sur la boule de centre 0 et de rayon 1/A de R? si A est positif, et sur R? tout
entier si A est négatif ou nul; on a

Proposition 1.7.— L’opérateur L) , , est un quasilaplacien dont la courbure
vaut (n — 1)A et la dimension vaut n.

Preuve. Dans ce quisuit, on dispose de deux métriques différentes : la métrique
6;; et la métrique associée a 'opérateur Ly , ,. Contrairement d nos habitudes,
nous convenons de toujours remonter ou abaisser les indices par rapport d bsj.
Il ne nous reste plus qu’a faire les calculs décrits au début de ce chapitre.

Tout d’abord, on a

ij ij L) ’ol) 2
gv¥ =69 — Az*z? d’ou gij:6ij+1—_w
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avec |z|2 = z;z'. On en déduit les symboles de CHRISTOFFEL
A S
k1 = AT gkt ;

le tenseur de courbure se calcule ensuite par la formule usuelle

Ri;*i = :,F 86] I} + 5T 1= Pk I = A 6F g — 5;-“.%'1} ,
ce qui est caractéristique des métriques a courbure A constantes. On en déduit
le tenseur de Ricci de la métrique
Ric(A)ij = Ap — 1)gi;-
Ensuite, nous avons, pour le laplacien associé & 'opérateur Ly  »

o 0 GO 0 49

ij -T..—t=g —
=9 {57907 ~ i 9el) =9 5 aar T PN g

d’ott ’on déduit la décomposition

Lyanp, =A+X avec X! = —A(n - p)z*.

A

Ceci nous permet de calculer
2 — Az|?
( = Alz[?)?

{271 p—An—1)|z|? }:c,z]

(VX)ij = —A(n — P){‘Sz] +A :vixj} et donc

Ric(Lyxnp)ij = Aln — 1)8; + (—/\|—|2_)2

Les valeurs propres du tenseur Ric(Ly 5 p)i; dans la métrique g;; sont donc

A(n—1) avec multiplicité p — 1, correspondant aux
directions propres orthogonales a z;
A(n—=1)+(n— p)l—)\_—zjl\%x% de multiplicité 1, correspondant a
la direction propre .
Puisqu’on a choisi n > p, on voit que la plus petite valeur propre est A(n—1); de
2

. A
plus, si 'on calcule Ric(Lx n,p) — A(n — 1)g, on obtient (n— p)(—l—_T';Wm@):c,

. On a donc

c’est a dire
n—p

X®X = (n — p)(Ric(Lanp) — AMn — 1)g),

ce qui prouve que Ly, p est un quasilaplacien de courbure A(n — 1) et de
dimension n.
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2.— Le lemme de sous-harmonicité

Nous en arrivons maintenant a la principale application des notions intro-
duites au chapitre précédent : dans un ouvert §2 de la variété E, nous considérons
une solution f de ’équation L(f) = 0. (Nous dirons alors que f est harmonigue
dans 2, ou, s’il est nécessaire de le préciser, L-harmonique.) L’opérateur L étant
elliptique, c’est nécessairement une fonction de classe C* sur 2, de sorte que les
expressions qui vont suivre sont parfaitement définies :

Proposition 2.1.—Si le couple (n,R) est admissible pour l'opérateur L, et si
f est une fonction L-harmonique dans 2, on a

|df *L(ldf |*) > )ld(ldf|2)| + 2|df*R(df, df).

Pour démontrer cette proposition, nous nous appuierons sur le lemme
suivant :

Lemme 2.2.—Soient M une matrice symétrique réelle d’ordre p, X un vecteur
de RP et n un nombre réel strictement supérieur & p : on a

n

MxP < Pl ixp [|M12 +

L (i M)z] .

Preuve. Diagonalisons la matrice symétrique M dans une base orthonormée,
et appelons ses valeurs propres A;, (0 < ¢ < p). Soient X’ les coordonnées du
vecteur X dans cette base. L’inégalité du lemme 2.2. s’écrit :

E,\ (X < 22 Z(x’)z [Z,\2+ — ZA il
Cette inégalité est réalisée dés que
n—1 9 1 2
[Xi:,\i + = _p(zZAi) ]
Il suffit donc de démontrer que, pour tout i,

S "—‘I[ZA%R—}p(ZAi)Z}. (1)

sup; A <
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Démontrons le pour i = 1, par exemple : en posant ¢ = > ©_, A;, on a

p
F<p-DY A,
1=2

et 'inégalité (1) se rameéne a

-1 1 1
A2 < n A2 2 2
1S n [1+p U+’n-p(,\l+0’)j|.
Ceci s’écrit encore
(p—1)222 +2(n—1)(p—DAo +(n—1)*0? >0,

ce qui est immédiat. 0

Preuve de la proposition 2.1. Puisque Lf = 0, nous pouvons écrire
L(|df[?) = 23(df,df) = 2[|VV /[ + R(L)(df, df)],
et nous pouvons minorer le tenseur R(L) par ;f_—pX@X + R.. Or, puisque

Lf = 0, on a aussi X(f) = —A(f) = —tr VV/, et la minoration précédente
nous donne

PLQ4T) 2 24 (R, + 19911 + (o).

n

Appliquons le lemme précédent avec M = VVf et X = df. On obtient la
minoration

n
(A PLIdf 1) > 21df PR, df) + 2 [V £(df, D))"
1l ne nous reste plus qu’a remarquer que

|d(df12)[* = [V £(df, )]’

pour obtenir la minoration annoncée. 0

La propriété de sous-harmonicité suivante est alors une conséquence facile
de la proposition 2.1. :
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Théoréme 2.3.—Supposons que le couple (n,rT') soit admissible pour L, ol n
est une constante, supérieure ou égale a 2. Soit f une fonction L-harmonique

dans un ouvert 2 de E et € un nombre réel strictement positif. Pour tout réel
n—2
—1

pe[n—-l’ ], on a

2
2

(L —prD)[|df* +€]* > —peZsup (r,0). (2)

Preuve. Nous posons ¢ = 12)-, et nous utilisons la formule du changement de
variables pour L :

L(pog) = ¢'ogL(g) + ¢"ogldg* , (3)
que nous appliquons avec g = |df|? et ¢(z) = (z + €)?. On obtient
-2 2
L {1 +¢)* = g [ldf P +]*~ { [|af? + €] LIdfI) + (g — 1) |alar 2] }
Le lemme précédent nous donne une minoration de L(|df|?), et nous obtenons

L{|df|* +¢] >

2 q-2 2017712 n_ |df*+e 2|2
2 — ‘ .
allar+e)' {ortar P arp + e + [ LS 4 g ) faar
Mai isque a > _n=2
is, puisque ¢q > TCEE on a
n  |dfP+¢
—-1>
1) e TI7120

et on obtient la minoration

L{Jdf|> +€]? > 2¢r |df 2 [Jdf)? + €] "
= 2qr [|clf|2 + e]q — 2qre [|df|2 + 6]q_1.

Or, puisque ¢ — 1 est négatif, on a €? > ¢[|df|? + s]q_l, d’ou finalement
L{ldf|* +¢]? > 2qr [|df |2 + 6]q — 2¢e?sup(r,0) ,

ce qu’on voulait démontrer. 0
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Remarques.—

1. Lorsque L est le laplacien usuel de R™, cette propriété a été démontrée par
STEIN et WEIss [StW ] : il s’agit du lemme de sous-harmonicité qui est & la
base de la théorie H! dans R™.

2. Lorque n = 2, la méme démonstration montre que, pour une fonction f
L-harmonique,

L (Log (|df?| +¢€)) > 2inf (r,0).

On retrouve ici une propriété classique des fonctions harmoniques dans le
plan.

La proposition suivante donne une autre conséquence intéressante des
propriétés de (courbure, dimension) de L :

Proposition 2.4.— Plagons nous dans les hypothéses du théoreme 2.3., avec

n > 4 et supposons de plus que f > 0 dans l'ouvert 2. Alors, pour tout

_4 )
q€ [n—2-, 1], on a, toujours dans 2,
n —

L(fH<0 5 (L-2rD)L(9) <0,

Preuve. Tout d’abord, la formule du changement de variables (3) nous donne

L(fY) = ¢f* " L(f) + alg = D2 NP = alg = D2 A,

la derniére inégalité venant de ’harmonicité de f. On voit donc que L(f?) <0,
puisque 0<¢<1.
Ensuite, pour a = ¢ — 2, calculons L (f°‘|df|2) : on obtient

ala — 1) o2 |df|* + 2af*df d(|df|?) + FOL(|df1?).
Gréce 4 la proposition 2.1., ceci se minore par

df2|”
|42

o2 [a(a — 1)|df|* + 2af df d(ldf?) + 3 (n”_ 0 f? I ] + 2r f¢|df|2.

Nous écrivons ensuite

([df.d(1df )] < ldf 2 |aldf 2|
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le coefficient de f*=2 dans lexpression précédente est alors positif dés que

ale — 1) > 0 et que (1-—&)-2—(-7:_—1)

n—4 0

> 1, ce qui, compte tenu de ce que

a< -1 serésumea a+2>
- n—2

Remarque.—
Lorsque n = oo, la proposition précédente devient :

Si f > 0 est harmonique dans 'ouvert 2,
L(fLogf) >0 et (L — 2rI)L(fLogf) > 0.

La démonstration est exactement semblable & celle de la proposition
précédente.

3.— Semigroupe de la chaleur et prolongements harmoniques.

La proposition 2.1. du chapitre précédent et ses corollaires 2.3. et 2.4.
s’appliquent a priori aux fonctions L -harmoniques sur E; or, dans le cas des
variétés compactes, les fonctions harmoniques sont constantes. Ce n’est donc
pas a elles que nous allons appliquer ce résultat, mais & des fonctions définies
sur Ex]0, 00[, harmoniques pour les opérateurs L*# définis dans le chapitre
précédent. Nous allons montrer ici comment construire de telles fonctions har-
moniques lorsqu’on s’est donné leur restriction sur le bord E de Ex]0, ool.

Cette construction ne se fait aisément (je veux dire par la sans faire appel
a des résultats sophistiqués d’analyse) que dans deux cas : le cas ou la variété
E est compacte, et celui ou 'opérateur L , défini sur ’espace C des fonctions
de classe C* a support compact, y est essentiellement autoadjoint par rapport a
une “bonne” mesure y. Comme d’autre part nous n’appliquerons finalement les
résultats de ce chapitre qu’au cas autoadjoint *, nous nous placerons dans cette
derniere situation . C’est celle dans laquelle nous avons étudié les transformations
de Riesz (cf [B2]), et nous renvoyons le lecteur a cette référence pour les
démonstrations des propriétés élémentaires que nous énongons ci-dessous.

* Sauf dans le chapitre 6, auquel cas notre variété sera compacte.
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Désormais, nous supposons donc que notre opérateur L est de la forme
A + Vh, ou h est une fonction sur E de classe C*° : dans ce cas, I'opérateur
L est symétrique par rapport a la mesure u(dz) dont la densité par rapport a
la mesure riemannienne est égale & (%) : pour toutes les fonctions f et g dans
I’espace C°, on a

/Ef-Lydu:/Eg-Lfdu=—/EVf-ng;w (1)

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous appelerons (f,g) le produit
scalaire dans l’espace L2(u) : (f,9) = fE fgdu. De méme, nous noterons (f)
I'intégrale fE f du. Quitte & ajouter une constante a la fonction h, ce qui ne
change pas l'opérateur L , on peut toujours supposer que la masse totale de la
mesure p est égale a 1 ou a l'infini.

La formule (1) nous montre que, pour tout élément f de I'espace C;° , on
a (Lf, f) <0.L’opérateur L , défini sur 'espace C;° admet donc une extension
autoadjointe, I’extension de FRIEDRICH , qui est le générateur infinitésimal d’un
semigroupe fortement continu P; de contractions sur 'espace L2(p) .

L’hypothése supplémentaire que nous ferons est que la variété E , munie de
la structure riemannienne associée a L , est compléte. Cette propriété s’exprime
~de fagon intrinséque en termes de 'opérateur carré du champ associé a L : la
variété E est complete si et seulement si il est possible de trouver sur E une suite

1
(fn) d’éléments de C° , telle que, pour tout n, 0 < fr, < 1et L(fn,fn) < —.
n

Dans ces conditions, opérateur L est non seulement symétrique, mais il est
essentiellement autoadjoint sur LZ(u) : Pextension autoadjointe de L est unique
et Pespace C° est dense, dans le domaine de cette extension, pour la norme

Ifllp = [1£llz + [ILAHI]2-

Les fonctions de classe C* qui sont dans le domaine sont alors exactement les
fonctions f telles que L f est daans L2(p) . Pour un couple (f, g) de telles fonctions,
la formule d’intégration par parties (1) reste valable.

La décomposition spectrale de l'opérateur L dans ’espace L2(p) s’écrit

L= —/ /\dE)\ y
fo,00(

et Pespace propre Ej correspond aux fonctions de L2(u) solutions de Lf = 0,
cest & dire aux fonctions constantes : il est donc réduit a {0} lorsque la mesure
p est de masse infinie, et est formé des fonctions constantes lorsqu’elle est de
masse 1.

Le semigroupe P; admet alors comme décomposition spectrale

P = / C_M dE)
[0,00(
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Il est formé de contractions symétriques de L2(p) , et c’est 'unique semi-
groupe fortement continu sur L%(p) qui vérifie la propriété suivante

V/ECE;  oRf) = RLf), @)

la dérivation précédente étant entendue au sens de Pespace L?(u) . Lorsque ¢
tend vers l'infini, P; f converge dans L2(u) vers la projection de la fonction S sur
Pespace Ey, c’est a dire vers 0 si la mesure g est de masse infinie, et vers (f) si
c’est une mesure de probabilité.

En fait, compte tenu du caractére elliptique de 1’opérateur L , la fonction
(z,t) — P;(f(z)) est une fonction de classe C*® sur Ex]0, 00, et I’égalité (2)
peut étre précisée en

0
Vf€CT;  ZP(f)=LR(f) = B(Lf) ; 3)
la premiére égalité, qui est valable lorsque ¢ = 0 si J est dans P’espace C° | reste
valable pour ¢t > 0 pour toutes les fonctions du domaine de L .
Le semigroupe P; est un semigroupe sous-markovien de noyaux de transi-

tions absoluments continus par rapport & la mesure u(dz), c’est & dire qu’on
peut représenter les opérateurs P, par des noyaux pi(z,y) de telle fagon que

P.f(z) = /E £(9) pilz, v) (dy)

ou les fonctions p;(z,y) sont symétriques en (z,y), positives, de classe C®
en (¢,z,y) et satisfont &

/ pi(z,y) p(dy) < 1
E

ce sont des noyaux sous-markoviens.

Désormais, nous supposerons en outre que le tenseur de Riccr R(L) de
l'opérateur L est minoré, c’est & dire qu’il existe une constante r telle que le
couple (oo, r) soit un couple (dimension, courbure) admissible pour L . Cette
constante r est fixée dans ce qui suit.
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Nous savons qu’alors que le semigroupe P; est markovien, c’est a dire que

Vt’ /};}Pt(iﬂ,y) /‘(dy) =1 )

ot encore que P;(1) = 1 (cf [B3], par exemple). Si la constante r est strictement
positive, nous savons également que la mesure p est de masse finie, donc de
masse 1 d’aprés nos conventions.

De plus, si r désigne un minorant du tenseur de Ricci de L, on sait que,
pour toutes les fonctions f de ’espace C°,

|d(P.f)| < e"”Pt|df|. (4)

Rappelons que |df| désigne la longueur de la forme df dans la structure rieman-
nienne associée a L .) (cf [B3] ou [B2]). Comme plus haut, en vertu du caractére
autoadjoint de L , cette inégalité se prolonge a toutes les fonctions de classe C*°
du domaine de L .

Associé & ce semigroupe markovien sur E , nous pouvons introduire le
processus de diffusion gouverné par L ; pour fixer les idées, nous le supposerons
construit sur espace canonique : si = désigne I’espace des fonctions continues
Ry —E, et X;(€) = £(t) le processus des coordonnées. Pour tout point z de E , il
existe sur = une unique probabilité P® telle que, pour toute fonction borélienne
sur E , et pour tout t € Ry, on ait

P.f(z) = / F(X0)dP? = E[f(X)]

Dans ces conditions, pour toute fonction f de classe C*° sur E et pour toute
loi P?, le processus

M! = F(X.) - f(Xo) - / Lf(X,)ds

est une martingale locale continue, nulle en 0, dont le processus croissant vaut
t
MF, M), = 2/ |df|2(X,) ds.
0

Remarquons tout de suite que, si f, L(f) et |df |2 sont des fonctions bornées,
C’est une vraie martingale, bornée sur les intervalles de temps compacts.

Nous noterons P# la mesure [ PZ p(dz) sur I'espace Z, et E#(Z) la moyenne,
sous P# | d’une variable aléatoire Z définie sur =. On remarquera que P# n’est
une mesure de probabilité que si la mesure p elle méme en est une.
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Différents types de prolongements harmoniques

Dans ce paragraphe, a partir des solutions de ’équation de la chaleur, nous
allons construire des fonctions f(z,t) définies sur le demi-espace E x [0,00[,
solutions des équations

, 02 )
L°(f(2,1) = (g5 — 205, + L) f(z,) =0.

Nous dirons que de telles fonctions sont o-harmoniques.
Soit p:(du) le semigroupe stable d’ordre % sur Ry :

2

~i, _3 t
pi(du) = 7~ 2tu e:cp(—4u)du.

C’est un semigroupe de convolution de probabilités sur R, qui satisfait a

Ve > 0, / e y(ds) = e~ (5).
0

Considérons les opérateurs suivants, définis pout tout ¢ > 0 et pour toute
fonction f de L%(p),

Q7 = ¢ / P, (f)e™"" ui(du).

Ils vérifient les propriétés suivantes :
Proposition 3.1.—

(i) Pour tout o > 0, la famille ¢t — QY est un semigroupe markovien, symétrique
sur L2(p) , de générateur infinitésimal

C’=0ol- (GZI—L)J?';

(ii) Il existe des constantes universelles ¢(o) telles que, pour tout p € [1,00] et
pour toute fonction f de ’espace C°,

16 7llp < ()1 llp + LSl }.

(iii) Pour toute fonction f de I'espace C°, la fonction f(z,t) = QU(f)(z) est
continue sur E x [0, 00[ , de classe C*° sur Ex]0, o[, et solution de I’équation
L? f(z,t) = 0.



30

Définition.—Le semigroupe QY sera appelé le semigroupe de CAUCHY d’ordre o
associ€ d L.

Preuve. Tout d’abord, il est clair sur la définition de Q7 que, si f est une
fonction positive, il en est de méme de QY (f). D’autre part, puisque P,(1) =1,
la formule (5) nous montre que Q7 (1) = 1. Ceci montre que 'opérateur Qf est
bien un opérateur markovien.

Rappelons que la décomposition spectrale de P; s’écrit fo e *dEy. On a
donc

0o poo
Q;r — eat/ / e—(z\+02)u ut(du)dE')\ — /oo e)\t(o—-\/)\+02) dE,.
0 0 0

Par conséquent, dans L?(u), -

=expt(c —\/o2I—-L);

Les opérateurs QY forment donc bien un semigroupe d’opérateurs bornés
sur L2(u), de générateur infinitésimal C? = ¢ —/o?I — L. Ceci prouve i).

La proposition ii) se trouve dans [B2], proposition 2.1. p.148. Elle repose
uniquement sur un calcul élémentaire de transformées de LAPLACE et elle n’utilise
pas la symétrie des semigroupes; il suffit de démontrer que

VoI - LNy < c(@) 11l + ILAI]

. 1
ou encore que VI—L(H)ll, < c[llfllr + ILf|lp] ; or, la fonction N est

transformée de LAPLACE d’une mesure bornée n(du), ce qui peut s’écrire

VIFA —(1+A)/ n(du) .

On a alorsVI-Lf = / P.(I—L)(f) n(du), et il ne reste plus qu’a écrire que

P, est une contraction de L?(u) et que n est une mesure bornée.
Enfin, en ce qui concerne P’assertion iii), nous recopions a nouveau [B2] en
écrivant, pour une fonction f de L2(p),

0 o — C%0O° 4 H2Q?
2Qr()=coai() o 33U = (C) I,

Or, lopérateur C7 vérifie (C?)2 —20C? + L =0; on en tire

L7QE () = (25 — 20 + LIQI) = (€)= 2007 +1)QI(N) = 0.
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La fonction f(z,t) = QI(f)(z) est donc solution, au sens de L?(y), de
I’équation différentielle elliptique L°f = 0; elle est donc solution de cette
équation au sens des distributions. On en déduit qu’elle est de classe C*°
sur E x Ry, et solution de ’équation au sens ordinaire.

D’autre part, on a

t
Q7 f = flloo < / 1Q7 C Flleo dt < ¢ IC7 Fllo ;

On en déduit, grace a la majoration de la partie ii), la continuité a droiteen ¢t = 0
de la fonction f; la méme méthode vaut pour toutes ses dérivées successives par
rapport a t. i

Remarques.—

1 La définition des semigroupes QY a partir du semigroupe P, peut se faire
pour n’importe quel semigroupe P; (sous)-markovien, non nessegairement
symétrique. On obtient alors des semigroupes (sous)-markoviens associés
aux solutions des équations L? = 0, ou L est le générateur infinitésimal
de P;. Mais la justification de cette derniére assertion est alors beaucoup
plus délicate.

2 Contrairement a L, les opérateurs C? ne sont pas des opérateurs locaux :
on obtient une expression de C? en fonction de P; en écrivant

C7f = n—%/ u"EH(Puf = fe™ " du,
0

ou encore, en rappelant que pi(z,y) désigne la densité de P; par rapport a
la mesure g,

Cf(e) =7 /E/om upu(e, 1) (1 (9) - F(@))e=""" u(dy)du.

3 Lorsque o — oo, lopérateur QF,, converge vers 'opérateur P, dans L?(u)
au sens faible (Vf € L?(u),Q%,.f — P.f, dans L?(u)). Cela se voit
immédiatement sur la décomposition spectrale. En ce sens, les semigoupes
de CaucHY de parameétre o sont des semigroupes intermédiaires entre le
semigroupe de la chaleur P, et le semigroupe de CAucHY “classique” QY.
Tous les semigroupes de CAUCHY sont, par définition, subordonnés au
semigroupe P; . En fait, lorsque 0 < o7 < 03, le semigroupe Q7' est
subordonné au semigoupe Q72, & l’aide d’un semigroupe de convolution
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de probabilités. (On peut calculer le subordinateur & I’aide d’une table de
transformées de LAPLACE, mais la formule exacte nous importe peu *.)
On dispose donc ainsi de toute une famille de semigroupes markoviens,
subordonnés les uns aux autres, intermédiaires entre le semigroupe de la
chaleur P; et le semigroupe de CAucHY associé QY.

Dans [B2], nous avons introduit, a coté des semigroupes markoviens QY les
semigroupes (positifs, mais non markoviens) Q7° = exp t(c — 6)Q?, définis pour
tout 6 > 0 et tout o réel; de la méme maniere, la fonction f(z,t) = Qf’é(f)(:c)

o2 o
57 20-6—+(0 —6)I+L=0.

Les nouveaux opérateurs L = L* + (62 — 62)I ainsi définis sur Ex]0, oof,
qu'on ne doit pas confondre avec les opérateurs L% = €2*’L° du chapitre
précédent, vérifient

est solution de ’équation L§ =

= (3~ (r-O)) (5~ (-+ON+L = (%—C"—w—m)(%+c<’—<a+6>2).

On notera d’autre part la maniére simple dont ils commutent avec les multipli-
cations par des exponentielles :

LI (P f) = "L (f). (7)

Remarques.—

1 Lorsque o est négatif, le semigroupe Qf’m = exp(—2|0'|t)Q|,ol donne les
solutions de ’équation L?f = 0; mais c’est alors un semigroupe sous-
markovien.

2 1l arrive fréquemment que le spectre de L soit inclus dans {0} U [Ao, 00 [
avec Ao > 0 (On a alors un trou spectral). Désignons alors par L3

o0
* La formule exacte est en fait Q7' = / Q72 v/7%(ds), avec
0

VP12 (ds) = {6t(d3) + %(05 — o?)h((o% - ) )1,>tds} exp(toy — s02)

ol h(z) désigne la fonction E _—7:1_)'
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0,86

I'orthogonal de l’espace propre Eo dans L2(p). Les semigroupes Qj
sont bornés sur L2 pour tout § compris entre 0 et . (Ce ne sont alors
plus des semigroupes positifs). Ils correspondent aux solutions de 1’équation

0? 0 2 . 2
(55_2”?97"'(0 +6)I+L)f =0.

Désignons par X7 le processus de diffusion sur E , de générateur L, décrit
plus haut. Considérons d’autre part un mouvement brownien réel indépendant
B¢, issu de a > 0. (Il s’agit du mouvement brownien des analystes, de

2
générateur 3 et de processus croissant associé (B¢, B¢) = 2¢.)
Le processus Bf — 20t est une diffusion sur la droite réelle, de générateur
62

- 20-6—t, issue de a. Appelons T%7 le temps d’arrét

at?
T%? = inf{s; B% — 205 = 0}.

Le processus Z%* = (X% e, Biares — 208 A T*?) est une diffusion
sur E x]0, 00[, de générateur L7, issue du point (z, a) ; c’est ce que nous résumons
dans la proposition suivante :

Proposition 3.3.— Soit f(z,t) une fonction de classe C* sur Ex]0, 00|, con-
tinue en ¢ = 0. Le processus

tAT*7
M/ = F(Z5%) — f(=,a) — /0 (L7 F)(Z5%) ds

est une martingale locale continue, nulle en 0, dont le processus croissant associé
est donné par la formule

AM!, M), = 2 Lo (o) + (VTP (25 ds.

Preuve. On se raméne par arrét au cas ol f est & support compact dans
E'x]0, oo[, puis par convergence uniforme au cas ot ¢’est une combinaison linéaire
de fonctions de la forme g(z)h(¢); c’est alors une conséquence immédiate de
I'indépendance des processus B{ et X7, et des propriétés de diffusion de ces
deux processus pris séparément. 0
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Corollaire 3.4.—Soit f une fonction bornée sur E; on a

E[f(XFa0)] = Qz()(2).

Preuve. Il suffit de démontrer le corollaire lorsque f est dans ’espace C°.
Posons alors f(z,t) = QY (f)(z). Nous savons que c’est une fonction de classe C*
sur Ex]0, oo, continue en ¢ = 0, solution de L7(f) = 0.
_ En appliquant la proposition précédente, on voit que le processus M{ =
f(Z3*) — f(z,a) est une martingale locale. Celle-ci est bornée par hypothese,
et c’est donc une vraie martingale.

Il ne nous reste plus qu’a écrire que F [Mr_ﬁa,,] = 0 pour obtenir le résultat.

0

Corollaire 3.5.— Soit f(z,t) une fonction continue bornée sur E x [0, 00, de
classe C*® sur Ex]0, 00[; supposons que f satisfasse & L7 f > 0. On a alors

V> 0; Vu>0; f(e,t+u) < Q7 (F(,,v))(=).

Preuve. Il suffit de démontrer le corollaire lorsque v = 0. Soit alors Y, le
processus f(Z%*) : d’apres la proposition 3.3., ¢’est une sous-martingale, bornée
par hypothése. On a alors

E[Yre.c] > E[Yo] = f(z,1).

Mais le corollaire 3.4. permet de calculer

E[Ype.] = E[f(Z5..)) = Q7 (f(.,0)) (). 0

Remarque.— .
Le corollaire précédent nous dit que, lorsque L7 f > 0, on a Q7 f(z,u) >
f(z,t + u). Ces deux quantités étant égales lorsque ¢ = 0, on peut dériver
cette inégalité en t = 0, du moins lorsque f (.,u) est dans le domaine de
0

'opérateur C°. On obtient alors C° f > fﬁf’ ou encore (C7 — a)f > 0.
Or, d’apreés (6), opérateur L se factorise en

0 0

L7 = (C7 - 5) (201 - 5, = €7).
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On voit donc que le corollaire précédent provient en fait de ce que 'opérateur
g - . .
(201 — —— — C°) ' est un opérateur positif sur Ex]0,00[. On peut le voir

directement, au moins lorsque o > 0, grace a ’expression

0 "—l:c—ooox exp(—20u) du
(1= 5= C) " N@0 = [ QL(et+ ) exp(~20u) du

De la méme maniére, on montrerait que, si f est une fonction qui satisfait
a L7 f > 0 et qui est telle que el7=9t f soit bornée, alors

0
§
(C +(J—6)I——at)f20.

4.— Inégalités maximales dans L!(u)

Lorsqu’on a un semigroupe P; markovien et symétrique sur un espace mesuré
(E;&; ), il est bien connu que, pour tout p €]1,00], il existe une constante c,
pour laquelle P’inégalité maximale suivante a lieu :

Vf e LP(u), Ilsgp 1P flllp < epllfllp-

Cette inégalité devient fausse lorsque p = 1 ou p = oo. En particulier,
dans R"™, pour le semigroupe de CAUcHY usuel Q; dont le générateur in-
finitésimal est —(—A)Y/2, on a

llsup, Q¢ flllx < e(n){IIfIl: + Z”Rfiflll}) (1)

ol R; désigne la i*®™¢ transformation de Riesz dans R®, c’est a dire I'opérateur

(—A)~Y/2, L’inégalité inverse a également lieu, & savoir
Vi, ||Riflls < e(n)llsup,|Q¢flllx-

L’inégalité (1) s’écrit encore

lsupe|Qefll: < e(m)[[11: + lld(=2)2 1111 ],

c’est a dire, en appelant C la générateur du semigroupe Qq,

lup Qe Cllly < c(m)[IIC Il + [l .

Ozt
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Le but de ce chapitre est de montrer que, si 'on remplace A par un
opérateur L de courbure et de dimension finies, une inégalité du type (1)
reste valable, moyennant quelques modifications, et en particulier & condition

de remplacer le semigroupe de CAucHY Q; par I'un des semigroupes Q7 définis
au chapitre précédent.

Pour démontrer de telles inégalités, nous nous appuyerons sur le lemme de
sous-harmonicité du chapitre 2, que nous appliquerons aux opérateurs introduits
au chapitre 3. Commengons donc par rappeler la situation dans laquelle nous
nous trouvons.

L’opérateur elliptique L munit la variété E d’une structure riemannienne.
Comme dans le chapitre 3, nous supposerons que la variété E est compleéte, et
que L est symétrique par rapport a la mesure u(dz).

En outre, nous ferons I’hypothése que L admet un couple (dimension,
courbure) admissible constant (n,r), avec n > 2. Rappelons tout d’abord
quelques notations.

Sur E x R4, le point générique est en général noté (z,t), la variable z étant
dans E et la variable ¢ étant dans R. Lorsque f(z,t) est une fonction sur ExR4

de classe C*°, nous noterons |V f|? la quantité (%f)2 + |V f2.

Sur l’espace E x Ry, nous avons introduit au chapitre précédent les
opérateurs suivants :

o2 0
-—ai—20';9—t+L et

L7 = L7 5 L§=L7+ (o2 - &)L

LU

Rappelons les résultats du chapitre 1 : lorsque

c2>(n—-Ur et que (n—1)B=0c+R/c%2—(n-1)r, (2)
avec |0| < 1, lopérateur L%# admet (n’,e??'r') comme couple (dimension,
courbure) admissible, ou

/ n-

n :2+1—192 et ' =r—20p0.

— ;r et 02 > n(n — 1)r; prenons
B 2

n+1
alors une fonction f sur E, de classe C* et a support compact; appelons f la
fonction f(z,t) = Q7 f(z). Dans ce cas, nous avons

V71?2 = |vQ7fI? +1QyC’ fI7.

n
Choisissons ¢ > 0 de telle fagon que o> -

. Soit

également § = nzl,defaQOIléavoirﬂzo, n=n+letr =r—
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On en déduit une majoration
sup, [V f] < (100 flloo + €'Y df ||oo
< C{1flloo + 1L lleo + e~ df]lcs } 3)

On a L°f = 0, et donc, pour tout g, L"'ﬁf = 0. Or, pour la connexion V?#
sur E x Ry associée a l'opérateur L%? | on a

V2 f2 = 2|V P

appliquons le lemme de sous-harmonicité du chapitre 2 : nous obtenons, pour
n—-1 n-1
n' —2

p= et pour tout € > 0,

= /2
{178 —pre eGP + e} > —paup(r0) =0, (1)

la derniére égalité provenant en fait de

_n—1
Uzzn(n—l)rzn

r = r <0.

—-20t

En posant ¢; = ce , (3) s’écrit encore

{Lo—pil{em 1972 +)""} 20

n—2 n—1 . . .
Posons alors § =+/02 + pr :\/ - o? + = T, ce qul est possible d’aprés

notre choix de o. L’inégalité précédente s’écrit encore
-~ r/2
Lie [VfP +e]” >0,
ou encore, d’aprés la formule (7) du chapitre précédent,

- . r/2
L' [[Vi2 +e]” > 0;

. , -2 -1 -1
dans la derniére formule, on a posé y = pB+6—o :\/n 0?4 z r—2 o.
n n n

Remarquons que 7 < 0 puisque ’on a choisi 62 > n(n — )r.

Nous avons donc obtenu le résultat suivant :
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Proposition 4.1.—Pour tout ¢ > 0 vérifiant o > sup{—n — ;r;n(n -1},
n —
n—2 n—1
posons § = ) o? + — et vy = 6 — "‘T_la; pour tout € > 0, notons
1

—) B
g, = ce w1t

Soit alors f une fonction sur E, de classe C* et a support compact et soit

f(z,t) = Q7 f(z). On a

L8[ (TP +e) 7] > 0.

Corollaire 4.2.—Avec les mémes notations que précédement,

(e s+ vaer} ™ <emqi{(cert +1vsr) ™

Preuve du corollaire. Remarquons que, grace a la majoration (3), la fonction

~ o~ n=—1
e ([Vf|? + &) > est bornée : en effet, v est négatif, comme nous I’avons déja
remarqué plus haut, ce qui permet de majorer les termes en || || et en ||Lf||oo,

. C -1
et le coefficient de ||df||oo sera majoré des que z (0 —Vo2+r)+7<0,ce
n
qui s’écrit o2 > (n — 1)r.
On peut donc appliquer le corollaire 3.5. du chapitre précédent pour obtenir,
pour tout € > 0, la majoration

n—1 n—1

(IQ7C P +1VQE [+ e} ™ <e QU@+ V1P e}

2n

Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers 0 pour obtenir le résultat. 0

n

-1

Corollaire 4.3..—Avec les mémes notations que plus haut, posons v; = - 7.

1l existe une constante C, ne dépendant que de n, telle que

lsup, €*1Q7C7 fllls < CE){ IS Fll + IV £l }-

Preuve. La majoration précédente nous permet d’écrire

entlazer sl < {Qilem s + 1P T



39

il ne nous reste plus alors qu’a appliquer le lemme maximal au semi-

groupe Q!, avec I’exposant > 1, pour obtenir la majoration annoncée.

0

Remarque.—
La proposition précédente montre que, lorsque la fonction f est de la
forme C%(g), ot g est dans C°, la fonction sup, €7*|Q7 f| est intégrable.
Cette propriété reste évidement vraie lorsque la fonction f est de la forme
7 C%g, pour tout to; appelons H? le sous-espace de L!(u) formé par de
telles fonctions; H° n’est malheureusement pas dense dans l’espace L*(p).
La proposition suivante caractérise sa fermeture :

n—1

Proposition 4.4.—Soit M, le sous-espace fermé de L (x) formé des fonctions
L-harmoniques et bornées. La fermeture de H° dans L!(u) est l'orthogonal

de 'Ho.

Remarque.—
Bien sur, si la mesure p est de masse finie, les fonctions harmoniques bornées
sont de carré intégrable et sont donc constantes. Dans ce cas, la fermeture
de H? dans n’est rien d’autre que l’espace des fonctions intégrables de
moyenne nulle.

Preuve. Remarquons tout d’abord que si f est dans Ho, elle est de classe C*°,
et, si g est dans CZ°, on a

%(f,Pty) = (f,LPg) = (Lf,P1g) =0 :

donc (f,P:g9) = (P:f,9) = (f,g) et on en déduit que P;f = f. Par conséquent,
f vérifie également Q7 f = f. Réciproquement, il est immédiat de voir que
si un élément f de L (u) vérifie P;f = f pour tout ¢, alors il est dans H,.
Puisque 'opérateur P; est continu sur L*°(y) , cette caractérisation permet de
voir que My est fermé dans L (u) .

Pour voir que H? est inclus dans ’orthogonal de Mg, prenons un élément
t,C7g de H?, avec g dans CZ°, et un élément h de Ho. On a (Q7 g,Q7h) =
(h, Q7 4+:9) = (h,g), d’aprés ce qui précéde.
On peut dériver cette identité en ¢ = 0, ce qui est légitime d’aprés la
proposition 3.1., pour obtenir (CQ7 f,h) = (Qf C?f,h) = 0.

Réciproquement, il nous faut vérifier que tout élément kA de L™ (y) qui est
orthogonal & H? est dans Hy. Pour tout élément f de C° et pout tout ¢, on a

/
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(Q7C? f,h) = 0, d’ou l’on tire, en dérivant en t = 0, ((C")zf, h) = 0. Puisque
on a de méme (C7f,h) = 0, et que (C°)> —20C? + L = 0, on obtient
(Lf,h) = 0, dou (f,P:h) = (P.f,h) = (f,h). Cette derniére identité ayant
lieu pour toutes les fonctions f de C.°, on obtient P;h = h, ce qui prouve que h
est dans Hp.

5. — Equivalences de normes H' dans le cas de la courbure positive.

Nous nous plagons dans les mémes conditons qu’au chapitre précédent, mais
nous supposons en plus que la courbure est positive, ¢’est a dire que I’opérateur L
admet (n,0) comme couple (dimension, courbure) admissibble, avec n > 2.

Les opérateurs C? et QY du chapitre précédent seront toujours pris avec
o = 0. Pour simplifier les notations, nous les noterons C et Q;.

Comme dans le chapitre 3, X; désignera le processus des coordonnées (sur
’espace canonique des trajectoires continues & valeurs dans E) ; P* désigne la loi
qui en fait une diffusion de générateur L, issue de z, et P# la mesure [ P? u(dz).

L’espérance sous la loi P? sera notée E*, et E¥ sous la loi P¥#, méme lorsque
ce n’est pas une loi de probabilité. De méme, lorsque B est une sous tribu de la
tribu canonique, les espérances conditionnelles seront notées E*(-/B) et E*(-/B).
L’opérateur E#(/B) n’est pas égal & [ E*(/B) pu(dz). Pour le définir lorsque p
n’est pas une probabilité, on procéde exactement comme si c’en était une :
d’abord comme projecteur orthogonal sur L2(P#), puis, grace a sa positivité, on
Pétend a L (P#) + L!(P*), ce qui en fait une contraction de tous les L¥(P¥).

Comme plus haut, nous introduisons notre mouvement brownien auxili-
aire By, issu de a > 0, dont on désigne la loi par Q*; on note Tp = inf{t; B, = 0}.
on appelle Z; le processus (X¢at,, BiaT, )- Les lois P“@Q*% et P#Q% seront notées
respectivement P®¢ et P#?, de méme que les espérances seront notées E¥¢
et B9, _

Soit f une fonction borélienne bornée sur E et soit f(z,t) = Q¢ f(x). Comme
nous ’avons déja vu, le processus M] = f(Z.) est une martingale bornée pour
toute loi P?¢. On notera

1Fllzne = E*{sup,|M/[}.

Remarquons que, si & > a, [|f|lg1e < ||[f]|zr2e- En effet, soit Ta”:’
inf{t; B; = a}. La loi de Xr, sous P#® n’est autre que y, et, grace a la propriéte
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de MARKOV du processus Z;, la loi du processus Zr, +; sous P#? n’est autre que
celle du processus Z; sous P#¢. Par suite,

1 fllmrs =E**{sup, f(Ze)} > E**{sup,r, <y f(Z0)}
=E“’“{Suptf~(zt)} = [fllzre.

Suivant alors la définition de Meyer [M1] dans le cas de R™, nous pouvons poser

Définition.—On dira qu’une fonction f est dans l’espace HL (Iespace H!
probabiliste) si la quantité ||f||g: = Hm ||f||gr.e est finie.
a— 00

La premiére remarque que ’on peut faire est la suivante :

Proposition 5.1.— [|sup,|Q:|[i < || fl|m:-

Preuve. En effet, grace a la symétrie du semigroupe Qq, on a, pour b > a,

E*Y f(Zr,)/X1,} = B**{Quf(X1,)/X7,} = Q2af(X1,)-

Puis, comme ’espérance conditionnelle par rapport a la loi P# diminue la norme
dans L' et que X7, a la loi g, on obtient

(1flzrre > ”SUPOSaglezaf”ll-

Le corollaire 4.3. du chapitre précédent peut s’écrire, pour f dans C°,

lbup|QiC1llls < C){IIC Al + ldflls };
D’apres ce qui précede, la proposition suivante en est donc une amélioration ;

Proposition 5.2.—Soit f un élément de C°; on a

1611z, < C@){licsl: +liafll: .

Preuve. La démonstration est identique a celle de la proposition 4.3. : pour

n—1

tout € > 0, appelons h* la fonction [(Cj?)2 + ]Vf|2 + EJ " . Le lemme de sous-
harmonicité nous dit que c’est une fonction sous-harmonique, et donc que le
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processus Y, = h®(Z,) est une sous-martingale positive, sous toute loi P%:¢. Les
inégalités classiques de la théorie des martingales montrent qu’alors

B {sup, [Y,[77 } < C(n) B {[Yoo| 7} (1)
En intégrant les deux membres de cette expression par rapport a la mesure p(dz),

on obtient a gauche une expression qui domine ||Cf||f14, tandis que de Pautre
on obtient

{7 + 1977 4} (va) = [{0rp 41957+ e} uia),

Il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0 pour obtenir le résultat. 0

Le but de ce chapitre est de démontrer que I'inégalité inverse a également
lieu : :

Proposition 5.3.—Soit f une fonction de C°; on a ||df||; < C||Cf||g:, ot Cest
une constante universelle, indépendante de n et valable pour toutes les diffusions
a courbure positive.

Preuve. On trouve dans [B2] un résultat analogue, mais relatif a LP(yx) . La
démonstration que nous donnons ci-desous suit de pres celle de cet article, c’est
pourquoi nous n’en exquissons que les grandes lignes, en renvoyant le lecteur
a [B2] pour la justification des détails.

Tout d’abord, introduisons, sur ’espace £ des formes différentielles sur E
4 support compact, 'opérateur de divergence é : il envoie les g-formes sur les
(q-1)-formes et il est défini comme P’adjoint de I'opérateur différentiel d pour la
mesure p(dx) :

/Edw‘nu(dw)=/Ew-6w(d$)-

Sur les 1-formes, on définit alors 'opérateur de DE-RHAM associé a L : c’est
Popérateur L = —(dé + 6d).

Pour fixer les idées, donnons I’écriture de L dans un systéme de coordonnées
locales : supposons que L soit mis sous sa forme canonique décrite au chapitre 1,

asavoir Lf = g (V,:ij + VihV; f) ; dans ce cas, on a
(I-:w)k = gij (Viijk + (dw),kajh — R(L)ikwj) + Vk(w~dh),

ou R(L) désigne le tenseur de Riccr de Popérareur L.
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L’opérateur L Jouit des propriétés suivantes :

1. II est autoadjoint et négatif sur D’espace fz(y) des 1-formes de carré
intégrables : on a

/Efw-nu(dw)=/E w-Ln p(dz) = /dw -dn p(dz) — /5w -6 p(dz).

En particulier, c’est le générateur infinitésimal d’un semigroupe
P, = exp(—tL) de contractions sur LZ(P”)

2. Pour toute fonction f de classe C*° sur E, on a

dLf =Ldf dou dP.f=Pdf.

3. Grace a la positivité de la courbure de Ricct de L, pour toute forme w,
on a, |Pw| < Pylw].

Comme au paragraphe 3, mtrodulsons le semigroupe de CAUCHY Qt associé
a Pt, et son générateur 1nﬁn1te81mal C:

C=—/-Let Q: = 'exp(té).

Cet Qt sont également autoadjoints sur Lz(,u) et on a, pour toute fonction f
du domaine de L ,

dCf = Cdf ; dQ.f = Qdf.

De méme, pour toute 1-forme 7 de classe C* et & support compact sur E , on a
1Genl < Qulnl.

On peut méme dire un peu mieux : posons #i(z,t) = Qm(z) la fonction
712 (z, t) est sous-harmonique, et plus précisément

(L+ (%z)lnl (z,t) > 2l—-n|(fc t).

Rappelons maintenant une formule de Meyer [M2] : soit (z, ) une fonction
borélienne et positive sur E x [0, 00[; on a

To
E”’“{/O h(Z,)ds} = Ax[o ol h(z,s) s A a dsp(dz).
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Rappelons enfin I'inégalité de FEFFERMAN. Soit H, un processus mesurable
adapté, que nous supposerons borné pour simplifier; nous dirons que H, est
dans BMO s’il existe une constante ¢ telle que, pour tout temps d’arrét T < Ty,
on ait

To
E[ H2ds/Fr] < c2.
T p.s.

La meilleure constante ¢ satisfaisant une telle inégalité est appelée ||H||Bmo-
Soit alors K, un autre processus mesurable, adapté et borné : I'inégalité de
FEFFERMAN s’écrit :

TO To 2 1/2
B[ 1K) de) <VEE( [ 1K P as] oo,
0 0

Pour démontrer la proposition 5.3., il nous suffit de démontrer que pour
toute fonction f de C°, et pour toute 1-forme 7 de classe C*° a support compact
sur E,

/E df -0 u(dz) < C)|C e Inlleo-

Posons f(z,t) = Q:f(z) , §(z,t) = QCf(z) = %f(-’”)t); et 7(z,t) = Qin(z).

- dz) si u est finie
Ona f(z,00) = hm Q:f(x) {ffoﬂ( 51);1 estl:nﬁme

On peut alors écrire, en admettant que les calculs qui suivent soient justifiés
(voir [B2] et les remarques précédentes) :

$&) ~ flao0) = [ gl nytdt do

oo 62 . _ o0 9
df = /0 N /0 d{C?Quf) tdt
:4/°° d{CQsCSf}tdt :4/ G3,d{Q.Cf}tdt.
0 0
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On en déduit
[ a7 nutde) =4 L] " (6@.d{QiCS)} it dt u(dz)

E EJO
=4 /0 /E {GGun}-d{QuCf) u(de)tdt
=t [ [T (G0} (560}t e

=4 lim {(%ﬁ(, )} -d{§(t)} t A adt p(dz)
[

4= JEX[0,00

To
=4 lim E“'“(/ {gﬁ}-dﬁ(Z,)ds
a— 00 0 t

T
. a ° 0 .
<4/2 lim E* {/ |019|2(Zs)d$}1/2 X Hl—atnl(zs)llBMo
a— 00 0

I1 ne nous reste plus qu’a voir que

To 2
@ {1l @) as) "} < Ol 0, = ClC
0 .
@) 1127120 lssso < Cllnlle.

Occupons nous tout d’abord de (1). Soit (Y,) le processus 9(Z,); c’est une
martingale sous P?%, de processus croissant associé

Y, Y)s = 2{(50)? + i} (Z) ds > 2105 (2,) ds.
L’inégalité de DAvis nous donne
EH{(Y,Y)f} < CE™*{sup|Y.|};
et finalement (1) en intégrant I'inégalité précédente par rapport a u(dz).

Passons maintenant a D'iné alité 2); considérons le rocessus
’ P
V s = Iﬁlz(Z,) : c’est un processus borné puisque

sup V. <sup [i*(z, ) = sup [Qusf’(2)
T, T,

Ssug{Qzlnlz(:v)} < [nl%.
T,
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De plus, sous P?%, c’est une sous-martingale, puisque la fonction |7)? est
sous-harmonique. Cette sous-martingale se décompose en V, = Vg + M, + A,
ou M, est une martingale nulle en 0 et A, est un processus croissant continu.

On a

0 8% 0 .
= Li<r, (L + éﬁ){hﬂz}(z,) ds > 2 1:5To{|;9—tfl|2}(zs)d3~

Pour tout temps d’arrét 7', on a
E(Ar, — Ar/Fr) = E(Vr, — Vr/Fr) < 2||nll0

et par suite “(%ﬁ)z(zs)“BMO < ||nlloo- 0

6. Inégalités du type SOBOLEV en courbure positive

Sur une variété compacte de dimension n, I'inégalité de SoBOLEV s’écrit

viecw, (1)< () + CdrP). (1)
L’intérét de cette inégalité réside dans le fait que 'exposant -5 qui apparait

est plus grand que 1. Ici, la mesure de référence est la mesure riemannienne,
normalisée pour en faire une probabilité; C est une constante qui dépend de la
variété.

Remarquons que I'inégalité (1) peut encore s’écrire

Viec®,  (fn) < (1) = C(f,Af). (2)

Dans [BE], nous avons prouvé que, si L est un opérateur de diffusion symétrique
par rapport a la mesure p, admettant un couple constant (n,r) comme (dimen-
sion, courbure) admissible avec r > 0, alors il satisfait une inégalité du type (2) :

2m |\ m=2
viec®,  (f»E)T < (%) - C(LLS). (2
Ici, lintégration a lieu par rapport a la mesure g, C est une constante positive
ne dépendant que de n et r, et la constante m est strictement supérieure a n,
lorsque 7 > 2. (Ce qui donne une inégalité moins forte que I'inégalité de SOBOLEV
usuelle.)

-2

En posant g = f'"%% et ¢ = n < 1, (2°) devient

(9)? < () — C{g*/*, Lg""?).
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Mais on peut écrire*
(9912, Lg?!?) = —(d(¢%/?)-d(g%/%)) = —(¢/2)* (9°~*, ldg|?)
1 1 _
= (¢/2)° ——{d(¢"")-dg) = —(¢/2)*7— (9", Lyg).
1—¢ 1—g¢
On obtient donc I'inégalité

(9)? < (g%) + C' (g™, Ly). (3)

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’on peut obtenir une inégalité
analogue a (3), sans ’hypothése de symétrie sur I’opérateur L, lorsqu’il
admet un couple constant (n,r) admissible, avec r > 0, mais a condition de
remplacer L par certains des opérateurs C? du chapitre 3.

Pour simplifier, nous supposerons que notre variété est compacte, et que
n > 3. La mesure de référence p sera une probabilité invariante pour L , ce qui
revient a dire que

Vfec™, /Lfd,u:O.
E

Comme d’habitude, P; désigne le semigroupe de la chaleur associé a L ; nous
supposerons que

VfeC®, lim P,f = /fd/.t.
t—o0 rr Jg

La construction du semigroupe Q7 par subordination a partir de P; ne pose pas
de problémes, et 'opérateur C? est son générateur infinitésimal.

Remarquons que la propriété d’invariance de L se prolonge en une propriété
d’invariance pour C?; en effet

[rra=o0 = [Psan=[ran =
/EQ?fdﬂ=/Efdu = /EC"fduzo.

* Ce calcul reste valable méme si L n’est pas symétrique; il suppose seulement
que [Lfdu=0,VfeC>®.
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— _1)\2
Proposition 6.1.—Soient o un réel positif tel que L 2 11' <o?< (n—sl-)—r
et f une fonction positive de classe C* ; pour tout ¢ € [n — ?1) , 1], on a
n —
() <)+ o), (4)

avec'y:ﬂazlz:?+2r—-0'z:i).*

20
Preuve. Posons g = 1 Nous savons d’apreés le chapitre 1 que I'opérateur
L°# admet (n + 1,7') comme couple admissible (dimension, courbure), avec
40 .5
P = 2P (r - n_——_l) = 2Pty Soit f(z,t) = QY f(z); nous pouvons appliquer

la proposition 2.4., qui est une variante du lemme de sous-harmonicité, pour
obtenir

LoPf1<0 et (L7 —2/'T)LOPf1 <0.
En écrivant que L7? = ¢?P'L7 | la derniére inégalité se réécrit
(L7 — 27"T)e?P'L7 f4 < 0. (5)

Si l’on se rapelle que LY = L 4 (0% — 6%)I et que LI(e?P'h) = ezﬁth_zﬁh, on
voit que ’inégalité (5) s’écrit encore

L;—zﬂL”fq <0, avec 62=oc2+2"" = z 10'2 + 2r.

Grace aux hypotheses faites sur o, la quantité —y = o — 23 — 6 est négative. Il
n’y a donc aucune difficulté a appliquer les remarques qui suivent le corollaire
3.5. : on obtient alors

0

E)Lafq <0

(CO—%)fqgo et (CP+(0c—26-6)I-

une nouvelle application de la méme remarque donne

.\, v O.x
(C"+(a—2ﬁ—6)l—a)(c -5 <0

Intégrons toutes ces inégalités par rapport 3 la mesure p(dz), en remarquant
que toutes les expressions qui apparaissent sous la forme J C?hdy s’annulent. 11

* Bien sir; opérateur C? n’étant pas local, on ne peut pas revenir de
Iinégalité (4) a la “vraie” inégalité de SOBOLEV (1).
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nous reste
0 : 0 0 :
— 9 —_— —_ - — f9 < 0.
/E(?tf dpy>0 et /E((?t (o0 — 28 6)I)Btf dp <0
En intervertissant les signes de sommation et de dérivation, ceci s’écrit encore
ﬁ/ﬂwzoa {w Mﬂ@”<o
ot Jg
De la seconde inégalité, on tire
g fa -1 _Q_ / fa — e~ Vg fi~1 C°
(5[ Fram|o <e [ [ Fram]o = et o,
Il ne nous reste plus qu’a écrire
- B © 5 . _ Y oo _
(11 =) = (e - (Fro) = [ gifoia<atrienn [T era,

ce qui nous donne l'inégalité cherchée. 0
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